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Predmluva

Tézko se hleda ptiléhavy nazev, ktery by vystizné pojmenoval népln této publikace. Za ce-
lou dobu, po kterou se metody analyzy a klasifikace dat rozvijeji, dostala tato disciplina mno-
ha jména. Ty rizné nazvy ani tak nesouvisi s vlastni podstatou tohoto zpiisobu prace s daty,
jako spise s ucelem zpracovani. Asi nejobecnéjsi nazev zni ,,rozpoznavani obraza®, v anglic-
tin€ ,,pattern recognition®. Ve skutecnosti ale nejde o zadné obrazy ve smyslu dél Leonarda
da Vinci ¢i jinych velikant vytvarného umeéni (jak by bylo mozné vyvozovat z ¢eského pie-
kladu), nybrz o pouhy matematicky popis vlastnosti redlného objektu, jehoz stav chceme hod-
notit, néjakym abstraktnim zptisobem — napt. vektorem hodnot, grafem, apod. Proto, navzdory
skutecnosti, ze se né€kdy (v souladu se réenim, ze ¢eStina pro n&jaké specifické anglické nazvy
nema slov) anglické nazvoslovi povazuje za fetis, ani anglické slovo ,,pattern znamenajici
predevsim ,,vzor, schéma, predloha, Sablona“, mozna i ,,systém® neni uplné to pravé a idedlni.
Jiny obecny nazev discipliny — ,,vicerozmérné statistické metody* zase navozuje piedstavu, ze
dané metody vyuzivaji pouze pravdépodobnostni principy a ze tyto metody jsou soucasti sta-
tistiky. Ano, z velké €asti je to spravny ndzor, ale ne zas az tak upln¢. Mnohé publikace zaby-
vajici se touto problematikou nesou i anglicky originalni nazev ,,data mining* a v ¢eské kotli-
n¢ madme hned problém, zda tento nazev pirekladat jako ,,dolovani dat“, nebo spiSe ,,vytézova-
ni dat“. V podstaté¢ je cilem téchto aktivit v danych datech odhalit néjaké skryté jevy, souvis-
losti, zavislosti. Takze vlastn€ analyza. Ale toto slovo v pribéhu vSech téch tisicileti, po ktera
se pouziva, nabylo tak generalniho, obecného vyznamu, Ze je ho snad i stydno pouzit ve spo-
jeni s daty. I oznaceni ,,strojové uceni (,,machine learning*) se pouziva. To je ale zase spiSe
disledek toho, ze ta vlastni analyza, klasifikace nebo predikce neni zas az tak velka véda, ale
to, jak pfimét pocitace, aby to ud¢€laly za nds, to je teprve ta spravna disciplina, ve které lze
psat dizertace. No, a kdyZ uz se zabyvame timto vyctem, ten by urcité nebyl Giplny bez zmin-
ky o ,,umélé inteligenci®. Tato disciplina, pokud nebudeme komentovat tu hriizu, kterou ve
vSech dusledcich jeji jméno vyvolava, se ale z gruntu vénuje mimetickym modeltim lidského
rozhodovéni. Umélé neuronové sité jsou krasnym piikladem metod umélé inteligence. VSech-
ny ostatni matematicky zaloZené metody, které sice slouzi k témuz ucelu, ale nejsou tak zcela
inspirovany ¢innosti lidského ducha, do této piihradky jaksi nepatii.

Kdyby se tato publikace chtéla pokusit shrnout, co lidstvo v této discipling vytvotilo, musel
by byt jeji ptedpokladany rozsah prekro€en mnoha mnohandsobné. To skromné naznacuji i
nékteré knihy uvedené na konci tohoto textu v doporucené literatufe. Proto, 1 s ohledem na
dalsi souvislosti vzniku této publikace (vznikla v souvislosti sfeSenim projektu ESF
¢. CZ.1.07/2.2.00/07.0318 ,,Viceoborova inovace studia Matematické biologie®, ktery si dal
do vinku inovovat naplil a zlepsit provdzanost povinnych predméti studijniho oboru Matema-
ticka biologie na PfF MU), je to spiSe publikace typu ,,obrazky z analyzy a klasifikace dat®.
Obsahuje metody, které¢ umozni ¢tenailim, jimZ je urcena, rozsifit si obecné povédomi o né-
kterych snad typickych metodach, postupech a algoritmech slouzicich ke zpracovani, analyze
1 klasifikaci udajii o objektech sice vSeliké obecné, hlavné vSak biologické a medicinské pod-
staty. Byli bychom urcité potéSeni, kdyby se tak i stalo.
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1 Kapitola uvodni aneb o ¢em to tady bude

1.1 Zpracovani dat — zakladni principy

Redlny zivot nds dennodenné stavi pred riiznd rozhodnuti vSelijaké urovné a kvality — zda
si prave koupit dva nebo tii nebo Ctyfi rohliky, ¢i zda si vzit za manzela toho feSného mladého
muze od vedle, ptip. jaké bude vzdjemné souziti s nim po 20 letech. Tyto ulohy zvladame
zpravidla intuitivng, aniz si uvédomujeme, Ze i tato rozhodnuti jsou podlozena sbérem a ana-
lyzou potiebnych informaci tak, aby zavérecné rozhodnuti bylo co nejlepsi. Napt. jak velky
mame hlad, kolik mame pené¢z, zda viibec mame chut’ na rohliky i to, zda nas zdravotni stav
umozni konzumovat jiné pochutiny nez rohliky, apod.
uz vétsinou neni mozné zvladnout intuitivné, ale je potfeba rozhodovaci postupy zformalizo-
vat, nasledné algoritmizovat a vytvofené algoritmy implementovat zpravidla v pocitaCovém
prostiedi, pfedevSim ale pfipravit vstupni informaci/data ve formalizované podob¢, vhodné
pro strojové zpracovani.

Zpracovanim dat se obecné snazime zkoumat vztahy mezi stavy, jevy! a procesy?, které
charakterizuji urcity objekt a jsou charakterizovany namétenymi daty.

Zakladni vychozi pfedstava spocivéd v tom, Ze existuje n&jaky readlny objekt (skupina paci-
entd, kun, vodni tok, doprava ve mésté¢ Brn¢), ktery poskytuje informaci o svém stavu (vek,
vaha, krevni tlak, datum diagndzy, okamzity pritok vody a jeji chemické slozeni, vyskyt zi-
vocisnych druhii v urcité tiini na potoce, pocet nasazenych autobusti ve mésté, okamzity pocet
pfepravovanych cestujicich, apod). Ta informace je ukryta v datech, kterd dany objekt generu-
je a my jsme schopni je piiméfen¢ piesné zméfit. Data jsou obecné mnohorozmérna (stav ob-
jektu je popsan mnoha proménnymi) a dynamicka (v Case proménnd). Pocet relevantnich
proménnych popisujicich dostatecné presné stav objektu z hlediska ucelu, kvili kterému ob-
jekt sledujeme, udava tad tohoto objektu, resp. jeho modelu, jehoZ konstrukce muze byt jed-
nou z cest jak zakonitosti vyplyvajici z chovani objektu analyzovat.

Data obsahuji jednak deterministickou, jednak nedeterministickou sloZku. Deterministicka
¢ast dat umoznuje najit pfiinny vztah mezi stavem objektu a vyrokem, kterym objekt, resp.
jeho stav hodnotime, poptipad¢ klasifikujeme. Toto hodnoceni komplikuje nedeterministicka
slozka dat, ktera miZe vznikat jako dasledek né&jakych, z hlediska dané tlohy nezadoucich
skutecnosti, jevil ¢i procest.

Casto se vnima4, Ze zpracovani dat zahrnuje pouze metody zaloZené na statistickych zékla-
dech a principech. Skutecnost je ale takova, Ze stejné vyznamnou skupinu tvofi metody vy-
chézejici z postupil a pfistupd, které se primarné snazi postihnout deterministickou podstatu
zkoumané skutecnosti. Kazdy z obou ptistupti si vytvofil svou specifickou terminologii, ktera
Casto pouziva k vyjadfeni riiznych skutecnosti stejnych pojmi, nebo naopak rtiznych pojmt

1 Obecne chapeme jev jako souhrn vnéjsich, smysliim bezprosttedné ¢i zprosttedkované (napf. méfenim) pii-
stupnych vlastnosti a vztahti daného objektu. Statistika dale specificky definuje ndhodny jev jako vysledek na-
hodného pokusu, o kterém Ize po provedeni pokusu rozhodnout, zda nastal nebo nenastal. Nahodny jev tedy
predstavuje udalost, ktera za urcitych podminek bud’ nastane, nebo nenastane.

2 Proces vnimame jako postupné, vnitiné navzajem svazané transformace jevt, objektl, systémi v jiné jevy,
objekty nebo systémy. Zatimco stav, resp. jev povazujeme spis za staticky fenomén, proces ma charakter dyna-
micky.



k popisu té¢hoz, coz logicky miize vést v lepsSim piipadé k nedorozuméni, v hor§im piipadé
k chybnym interpretacim dosazenych vysledkii3.

1.2 Cil zpracovani dat

Cilem jakéhokoliv zpracovani (analyzy) dat je zpravidla posouzeni zkoumaného redlného
objektu (zivého ¢i nezivého), ktery je zdrojem analyzovanych dat, ptip. jeho stavu.
Toto posouzeni miiZze nejcastéji vyustit:

e v rozhodnuti o typu ¢i charakteru objektu — napt. Ze dana rostlina je pomnénka lesni (My-
osotis sylvatica), zvite ze je medvéd hnédy (Ursus arctos) nebo ze dana budova je vysta-
véna v renesan¢nim slohu — klasifikacni, resp. rozpoznavaci uloha;

e v posouzeni kvality stavu analyzovaného objektu, napt. zda je pacient v poradku nebo ma
infarkt myokardu, cirhozu jater, apod. — op¢t klasifikacni, resp. rozpozndvaci uloha,

e vrozhodnuti o budoucnosti objektu — napt. zda lze pacienta 1é¢it a vylécit, zda les po 20
letech odumfe, jaké bude socialni slozeni obyvatelstva na daném tzemi a v daném case —
klasifikaéni nebo také predikéni iloha®.

Formalné tedy hleddme cestu od skutecného realného objektu k formalnimu vyroku o jeho
kvalite, stavu, ptip. budoucnosti (obr.1.1).

Hovofime-li o zpracovani ¢i analyze dat, pak v zobrazeném fetézci potiebnych operaci vét-
Sinou pomijime blok méteni, ktery je vétSinou vazan s feSenim technickych, nikoliv matema-
tickych problému. Piesto vSechno je tento blok, krom¢ samotného zkoumaného objektu, nej-
vice spojen se vznikem riiznych
rusivych slozek, které naméiené

—_ —
udaje obsahuji. Tyto rusivé sloz- redlng T hodnotici
ky vznikaji jak pfimo ve zdroji objekt DETERMINISTICKY vyrok
(méfeném objektu), tak pii vlast- ki

nim méfeni. V méfeném objektu i f
vznikaji vlivem neovlivnitelnych . . -

zmén podminek existence dané- L data -
ho objektu v ¢ase (intraindividu- merent (uzitetna slozia Zpracovani
dlni variabilita), vlivem odlis- balast)

nosti  jednotlivych,  zdanlivé

. C 1 xaos . 1.1 Ci ini ' zeni
ckvivalentnich &4sti celku (inte- Obr.1.1 Cil zpracovani dat a kroky k jeho dosazeni

3 Zakladni ptipad, kdy se terminologie v oblasti statistického a nestatistického zpracovani ponekud 1isi, je vni-
mani pojmuil zpracovdni a analyza. Zatimco statistické pojeti dava prednost oznacovat veskeré vypocty nad daty
operaci, vice odpovidajicich definici uvedené v poznamce 5) a globalni proces oznacuje spiSe pojmem zpracova-
ni.

4 Kilasifikace a predikce jsou opét dva pojmy, jejichz pouziti v odborné literatuie ¢asto splyva. Pojem predikce
(z lat. prae-, pted, a dicere, tikat) zjevné nese Casové (piip. prostorové) hledisko, kdyz jej pouzivame ve vyzna-
mu predpoveédi ¢i progndzy, jako soud o tom, co se stane nebo nestane v budoucnosti. V tomto vyznamu je pou-
zivan napf. v analyze ¢i zpracovani ¢asovych fad. Zmateni, které vyplyva ze zaménovani pojmu klasifikace a
predikce, se n¢ktera odborna literatura snazi ne zcela presved¢ive rozmotat konstatovanim, ze pojem klasifikace
je pouzivan, pouzije-li se klasifika¢niho algoritmu pro znamé data. Pokud jsou data nova, pro ktera apriori ne-
zname klasifikacni tfidu, pak hovotime o predikci klasifikacni tfidy (to by znamenalo, ze za klasifikaci povazu-
jeme pouze procesy spojené s navrhem klasifikatoru, vlastni ¢innost klasifikdtoru by pak méla byt nazyvana
predikci — s takovym vysvétlenim se Ize smifit pouze velice obtizng€). Za ptijemnéjsi rozliSeni obou pojmi pova-
zujeme vyklad, ktery fik4, Zze pojem klasifikace pouzivame, pokud vybirame identifikator klasifika¢ni tfidy
z urcitého diskrétniho kone¢ného poctu moznych identifikatorti. Pokud uréujeme (predikujeme) spojitou hodno-
tu, napf. pomoci regrese, pak hovofime o predikci, i kdyz tento pojem nezbytné ¢asovou dimenzi nema.
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rindividualni variabilita) 1 vlivem skute¢nosti, Ze na objektu métime veli¢inu, ktera je ovliv-
néna jinymi d¢ji téze povahy (napf. signdl EKG matky pfi snimani fetalntho EKG). Pti vlast-
nim méteni se rusivé slozky objevuji v datech nejcastéji vlivem Spatného uspotradani meéticiho
experimentu (mefime néco, co jsme ani méfit nechtéli a co nenese pozadovanou informaci,
pouzili jsme nevhodny méfici pfistroj, piistroj pouziva nevhodnou metodu meéteni, resp. ne-
vhodny algoritmus primarniho piedzpracovani dat, ruseni z vnéjsSiho prostfedi pronika
k ptivodnim, Sumu prostym datiim pfi pfenosu dat v ¢ase i prostoru).

Ve statistice ruSivé komponenty dat zpravidla oznacujeme jako variabilitu dat, kterou je
potfeba odstranit, potlacit ¢i dodatecné vysvétlit. Pokud jsou data zpracovavana nékterymi
nestochastickymi postupy, je zvykem nazyvat je ruSenim, Sumem, nebo poruchami. Opét se
snazime ruSeni z dat eliminovat, tentokrat zpravidla na zaklad¢ apriorni znalosti jeho charak-
teristik, pfic¢in vzniku, apod.

Navzdory rtiznym ruSivym slozkam, které se v datech vyskytuji, musi byt mezi findlnim
hodnoticim vyrokem (diagnostickym, klasifika¢nim, predikénim), ktery vytkneme na zdkladé¢
znalosti dat o daném objektu, a timto objektem jasny deterministicky pfi¢inny vztah. Pokud
by tento pricinny vztah neexistoval, pak ani data nemohou obsahovat vyuzitelnou informaci a
je zbytecné se o jeho hledéani snazit, a to jakymikoliv prostfedky — at’ statistickymi ¢i zaloze-
nymi na jinych principech.

Chceme-li upiesnit cil zpracovani (analyzy) dat, definovany na zacdtku této kapitoly, pak
je to pravé odhaleni toho pricinného deterministického vitahu, navzdory vSemu tomu, co to
odhaleni kazi.

1.3 Blokové schéma zpracovani dat

Blok zpracovani v obr.1.1 1ze podrobnéji vyjadfit schématem na obr. 1.2.

Obr.1.2 Blokové schéma zpracovani dat

Procesn¢ se blok zpracovani sklada ze tii naslednych, podstatou odliSnych operaci —
predzpracovani, analyzy a klasifikace, resp. predikce. Prvni z téchto blokl reprezentuje po-
stupy vazané na odstranéni rusivé, resp. zvyraznéni uzitecné slozky originalni reprezentace
dat, rekonstrukci a doplnéni chybéjicich udajt, ptip. redukci dat, napt. odstranénim jejich re-
dundantni (nadbytecné) nebo irelevantni (neuzitecné) ¢asti, na prevod do formy, v niz je pod-
statnd informace 1épe patrnd (napf. ¢asova vs. frekvencni reprezentace Casovych tad), pfip. i



na prevod zpravidla spojité proménné, jejiz hodnoty méiime, na diskrétni hodnoty, tzv. vzor-
kovani, resp. kvantovdni. Zatimco prvnim pojmem zpravidla rozumime diskretizaci s ohle-
dem na nezavisle proménou, druhy pojem pouzivame pro diskretizaci funkénich hodnot.

Blok analyzy? je zde vniman v z(zeném smyslu jako blok operaci, které vedou k nalezeni
hodnot proménnych, resp. jinych elementd (napt. uréitych geometrickych tvarii v obrazu),
které predstavuji vyznamnou slozku zpracovavané informace, piipadné nalezeni vazeb mezi
nimi. Kone¢né, posledni blok ptedstavuje blok zatazeni dat do stanovenych klasifikacnich,
napt. diagnostickych kategorii nebo odhadu budouciho stavu objektu. Pii feseni urCitych uloh
nemusi byt fetézec tplny, tloha miiZze napt. skoncit analyzou, nékteré¢ bloky mohou rekurziv-
n¢ obsahovat, pro vyfeSeni dil¢itho problému, fetézec tloh, ktery opét obsahuje vSechny tfi
faze zpracovani, apod.

Retézec zpracovani dat je podporovan bloky faze udeni, které jsou s bloky zpracovani spo-
jeny mnohymi vazbami informacnich tokl. Faze uceni mize predchdzet fazi zpracovani (al-
goritmus je navrzen pied vlastnim zpracovanim dat), nebo pracovat paralelné (charakteristiky
algoritmu jsou dolad’ovany béhem vlastniho zpracovani).

Rozeberme nyni Gcel a obsah jednotlivych dil¢ich blokd podrobnéji.

1.3.1 Blok piedzpracovani

Jak bylo vySe uvedeno, blok piedzpracovani reprezentuje nékteré operace nad zpracovava-
nymi daty, které jednak zajistuji Citelnost dat, jednak zvySuji jejich kvalitu. Jednim ze za-
kladnich dominantnich cili pfedzpracovani je tzv. ¢isténi i filtrace dat, coz ptedstavuje ope-
race vedouci k potlaceni parazitni variability dat ¢i odstranéni ruseni, resp. zvyraznéni uzitec-
né (z hlediska cile zpracovani) slozky dat.

Zakladni formou reprezentace dat vstupujicich do bloku pfedzpracovani je mnozina (pfip.
uspofddand) vektord, obsahujicich hodnoty veli¢in, které o zpracovdvanych objektech ziska-
vame. Tyto veli¢iny mohou byt jakéhokoliv bézného typu, t;.

o kvantitativni (numerické — spojité, diskrétni a ve specidlnim piipad¢ bindrni, logické,
které nabyvaji dvou diskrétnich hodnot, ale 1ze urcit, kterd z nich znamend méné, ktera
vice a je mozné s nimi provadeét matematické operace);

e ordindlni — typ kategoridlni proménné, jeji hodnoty ale 1ze vzdjemné setadit, je v§ak ob-
tizné kvantifikovat jejich hodnoty (napf. bolest zanedbatelna, mala, sttedni, velkd, nesne-
sitelnd);

e nomindlni — opét typ kategoridalni proménné, v tomto piipad€ ale nelze jejich hodnoty
sefadit podle velikosti (napft. ptislusnost studenta MU k urcité fakult€), specidlnim typem
nominalni proménné je tzv. dichotomickd proménna, ktera podobné jako proménna bi-
narni, €1 logicka nabyva dvou hodnot, které se navzajem vylucuji, ale v tomto ptipadé ne-
1ze urcit jejich velikost, napt. pohlavi muz/Zena.

Kvili moZnosti srovnani hodnot rtiznych veli€in se €asto hodnoty veli¢in upravuji napf.
centrovanim (odecteni stiedni hodnoty), normalizaci (vztazeni hodnoty proménné k né&jak
definované norm¢), resp. standardizaci (centrovand hodnota je vztazena k urcité specifické
hodnoté, ¢asto napt. k smérodatné odchylce). To byva nezbytné napf. v situaci, kdy z hodnot
jednotlivych veli¢in jako jsou vySka v centimetrech (chceme ji méfit v centimetrech?), nebo
metrech (je lepsi ji méfit v metrech?), hmotnost v kilogramech nebo gramech, vék udany

vvvvvv

kladem na jednodussi. Je zalozena na dekompozici celku na elementarni casti. Cilem analyzy je identifikovat
podstatné a nutné vlastnosti elementarnich ¢asti celku, poznat jejich podstatu a zakonitosti. Pouziva se v mnoha
védach, ve filosofii i v bézném Zzivote, pokud chceme dospét k vysledku na zakladé detailniho poznani podrob-
nosti.



v letech, pocet bilych krvinek vztaZeny na n&jakou objemovou jednotku mm® nebo litr (kdy je
1épe pouzit tu ¢i onu jednotku?), apod, mame urcit néjakou hodnotu, ktera globalné charakte-
rizuje vSechna potfebna data, napf. normu vektoru x = (xy, X, ..., Xp) urcenou podle vztahu

Ix]= /2x3, (1.1)

pfi¢emz jednotlivé slozky jsou reprezentovany vyse uvedenymi hodnotami charakterizujicimi
pacienta. V tom pfipad¢ normalizace i standardizace ud€la z jednotlivych hodnot hodnoty
bezrozméré, které uz miizeme pouzit k vypoctu néjakého sumarizujiciho, globalizujiciho
parametru. Je ovSem tfeba si uvédomit, Ze napi. standardizaci vici smérodatné odchylce jsme
se v datech zbavili informace o stfedni hodnoté i rozptylu. Ob¢ tyto hodnoty mohou byt dile-
zité z hlediska nasledného zpracovani, které se touto operaci miize vyrazné¢ zkomplikovat,
nebo i zcela znemoznit. Proto musime vzdy peclivé zvazit, zda operace, které urcitou fazi
zpracovani zjednodusi, jsou piipustné z hlediska dalSich cila zpracovani.

Ptedzpracovani dat se principialné muze lisit podle charakteru dat — zda jsou statickd (vy-
jadtuji stav zdrojového objektu bez potieby popsat jeho dynamiku — zdroj bud’ dynamicky
neni, nebo jeho dynamika neni dilezita — ocekédvané zmény probihaji pomaleji nez disledky
provedené¢ho zpracovani), nebo dynamicka (vyjadiuji zmény stavu zdroje — data musi byt
usporadana, nejcastéji jako funkce ¢asu nebo prostoru). Typickymi predstaviteli dynamickych
dat jsou signdly, obrazy, asové fady (coZ jsou v podstaté¢ matematické modely diskrétnich
signalll). Pfes nékteré rozdily v pfistupu ke zpracovani dat toho ¢i onoho typu ma zpracovani
v obou piipadech mnoho spole¢ného. Pokusme se vystihnout tento spole¢ny zaklad.

Cisténi (filtrace) dat - samoziejmé idealni piipad nastava, kdyz data zadné parazitni neza-
douci komponenty neobsahuji. Jejich obsah lze u¢inné minimalizovat vhodnym uspofadanim
experimentu, pii kterém tudaje o sledovaném objektu nebo objektech métime. Uspotfadanim
experimentu mizeme rizné zdroje ruseni vyloudit. V piipadé, ze to neni mozné, lze experi-
ment usporadat tak, ze se snazime pribézné stanovovat vlastnosti ruSeni, kdyz ne ptimo jeho
hodnoty.

Vliv variability pfi statistickém zpracovani omezujeme ndhodnym vybérem (napi. [18],
[19]) zkoumanych subjektd, odhad charakteristik zakladni variability dat miZe poskytnout
tzv. kontrolni skupina. Variabilita dat mize byt potlacena identifikaci a odstranénim odleh-
Iych (vybocujicich) vzorkit (napt. [18], nebo [19]).

Typickym ptipadem, jak odstranit parazitni slozky dat v ptipadé signall ¢i Casovych fad je
vyuziti piipadné frekvencni disjunktnosti uzitecné i parazitni komponenty, tj. pfipadu, kdy se
uzite¢na i1 parazitni slozka dat sklddaji z harmonickych pribéht odlisSnych frekvenci.
(Podrobnégjsi informaci o frekvencnich vlastnostech signalt a ¢asovych fad a jejich frekvenc-
nich spektrech mize Ctenar tohoto textu najit napt. v [2].) V tom piipad¢ je velice u¢innym a
relativné jednoduchym nastrojem pro filtraci neZzadouciho ruSeni pouziti linedrnich casové
invariantnich systému (filtrit), které budou podrobnéji rozebrany v kapitole ,,Linearni systé-
my a modely casovych fad®.

Pokud ob¢ slozky dat (uziteCna i parazitni) nejsou frekvencné separabilni, pak je tfeba
k vzajemnému oddéleni pouzit jakoukoliv jinou dostupnou informaci, napt. miru korelace
obou slozek. V ptipadé€, Ze ob¢€ slozky nejsou korelovany a uzitetna slozka dat ma repeti¢ni
charakter, lze pro potlaceni ruseni pouzit kumula¢nich technik (zprimérovani), napt. [5]. Na-
opak, pokud nezndme piesny prubéh ruSeni, pouze né¢jaka data s ruSenim korelovana, nebo
naopak data korelovana s uzite¢nou slozkou analyzované posloupnosti, pak moznym feSenim
je pouziti adaptivniho filtru [5].

Resime-li situaci, kdy se snazime odhadnout okamzik vyskytu n&jakého znamého priib&hu
v posloupnosti siln€¢ ovlivnéné ndhodnym ruSenim, pak lze pouzit souhlasného filtru, coz
v podstaté reprezentuje pribbézny vypocet vzajemné korelace mezi datovou posloupnosti a
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posloupnosti, ktera reprezentuje hledany prubéh. Pro filtraci posloupnosti dat vhodné ovliv-
néné ndhodnym rusenim ocekavanych vlastnosti lze pouzit napt. optimdlni Wienernv filtre
nebo adaptivni filtr Kalmaniiy’.

Redukce dat se zpravidla dopoustime, kdyz chceme umoznit nebo alespoil usnadnit pienos
¢i zajistit efektivni uchovavani dat, nebo pozadujeme-li zrychleni zpracovani dat. Zatimco
v prvnich dvou piipadech o¢ekavame, ze budeme schopni data opét zcela presné rekonstruo-
vat do pivodni podoby (vratna redukce dat), v poslednim piipad¢ obnovu ptivodni datové
reprezentace apriori nepiedpokladame (nevratnd redukce dat). (Konec koncti samotné klasi-
fika¢ni vyvrcholeni zpracovani dat je demonstrativnim pfipadem datové redukce, protoze
veskera data popisujici analyzovany objekt reprezentujeme pouze identifikdtorem klasifikacni
ttidy.)

Algoritmy vratné redukce dat vyuzivaji pravdépodobnostnich charakteristik dat a odstranuji
pouze redundantni (nadbyte¢nou, znamou) slozku dat. Jsou zalozeny na reprezentaci redun-
dantni slozky pomoci riznych aproximacnich, interpolacnich ¢i extrapolacnich algoritmi a
uchovavaji se parametry modeld redundantni slozky spolu s odchylkami redlnych dat od hod-
not uréenych modelem, které jsou zpravidla podstatné¢ mensi nez hodnoty piivodnich, coz
posléze vede k moznému omezeni rozsahu dat.

Naopak algoritmy nevratné redukce dat jsou zaloZzeny pouze na ur¢eni a uchovani paramet-
ri modeld dat za predpokladu, ze rozdil mezi skute¢nou hodnotou a hodnotou vyplyvajici
z modelu je mensi nez predpokladané prahova hodnota. Modely dat byvaji ur¢eny pomoci po
castech polynomidlni aproximace, ¢i jinymi formami vyjadieni dat — parametry harmonickych
slozek nezbytnych pro dostatecné piesné vyjadieni signalu, parametry slozek kosinové trans-
formace. V posledni dob€ jsou pro nevratnou redukci dat velice €asto pouzivany parametry
slozek uréenych pomoci vinkové transformace.

Rekonstrukce a doplnéni chybéjicich udajit - je vzdy ke zvazeni, zda neuplnou informaci
ze zpracovani vyloucit, ¢i zda se pokusit o jeji odhadnuti.

Zakladni algoritmy doplnéni dat jsou dominantné zaloZeny na interpolaci, at’ jiZ polynomi-
alni ¢i na zéklad¢ rozkladu do fady. Vyuzivame-li statistickych vlastnosti dat, pak zpravidla
hovofime o regresi, jednorozmémé & vicerozméré. Casto pouzivany piistup vychazi
z modelu zdroje dat, ktery konstruujeme na zaklad¢€ apriornich informaci o sledovaném proce-
su, tj. o chovani zdrojového objektu.

Soucasti predzpracovani mize byt i pfevod hodnot kategorialnich proménnych do hodnot,
se kterymi 1ze nésledné provadét vypocty.

Dalsimi dvéma bloky se bude tato publikace v dalSich kapitolach zabyvat pomérné podrob-

vvvvvv

1.3.2 Blok analyzy dat a blok volby elementi pro analyzu

Jak je uvedeno v pozn.5), obecnym cilem analyzy je identifikovat podstatné a nutné vlast-
nosti elementarnich ¢asti celku, poznat jejich podstatu a zakonitosti. To v praxi znamena nale-
zeni zékonitosti v rozlozeni hodnot pouzitych proménnych, stanoveni miry korelace, pfip.
zavislosti mezi hodnotami pouzZitych proménnych. V nékterych piipadech piimo nalezeni

6 http://en.wikipedia.org/wiki/Wiener_filter (12.12.2011)

7 http://en.wikipedia.org/wiki/Kalman_filter (12.12.2011)

V rlznych komunitich se citace informaci prevzatych z Wikipedie vnima jako cosi nezddouciho, nepékného,
protoze konec koncti informace zde uvadéné nejsou recenzované a verifikované. Domnivame se vSak, ze tvafit
se, ze tento zdroj informace neexistuje, je druhym pravé tak skodlivym extrémem. Pokud nebereme wikipedické
informace za jedin€ spravné dogma, nybrz zdravé kriticky (coz konec koncti je nezbytné i u mnohokrat recenzo-
vanych zdroji), pak je urcité¢ Wikipedie velice uziteCny zdroj pouceni, coz plati i pro tento pfipad.
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vhodného matematického vztahu vyjadiujiciho funkéni zavislost mezi pouzitymi proménny-
mi. To vSe pro usnadnéni prace s daty, ktera zpracovavame.

Vysledky analytickych vypocti pak mohou byt pouzity k transformaci predzpracovanych
dat do vstupniho formatu klasifikacniho bloku, nebo mohou byt i findlnim vysledkem zpraco-
vani dat (bez navazujici klasifikace).

Druhym nezbytnym cilem tohoto bloku by méla byt redukce poctu proménnych, coz mtize
usnadnit nasledné klasifikaéni operace. V naSem piipadé jde o nalezeni téch proménnychs3,
jejichz hodnoty nesou spravnou informaci pro kvalitni funkci posledniho bloku zpracovani, tj.
klasifikaci nebo predikci.

Obecné¢ zplisob, jak primarné urcit piiznakové veliciny nesouci nejvice informace pro klasi-
fikaci, neni teoreticky formalizovan ([1], [6]), tzn. Ze neexistuje teorie, podle niz by bylo
mozné predem stanovit veliCiny, jejichz hodnoty poskytuji uzite¢nou informaci, nebo naopak
ty, které jsou pro nasledné zpracovani nepodstatné. Soucasna teorie nabizi pouze dil¢i, subop-
timalni fesSeni, spocivajici ve vybéru nezbytného poctu veli¢in z piredem zvolené mnoziny
proménnych, ptip. ve vyjadieni ptivodnich ptiznakovych veli¢in pomoci mensiho poctu skry-
tych (tzv. latentnich) nezdvislych proménnych, které nelze pifimo méfit, ale mohou, ale i ne-
musi mit uréitou vécnou interpretaci.

V zadné z obou mozZnosti vSak neni specifikovano, jak urcit vychozi mnozinu ptiznakovych
proménnych. V tomto sméru nezbyva nez se spolehnout na empirickou znalost analyzovaného
problému u téch, kteti se danym konkrétnim problémem zabyvaji, a na technickych moznos-
tech dokdzat zméfit hodnoty takto vybranych veli¢in. Neni proto jisté, ze zvolend vychozi
mnozina bude obsahovat pravée i ty veli€iny, jejichz hodnoty jsou pro klasifikaci ty nejuzitec-
néjsi.

1.3.3 Blok klasifikace

Klasifikaci® rozumime rozdéleni dané (konkrétni ¢i teoretické) skupiny (mnoZiny) objektd,
jevu ¢i procest na konecny pocet dil¢ich skupin (podmnozin), v nichz vSechny objekty, jevy
¢1 procesy maji dostate¢né podobné spole¢né vlastnosti. Vlastnosti, podle nichz lze klasifikaci
zadat ¢i provadét, urCuji klasifikaéni kritéria. Objekty, které maji podobné vlastnosti, tvofi
klasifika¢ni tfidu. Kazda klasifikace musi byt Uplna, tzn., Ze kazdy pfedmét musi pattit do
néjaké tfidy a nemize byt sou€asné ve dvou ¢i vice tidach.

Klasifikaci provadime pomoci klasifikatoru (obr.1.3), coZ je algoritmus se vstupem, odpo-
vidajicim charakteru dat, popisujicich analyzovany objekt a jednim diskrétnim vystupem,
jehoZ hodnota je identifikatorem klasifikacni tfidy, do které klasifikator zaradi vstupni repre-
zentaci dat. Tedy plati

8 I v tomto piipadé panuje velka diverzita pojmil, pouZivanych pro oznageni popisnych proménnych a jejich
hodnot. Zatimco statistické metody analyzy dat rady pouzivaji pojmu znak, pozorovani, nebo i diskriminator [3],
publikace zabyvajici se specificky problémy klasifikace dat, pouzivaji pojmu pfiznakova proménna, resp. pfi-
znak pro jeji konkrétni hodnotu. V tomto ptipade je dany babylon kupodivu pouze v Cesting, anglicka literatura
dominantné pouziva pojem ,feature, ktery bohuzel cesti odbornici z riznych oblasti zacali pfekladat rizné.

9'S pojmem klasifikace se Zasto zaméiuje pojem diskriminaéni analyza, ktera hleda vztah mezi kategorialni
proménnou a mnozinou vzajemné vazanych pfiznakovych proménnych. Piedpokladame-li, Ze existuje konecny
pocet R riznych a priori zndmych populaci, kategorii, tfid nebo skupin, které oznacujeme o,, r=1,...,R, je uko-
lem diskrimina¢ni analyzy nalézt vztah (diskrimina¢ni, rozhodovaci pravidlo), na zaklad¢ kterého pro dany vek-
tor pfiznakt popisujicich konkrétni objekt tomuto vektoru ptifadime hodnotu ®, [10]. Porovname-li tuto definici
s dal§im vysvétlujicim textem v této kapitole, urcité si uvédomime, ze diskrimina¢ni analyza je, za ptredpokladu
piiznakového popisu klasifikovaného objektu ¢i procesu, jednou z moznych, specifickych néplni bloku nastaveni
rozhodovaciho pravidla.



o, = d(X) (1.2)

kde d(X) je funkce argumentu X
predstavujiciho reprezentaci vstup-
nich dat, kterou nazyvame rozhodo-
vaci pravidlo klasifikatoru a o,
r=1, ..., R je identifikdator klasifi-
kacni tiidy. Rozhodovaci pravidlo se
stanovi v odpovidajicim bloku uc¢ebni
faze.

Proménnou X, formalné popisujici Obr.1.3 Schéma klasifikdatoru
klasifikovany objekt, obecné nazy-
vame obrazem!0.

Na tomto misté je dobré zminit a uvédomit si i n¢které skutecnosti, tykajici se znaceni
identifikatoru klasifika¢ni tfidy, které budeme v tomto textu respektovat. Na obr.1.4 je zna-
zornéna situace, kdy jsou ve dvourozmérném prostoru zobrazeny vektory vyjadiujici zastupce
dvou skute¢nych tfid — kolecek, popsanych napt. identifikatorem ; a kiizkl, popsanych napft.
identifikatorem ,. Vysledkem uceni klasifikatoru bylo, ze klasifika¢ni tfidy mizeme vyjadrit
pomoci hrani¢ni ptimky ve vektorovém prostoru, ktera rozdélila cely prostor na dvé polorovi-
ny — polorovinu ® ;, v niz se vyskytuji predev§im zastupci tidy kolecek a polorovinu R »,
vniz lezi spiSe zastupci klasifikaéni tfidy kiizkt. Nicmén€ rozdéleni neni dokonalg,
v polorovin¢ R lezi i dva ktizky, v poloroviné R, jedno kolecko. Na to konto bude kolecko
lezici v poloroviné R, pfifazeno chybné do tfidy kiizkl, oznacené identifikatorem ,. Nelze
tedy sméSovat identifikator skute¢né klasifikacni tiidy, byt je i pfifazena chybné (w;) a identi-
fikator ¢asti prostoru (R;), ktery se pouziva pii konstrukci rozhodovaciho pravidla.

Rozhodovaci pravidla pracuji na zakladé vzdalenosti ¢i podobnosti mezi vstupni datovou
reprezentaci a vzorem klasifikaéni tfidy (specidlnim ptipadem této formy klasifikace je moz-

nost ztotoznéni vstupnich dat s etalonem klasifika¢ni
tfidy), hranic rozdé&lujicich obrazovy prostor dat,
pomoci funkei, které urcuji miru ptisluSnosti k dané
klasifikacni ttidé, tzv. diskriminacnich funkci, pti-
padné doplitkovych logickych pravidel.

Vsechny tyto zminéné postupy mohou byt deter-
ministické ¢i pracovat na pravdépodobnostnich prin-
cipech, pficemz deterministické pravidlo mize vy-
chazet 1 z pravdépodobnostnich charakteristik zpra-
covavanych dat. Proto za deterministicky klasifika-
tor povazujeme takovy, ktery dand vstupni data

Obr.1.4 Oznacent klasifikacnich tiida  zpracuje vzdy se stejnym jednozna¢nym vysledkem.
casti obrazového prostoru

10 7 tohoto ozna&eni vyplyvé i jeden z obecnych nazvii této discipliny — rozpoznavéani obrazil, coz oviem nemé
nic spole¢ného ani s malif'stvim, ani s rentgenovymi snimky, nybrz s vysledkem zobrazeni originalniho redlného
objektu do jeho urcité abstraktni reprezentace. To mtze byt napt. vektor hodnot popisujicich dany objekt — tzv.
vektor pozorovani, nebo jak posléze uvidime, vektor piiznakl. Jinou formou miize byt i graf ¢i obecné néjaka
relacni struktura. V anglickém originalu je rozpoznavani obrazd vyjadieno jako ,pattern recognition®, coz by
spi$ odpovidalo piekladu rozpoznavani vzorki, resp. vzort, spiSe evokujici zpracovani néjakych etalonii dané
skute¢nosti. Casto se miizeme v této oblasti setkat i s jinym nazvem, v anglickém originalu ,,data mining*, pie-
kladanym jako ,,dolovani dat“, nebo ,,vytéZzovani dat“. To uz ale neni klasickd klasifikacni disciplina, nybrz
postup (byt’ ma s analyzou a klasifikaci mnoho spolecného), kterym se v datech snazime nalézt n&jaké skryté
zavislosti a skutecnosti.
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Na druhé strané, nedeterministicky klasifikator mtze taz data pii opakovaném zpracovani
klasifikovat rizn€. Nedeterministické klasifikatory nemusi byt jen a pouze pravdépodobnost-
ni. Existuji 1 jiné dal$i matematické discipliny, které pracuji s neurcitosti, uved’'me zde jako
ptiklad fuzzy logiku, ptip. fuzzy algebru.

Pti préci s algoritmy nejen tohoto typu se ¢asto vyskytuje ¢lenéni na parametrické a nepa-
rametrické algoritmy, metody, modely. Parametricky algoritmus pracuje na zaklad¢ néjaké
dané funkce, jejiz konkrétni vlastnosti jsou urceny a mohou se ménit s hodnotami kone¢ného
poctu stanovenych parametr. Ve statistice rozumime parametrickym odhadem hustoty prav-
dépodobnosti postup, kdy na zaklade urcité apriorni informace predpokladdme urcity typ roz-
lozeni pravdépodobnosti a do formule, ktera toto rozlozeni popisuje, ur€ujeme jen konkrétni
hodnoty jejich parametrt, jako napt. stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku pro normalni
rozlozeni. Ptikladem parametrického klasifikaéniho algoritmu je prahova klasifikace, ktera
napt. zafadi vstupni obraz do urcité klasifikacni tfidy, pokud hodnota, charakterizujici dany
obraz, ptekracuje nebo nepiekracuje danou prahovou uroven. Tuto prahovou hodnotu urcuje-
me v ucebni fazi algoritmu. Typickym ptedstavitelem parametrickych klasifika¢nich algo-
ritmil jsou proto rozhodovaci stromy. Piikladem neparametrického klasifikacniho algoritmu je
napftiklad klasifikace podle minimélni vzdalenosti od etalonu klasifika¢ni tfidy. V tom piipadé
ur¢ime vzdalenost vstupniho obrazu od vSech etaloni klasifikacnich tfid a obraz zatfadime do
té tridy, jejiz etalon mé ke vstupnimu obrazu nejblize. I kdyZ pro stanoveni vzdélenosti pouzi-
vame ruzné metriky, které¢ formalné také maji riizné parametry (Euklidova metrika pouziva
druhou odmocninu souctu ¢&tvercit rozdilt dilé¢ich soufadnic danych vektort, resp. bodil
v prostoru), tyto hodnoty uz ve fazi uceni neurujeme, jsou pevné svazany s danym typem
metriky.

Parametri¢nost ¢i neparametri¢nost vlastniho klasifika¢niho algoritmu ale nic neptfedurcuje,
pokud jde o charakter algoritmil u€eni klasifikatorti. Existuje na ptiklad velké tiida trénova-
cich algoritmt pro klasifika¢ni stromy, které si nekladou zddné pozadavky na zpisob uceni,
ucici postup neni zavisly na zadnych partikularnich parametrech, jsou to tedy algoritmy nepa-
rametrické. Casto je vlastni klasifikace pomérné jednoduchy postup a to zajimavé, co se tyka
zvoleného klasifikatoru, je zptisob jeho navrhu, resp. uceni a proto charakter uciciho algorit-
mu v odborné literature Casto prfedurcuje nédhled na typ klasifikatoru. Je proto potieba rozliSo-
vat.

1.3.4 Blok nastaveni rozhodovaciho pravidla

Tento blok je jednim ze dvou zékladnich blokt ucici faze zpracovani dat. Vysledkem toho-
to bloku je navrh obecného tvaru rozhodovaciho pravidla, pfipadné ureni jeho parametrt,
v ptipad€, ze rozhodovaci pravidlo je parametrické. Zatimco navrh obecného tvaru rozhodo-
vaciho pravidla neni formalizovan a zavisi pfedevSim na zkuSenostech konstruktéra bud’
s danou realnou tlohou, nebo s charakterem naméfenych a zobrazenych dat. Navrh parametrii
rozhodovaciho pravidla pak standardné vede na pouziti n¢jaké optimalizacni lohy. D¢je se to
na zaklad¢ tzv. ucebni nebo trénovaci mnoziny, kterd obsahuje vstupni obrazy spojené
s informaci o piedpokladané spravné klasifikaci (uspotadané dvojice datového popisu a iden-
tifikatoru klasifikacni t¥idy). V tom piipadé hovotime o uceni s ucitelem, a podle miry spo-
lehlivosti idaje o predpokladané klasifikaci rozliSujeme algoritmy uceni s dokonalym ¢i ne-
dokonalym ucitelem. V piipad¢€, Ze trénovaci mnozina neni k dispozici, pak blok nastaveni
rozhodovaciho pravidla obsahuje pouze navrh jeho obecného tvaru a ptipadné nastavovani
parametril rozhodovaciho pravidla probiha soucasné s klasifikaci. Tento postup oznacujeme
jako uceni bez ucitele. Typickym ptikladem je shlukovani.
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2 Priznakové metody klasifikace dat

2.1 Zakladni pojmy a principy

Piiznakovy obraz x hodnocené¢ho objektu je formalné vyjadien n-rozmérnym (sloupco-
vym) vektorem Xxj, 1= 1, ..., n pFiznakovych proménnych (velicin) charakterizujicich dany
objekt, tj. plati X = (xy, Xa,..., X,)'. PHiznakové proménné mohou popisovat kvantitativni i kva-
litativni vlastnosti objektu. Jejich hodnoty nazyvame piiznaky. Vrchol kazdého ptiznakového
vektoru (obrazu) piedstavuje bod n-rozmérného prostoru X", ktery nazyvame obrazovym pro-
storem. Obrazovy prostor je definovan pomoci kartézského soucinu defini¢nich oborti v§ech
ptiznakovych proménnych, tzn. ze jej tvoii vSechny mozné obrazy zpracovavaného objektu.
V ptipadég, Ze pfiznaky vyjadiuji kvantitativni vlastnosti objektu, mize byt obrazovy prostor
euklidovsky.

Je-li klasifikovany objekt popsan

vektorem ptiznakt, predstavuje kla- X1 0— —o
sifikator algoritmus (stroj — podle X2 00— _d (OF
v anglictiné v tomto piipadé stan- X ' o=d(X) —

dardn¢ pouzivaného slova machine) Xp O—————
s tolika vstupy, kolik je pouzito pii-
znakl (jinymi slovy jaky je rozmér
priznakového vektoru, popisujiciho
klasifikovany obraz) a s jednim diskrétnim vystupem, jehoz hodnoty urcuji tfidu, do které
klasifikator zaradil rozpozndvany obraz. Klasifikator si tedy lze piredstavit jako zafizeni
(obr.2.1), které realizuje matematickou operaci (rozhodovaci pravidlo)

o, =d(x), (2.1)

Obr.2.1 Schéma priznakového klasifikatoru

kde d(x) je skalarni funkce vektorového argumentu x.

Ptiznakové klasifikatory se v principu mohou lisit ¢asovym sledem pouziti jednotlivych
pfiznakli — bud’ lze zpracovavat cely vektor jako celek, nebo lze nejen zpracovavat, nybrz
piedevsim 1 pofizovat (méfit) jednotlivé ptiznaky postupné, coZ umoziuje minimalizovat po-
cet potfebnych piiznakii pfi poZadované kvalité rozhodnuti a v praktickém diisledku naklady
na pofizeni nezbytné informace pro dostatecné kvalitni klasifikaci. Prvni z uvedenych zplso-
bu klasifikace nazyvadme paralelni klasifikaci, zatimco druhy oznacujeme jako klasifikace
sekvencni. Zékladni principy paralelni klasifikace budou dale popsany a rozvinuty v kap.2.2
az 2.5, zakladni principy sekven¢ni klasifikace budou jen stru¢né naznaceny v kap.2.6 a dale
v urcitych smérech rozvinuty v navazujicich uc¢ebnich textech [4].

Klasifikacni tfidy jsou vymezeny, jak jiZ bylo uvedeno v pfedchozich kapitolach, urcitymi
neprekryvajicimi se ¢astmi obrazového prostoru, které piedstavuji obrazy klasifikovanych
objektli s dostatecné podobnymi vlastnostmi. Forméalné miZeme piedpokladat, Ze obrazovy
prostor je rozdélen na R disjunktnich prostorit R, r=1, ..., R, pfi¢emz kazd4a podmnozina R,
obsahuje ty obrazy x, pro které o, = d(x).

Klasifikacni t¥idy lze v obrazovém piiznakovém prostoru vymezit nékolika nasledujicimi
zpusoby:

a) pomoci tzv. diskriminacnich funkci,

b) pomoci etalonit klasifikacnich tfid — pocet etalonti klasifikacni tfidy mtze byt rizny — od
jednoho reprezentativniho vzorku, ktery exkluzivné pfedstavuje danou klasifikaéni tfidu
aZz po uplny vycet vSech vektori (obrazil) patficich do dané klasifika¢ni tfidy; s timto
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zpiisobem popisu je pak nejcastéji vazana klasifikace podle minimadlni vzdalenosti, resp.
maximalni podobnosti;
¢) vymezenim hranic¢nich ploch.

2.2 Klasifikace podle diskriminacnich funkci

2.2.1 Zakladni principy

Ptislusnost do jednotlivych klasifika¢nich tfid v tomto ptipad¢ vyjadifujeme pomoci R ska-
larnich funkei gi(x), g2(x), ..., gr(x) takovych, ze pro obraz x z podmnoziny R, o niz pied-
pokladame, Ze reprezentuje obrazy ze tfidy w;, pro vSechna r plati

g (x)>g. (x), pros=12,..,Rar=#s. (2.2)

Funkce g;(x) mohou vyjadiovat napf.

miru vyskytu obrazu x patticiho do r- g(x)

té klasifikacni tfidy v odpovidajicim

misté obrazového prostoru. Nazyva- T

me je diskriminac¢ni funkce a z analy-

ticky geometrického hlediska definuji

plochy nad obrazovym prostorem.

Pro jednorozmérny ptiznakovy pros-

tor a dv¢ klasifikacni tfidy je princip

klasifikace pomoci diskriminac¢nich 0 X .

funkci zobrazen na obr.2.2. R1 - "B = q(z
Blokové schéma klasifikatoru za-

lozeného na metodé pomoci diskri-

X

Obr.2.2 Princip metody pomoci diskriminacnich funkci

Obr.2.3 Blokové schéma klasifikatoru pomoci diskriminacnich funkci

minacnich funkci je na obr.2.3. VSechny ptiznaky xi, X2, ..., X, jsou soucasné ptivedeny do R
bloki, ve kterych se vyc€isli hodnoty diskriminac¢nich funkei g«(x), r=1, 2, ..., R. Na vystupu
vybérového bloku se objevi identifikator vybrané klasifikacni tidy. ProtoZe diskriminacni
funkce jsou definovany vztahem (2.2), je v pfipad¢ deterministickych klasifikatort vybérovy
algoritmus definovan jednozna¢né vybérem maxima, zatimco u nedeterministickych klasifika-
tord je vybér uréen néjakym nejednoznaénym algoritmem. Bud’ se napt. zvoli hodnota vy-
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stupni proménné na zaklad¢é nékteré varianty ndhodného vybéru, nebo mohou byt jednotlivé
vystupni hodnoty ocenény patii¢nou mirou prislusnosti k danym klasifika¢nim tfidam (napf.
velikosti pravdépodobnosti).

V piipadé¢ klasifikace do dvou klasifikacnich tfid, tzv. dichotomie, pracuje klasifikator
pouze se dvéma diskrimina¢nimi funkcemi. Urcujeme-li, kterd z obou funkci mé pro obraz x
vetsi hodnotu, staci zjistit znaménko funkce

gx) =g, (x)-g,(x) (2.3)
a vybérovy blok pak reprezentuje nelinearni piikaz
o, =sign(g(x)), (2.4)

pro ktery je w; = 1, kdyz g(x) = 0, tj. pfedpokladdme, ze x € R a 0, = — 1, kdyz g(x) <0, tj
predpokladame, ze x € R».
Nejjednodussim tvarem diskriminacni funkce je funkce linearni, ktera ma tvar

g(X) =ay +anX; +apXy + ... T amXn, (2.5)

kde ay je prah diskriminacni funkce posouvajici pocatek souradnicového systému a a;, 1 =1,
2, ... n jsou vahové koeficienty i-tého pfiznaku x;. Schéma linearniho klasifikatoru je na
obr.2.4.

VYBER Or
MAXIMA

Obr.2.4 Schéma deterministického klasifikatoru s linearnimi diskriminacnimi funkcemi

Diskriminaéni funkce linearniho dichotomického klasifikatoru mé tvar (ze vztahii (2.3) a

(2.5))

g(x)=aptax; +axy+...t apX, = 2.6
= Qg +aT.x, '

kde vektor a je sloupcovy vektor vaho-
vych koeficientli, pro jehoz soufadnice a
pro koeficient a, plati

X<

aj=aj-a,proi=0,1,...,n. (2.7)

Blokové schéma takového klasifikatoru je

Obr.2.5 Schéma dichotomického linearniho
na obr.2.5.

klasifikatoru
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2.2.2 Ur¢eni diskriminacnich funkei na zakladé statistickych vlastnosti mnoZiny
obrazii — Bayesiv Kklasifikator

Pii feSeni praktickych klasifikacnich tiloh je nutné ptedpokladat, Ze hodnoty piiznaki jsou
ovlivnény viceméné ndhodnymi fluktuacemi rizného ptivodu. Poloha ptiznakového obrazu
(vektoru) je tedy ovlivnéna vselijakym ndhodnym ruSenim, které zplisobuje zvySeny rozptyl
obrazli nejen v prostoru urcité klasifikacni tfidy, nybrz i vné tohoto prostoru, takze dochazi
k prekryvani mnozin obrazl z riznych klasifikacnich tiid. Je zfejmé, ze diky tomuto prekry-
vani nebude klasifikace vzdy bezchybna a chybna klasifikace muze zptisobit urcitou ztratu.

Moznost vyjadieni ztraty pti chybné klasifikaci nabizi tzv. ztrdatova funkce M o;|os), uda-
vajici ztratu vzniklou chybnym zafazenim obrazu do tfidy o, kdyZ ve skutecnosti patfi do
tfidy ws. Pro celou klasifika¢ni tillohu vyjadiime ztraty vSech moznych chybnych klasifikaci
pomoci matice ztratovych funkci (cost matrix)

7\'(601|(D]) 7\'(031|(’32) 7\’(0‘)1|(0R)

}\’((’02|0)1) 7\,(602|602) 7\‘((02|(’0R)

A= 2.8)

}\‘(('OR|(’01) }\‘(wR|0‘)2) }\‘((DR|0)R)

Tato matice je obecné nesymetricka. Napt. pokud neni u pacienta spravné diagnostikovan
infarkt myokardu, mtze to pro dotycného pacienta mit fatalni disledky. Naopak, ztrata bude
naprosto jind, bude-li u zdravého pacienta infarkt myokardu diagnostikovan chybné.

Obecné mohou hodnoty ztratové funkce zaviset na obrazu x, ¢ehoz formalné snadno do-
sahneme dosazenim za o, podle vztahu (2.1), tj. A(d(x)|®s), nebo zahrneme-li mezi parametry
rozhodovaciho pravidla i nastaveni parametrii klasifikatoru, vyjadiené vektorem a, je ztratova
funkce vyjadiena jako A(d(x,a)|w,). Casto je vyhodné&jsi, nez pouziti celé matice, vyjadiit kva-
litu rozhodovani klasifikatoru jednim jednoduchym zobeciujicim parametrem. K tomu ucelu
se pouziva tzv. stiedni ztrdata J(a), udavajici primérnou ztratu pii chybné klasifikaci obrazu x.

NezZ se pustime do podrobnéjSiho popisu jednotlivych metod, pfipomeiime pro méné zku-
Sené Ctenare vztah, se kterym tyto metody pracuji, tj. Bayestiv vzorec ve tvaru a s interpretaci,
které jsou uZzitecné z pohledu vyklada v této kapitole. Tedy

_ (o) P(@,)
p(x)

kde P(w|x) je aposteriorni podminéna pravdépodobnost zattidéni obrazového vektoru x do

ttidy o, p(x|ws) je podminénd hustota pravdépodobnosti vyskytu obrazi x ve tfid¢ w,, P(ws) je

apriorni pravdépodobnost tiidy o, a konecn¢ p(x) je celkova hustota pravdépodobnosti rozlo-
zeni vSech obrazli x v celém obrazovém prostoru.

P(®

X) , (2.9)

T

Kritérium minimalni stfedni ztraty

Pokud bychom se soustfedili pouze na obrazy ze tfidy s, je stfedni ztrata dana primérnou
hodnotou z A(d(x,a)|ws) vzhledem ke vSem obraztim ze ttidy s, tj.

1,@) = [ Md(x, a)|o,) p(x|o,)dx, (2.10)

kde zopakujme, Ze p(x|ws) je podminénd hustota pravdépodobnosti vyskytu obrazu x ve tfidé
;.

Ve skute¢nosti na vstup klasifikatoru pfichazeji obrazy ze vSech tfid, proto musime celko-
vou stiedni ztratu J(a) stanovit jako primérnou hodnotu ze ztrat Jy(a). Tedy

-15 -



Ja) =Y I (a)P(w,) = ij(d(x, a)o,).p(xo,).P(o,)dx, @.11)

x s=1

kde opé€t P(w;) je apriorni pravdépodobnost vyskytu tiidy ws, nebo podle Bayesova vzorce

J(@) = [ Y Md(x,a)|w,).p(x).P(0,[x)dx, 2.12)

x s=1
kde, jak jiz vime, je p(x) hustota pravdépodobnosti vyskytu obrazu x v celém obrazovém pro-
storu X a P(ws|x) je podminéna pravdépodobnost toho, Ze dany obraz x patii do tfidy s (tzv.

aposteriorni pravdépodobnost tfidy ;). Celkova stfedni ztrata J(a) je tedy jiz pouze funkci
nastaveni klasifikdtoru. Navrh optimalniho klasifikatoru, ktery by minimalizoval celkovou
sttedni ztratu, spo¢iva v nalezeni takové mnoziny parametrti rozhodovaciho pravidla a*, Zze
plati

J(a*) =minJ(a), (2.13)

tj. a* je vektor takovych hodnot parametri rozhodovaciho pravidla, pro ktery je stfedni ztrata
nejmensi. Dosadime-li do (2.13) podle (2.11), dostaneme

J(@*) = min [ > A(d(x, a)o,).p(x|w,).P(,)dx (2.14)

a za predpokladu, Ze ztratova funkce A(y|ws) je konstantni pro vSechny obrazy x ze tfidy s,
plati dale

J@*) = min Y (o, |0,) p(x|o,) P(o,)dx 2.15)

s=1

KdyZ oznac¢ime ztratu pfi klasifikaci obrazu x do tfidy o,

Lo0)=Y Ao,

o,)pxo,).P(o,) (2.16)

a dosadime-li podle (2.16) do (2.15), dostaneme vztah

J@*) = [ min L (0,)dx. (2.17)

Uloha nalezeni minima celkové stiedni ztraty se timto postupem transformovala na mini-
malizaci funkce Ly(®;). Optimalni rozhodovaci pravidlo d(x,a*) podle kritéria minimalni
celkové stiedni ztrdaty (nebo podle v literatuie pouzivaného ndzvu kritéria minimdlni chyby,
resp. Bayesova kritéria) je ureno vztahem

L (dys(x,2*)) =min L, (o,). (2.18)

Pokud chceme, tak jak se v této kapitole ocekava, realizovat klasifikator na principu dis-
krimina¢nich funkci, vyjdeme ze vztahu

minL_(w,)=max(-L_(®,)). (2.19)

Diskriminaéni funkci optimalniho klasifikatoru podle kritéria minimalni chyby pak mizeme
urcit podle vztahu
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p(x o)

I
O Rﬂ )fjm Rz
|

Obr.2.6 Pravdépodobnosti chybného zatrideni

o,).P(o,). (2.20)

g.(0)=-L,(0,) == Mo, |o,)p(x

Dtsledky navrhu optimélniho rozhodovaciho pravidla podle kritéria minimalni chyby si
nyni demonstrujme na jednoduchém ptikladu dichotomického klasifikétoru.
Celkova stiedni ztrata pti klasifikaci do dvou tfid bude

J(a) = IZX((D1|0)S).p(X|cos).P(0)S ).dx + IZK(@2|OJS).p(X|coS).P(coS ).dx =

= Mo, |m1).P(m1).Ip(x|ml).dx + 7»(&)1|0)2).P(0)2),jp(x|@2)_dx n
+ k(032|ml).P(031)._[p(x|oa1 ).dx + A(0,]0,).P(,). J‘ p(xfo, ).dx = (2.21)

Tkz ?\Z

= 7\,((Dl|(1)1 ).P(®).(1-a)+ K(ml|w2).P(m2).B +
# 0(0]0,)P(@,).0 + M@,]0, ). P(w,).1-B),
kde a a B jsou pravdépodobnosti chybného rozhodnuti odpovidajici vySrafovanym plocham
na obr.2.6 a vyjadiené vztahy
o= Ip(x|c)1 )dx a B = Ip(x|032)dx.

R, Ry

(2.22)

Diskriminaéni funkce pro dichotomicky klasifikator podle kritéria minimalni chyby bude
s pomoci vztaht (2.3) a (2.20)
g =g (M -g, () =-L, (o) +L,(0,)=
=-Mo, |0)1 ).p(X|COl )-P(0,) = Mo, |032 ).p(X|O)2 )-P(®,)+ 523
(00 D0 ) P(0) + (0, 0, pj0, ) Pl0,) = FEY

= [, 0) = Mo o)) p(xle, ) Ple) + Moy 0,) - Mefo,) fp(xlo,) P(o,).
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Polozime-li vysledny vyraz ve vztahu (2.23) roven nule, dostaneme vyraz pro hrani¢ni plo-
chu dichotomického klasifikatoru, ze kterého mizeme urcit pomér hustot pravdépodobnosti
obrazu x v kazdé z obou klasifika¢nich tfid, jenz nazyvame vérohodnostni pomér !

_ (o) _ [Mof0,) ~Aoy)0,)]P@,)
P p(xe,)  [Mo,je) - Mo o) Pe)

Podle vztahu (2.24) zatadime obraz x do tfidy w;, kdyz je vérohodnostni pomér vétsi nez
vyraz na pravé stran¢; je-li mensi, pak obraz x zafadime do tiidy m,. Hrani¢ni plocha prochazi
praveé témi body x obrazového prostoru, pro které plati rovnost definovana vztahem (2.24).

Vyse uvedené odvozeni kritéria minimalni stfedni ztraty predpokladalo relativné obecné
podminky. Jediné zjednoduseni vychazelo z predpokladu, ze ztratova funkce A(w;|®s) je kon-
stantni pro vSechny obrazy x ze tfidy w. Pfi feSeni praktickych uloh se vSak ¢asto setkavame
se situacemi, kdy je velice obtizné zjistit vSechny informace, potiebné k realizaci tohoto krité-
ria. Proto se nyni seznamme, jak se kritérium méni, nejsou-li k dispozici vSechny pozadované
udaje.

(2.24)

Kritérium minimalni pravdépodobnosti chybného rozhodnuti

Vzhledem k obtiznosti stanoveni hodnot ztratovych funkci A(w;|os) se kritérium minimalni
chyby zjednodusuje pouzitim jednotkovych ztratovych funkci definovanych

0; pror=s;
Mo, o) = (2.25)
I; pror#s.
Matice jednotkovych ztratovych funkci mé pak tvar
01 - 1
1 0 - 1
A= (2.26)
11 0

a celkova stedni ztrata s pomoci vztaht (2.11) a (2.25) je

S =Y [p(x

s=1 x.
S#T &

®,).P(o,)dx, (2.27)

coz udava hodnotu pravdépodobnosti chybného rozhodnuti klasifikatoru. Minimalizaci celko-
vé stfedni ztraty v tomto piipad¢ ur¢ime parametry a* klasifikdtoru rozhodujiciho s nejmensi
pravdépodobnosti chybného rozhodnuti.

Dosadime-li (2.25) do (2.16), dostaneme

o,).P(o,)—p(x

L (0,)=> p(x ®).P(o,) (2.28)

S#T

o,).P(w,) = Zp(x

a s vyuzitim Bayesova vztahu je dale

U1 yrohodnostni pomér (likelihood ratio) LR udava podil pravdépodobnosti, Ze se vyskytne n&jaky jev A za
urcité podminky (jev B), k pravdépodobnosti, ze se jev 4 vyskytne, kdyz podminka neplati (jev nonB). Ma-li
napfiklad pacient nahlou ztratu paméti (jev A), chceme znat vérohodnostni pomér vyskytu jevu A4 v pfipade, ze
ma mozkovy nador (jev B), tj. podil pravdépodobnosti, sjakou ztrata paméti vznikd pfi nadoru mozku,
k pravdépodobnosti, s jakou vznika v ostatnich piipadech. Vé&rohodnostni pomér je tedy podil podminénych
pravdépodobnosti LR=P(A | B)/P(A | nonB).
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R
L, (®,) =p(x). 2 P(0,[x) ~ p(x|>,)-P(e,) = p(x) ~ p(x|0, ) P(w, ). (2.29)
s=l1
Hustota pravdépodobnosti p(x) nezavisi na klasifikacni tfid€, pro dany obraz je konstantni pro
vSechna Ly(®,) a tedy neovliviiuje vybér minima. Proto mizeme stanovit diskriminaéni funkci

jako

g (x)=p(xlo,).P(m,). (2.30)

V ptipadé¢ dichotomického klasifikatoru je diskrimina¢ni funkce
g(X) = p(X|(D1 )'P((’Ol) —p(X|O)2 )-P((Dz) . (2.31)

Z tohoto vztahu mizeme urcit vérohodnostni pomér Aj,, ktery urcuje hranici mezi dichoto-
mickymi klasifikaénimi tfidami podle kritéria minimalni pravdépodobnosti chybného rozhod-
nuti

_P(x[) _ P(,)
p(X|(x)2) P(®,)

. (2.32)

12

Kritérium maximalni aposteriorni pravdépodobnosti

Modifikujeme-li vztah (2.16) pro ztratu pfi klasifikaci obrazu x do tfidy o, podle Bayesova
vztahu (tj. P(osx).p(x) = p(x|ms).P(ws)), plati, Ze

R R
L, (®,) =2 Mo, |o,)-p(x)P(o,[x) = p(x). > Mo, [0,).P(o,)x). (2.33)
s=1 s=1
Kdyz opét vyuzijeme toho, Ze hustota pravdépodobnosti p(x) vyskytu obrazu x v celém ob-
razovém prostoru nezavisi na klasifikacni tfidé, jeji odstranéni neovlivni konstrukci rozhodo-

vaciho pravidla. Lze tedy misto Ly(w;) pouzit proménnou L’(®;) uréenou vztahem

R
L ()= 3o,
p(X) s=1
Uvazujeme-li znovu nejjednodussi volbu hodnot ztratovych funkci, tj. jednotkové ztratové
funkce, je

®,).P(o]x). (2.34)

x) —P(o,

x)=1-P(o,x

L' ()= iP(ms

S#T

X) =ZP((DS )- (2.35)

Minimum ztraty L’y(®;) nalezneme praveé tehdy, kdyZz P(w,|x) bude maximalni. To zname-
na, ze jako diskrimina¢ni funkci mizeme volit pravé hodnotu aposteriorni pravdépodobnosti
tridy o, tj.

g, (x) =P(o,

Konec¢né se opét zabyvejme piipadem klasifikace do dvou klasifika¢nich tfid. Diskrimi-
nacni funkce je pfi tom definovana

X). (2.36)

g(x) =P(w,[x) —P(w,[x) =0. (2.37)

Z toho dale plati, Ze hranici mezi dvéma tfidami urcuje vztah
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P(o)l|x) = P((D2|X), (2.38)
nebo
P((D1|X) -1
P(co2|x) - (2.39)

Podle tohoto kritéria, tzv. kritéria maximalni aposteriorni pravdépodobnosti zattidime ob-
raz x logicky do té tfidy, jejiz pravdépodobnost je pii vyskytu obrazu x vetsi.

Z odvozeni tohoto kritéria a kritéria minimalni pravdépodobnosti chyby vyplyva, ze jsou
ob¢ kritéria rovnocenna.

Kritérium maximalni pravdépodobnosti

Vsechna dosud uvedena optimalni kritéria vychéazela ze znalosti hustoty pravdépodobnosti
vyskytu obrazl x ve vSech klasifika¢nich tiidach p(x|ws) a apriornich pravdépodobnosti vSech
tfid P(ws). Pokud neméame informaci o vyskytu klasifikacnich tfid, pfedpokladdame rovnomér-
né rozlozenim, tedy vSechny tiidy jsou stejné pravdépodobné (P(ws) =P(w) = 1/R). Potom
celkova stfedni ztrata

J(a)= %ij(mr o,).p(x

s=1 y

o, )dx (2.40)
dosédhne minima, kdyz

1 R
J(a*) = —min Mo
(a%) = - mi j 2 M,
Diskriminaéni funkci pomoci ztraty pti klasifikaci obrazu x do tfidy o, mizeme podobné
jako v (2.20) urcit ze vztahu

R
g, (0=-L(0,)=-D Mo,
s=1
V ptipadé dichotomie je vérohodnostni pomér

(o) _ [Mojo) ~Ao,)0,)]
2 p(w,)  [Mo,je) - Mo lo))]

Kdyz jsou ceny spravného rozhodnuti nulove, tj. AMw;|®;) = Mmz|wz) =0, je

o,).p(x|m, )dx. (2.41)

®,).p(xX[o,) . (2.42)

(2.43)

_ p(X|(01) _ 7”(0)1|032) .
p(X|O)2) }“(®2|0)1)

12

px|o,) PXulor) _ Ao,
(2.44) 1 Pafo - Mool

Obraz x je zafazen do tfidy
o1, kdyZ je vérohodnostni pomér
vétsi nez pomér cen ztrat chyb-
nych zatfidéni (obr.2.7). Jsou-li
ob¢ ceny stejné, tj. 1 jednotkové, |
je obraz x zafazen do té t¥idy, pro 0 Xm — X
kterou je hodnota hustoty prav-
dépodobnosti p(x|ws) vEtsi.

Obr.2.7 Stanoveni klasifikacni hranice pro dichotomicky
klasifikator podle kritéria maximalni pravdeépodobnosti
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2.3 Klasifikace podle minimalni vzdalenosti

2.3.1 Zakladni principy

Jak jiz bylo uvedeno, prostor odpovidajici jednotlivym klasifikacnim tfidam mizeme v ob-
razovém prostoru vymezit kromé diskrimina¢nich funkci a hrani¢nich ploch rovnéz polohou
reprezentativnich obrazli — etalont. Je-1i v obrazovém prostoru zadano R etalonti vektory x;g,
X2E, ..., XRE, zatadi klasifikator podle minimalni vzdalenosti klasifikovany obraz x do té tfidy,
jejiz etalon ma od bodu x nejmensi vzdalenost. Rozhodovaci pravidlo je tedy uréeno vztahem

o, =d(x)=|

X - x| = min [ - x| (245)

Pokud je i nejmensi mozna vzdalenost pfili§ velka, 1ze rozhodovaci pravidlo upravit do
tvaru

kdyzd(x)=

X, x|| = Ir\gisn ) x|| <T, pak o, jinak o,,, (2.46)
kde T je urcend prahova hodnota a wg+; reprezentuje klasifikaéni tfidu, kterd obsahuje vzorky,
které klasifikator neumi zattidit.

Vzdilenost je hodnota, kterou miizeme povazovat za miru nepodobnosti. Cim je vzdale-
nost mezi dvéma objekty vétsi, tim méné€ jsou si podobny. Dudlni mirou ke vzdalenosti je
podobnost — ¢im vétsi je podobnost dvou objektt, tim bliZsi si tyto objekty jsou.

Klasifikace podle minimalni vzdalenosti byva n¢kdy az pftili§ automaticky a samoziejme
spojovana pouze se shlukovanim. Shlukovaci algoritmy, které jsou detailngji popsany napft. v
[3], pfedstavuji typicky klasifika¢ni ucici se algoritmus, ktery samoc¢inn€ modifikuje vlastnos-
ti klasifikacni tfidy s klasifikaci kazdého nového obrazu. Pokud ale definici klasifikaéni tfidy
(Jeji etalon) béhem klasifikacniho procesu neménime, pak lze klasifikaci podle minimalni
vzdalenosti povazovat za klasicky neucici se algoritmus, byt’ se zde pouziva pojmu ,,etalon®,
jehoz vyskyt se v nékterych odbornych zdrojich povazuje za pevné vazany se sebeucicimi se
algoritmy.

2.3.2 Metrika, vzdalenost, podobnost

Abychom uméli obrazy podle vzdalenosti, resp. podobnosti klasifikovat, je potfeba umeét
vzdalenost/podobnost spocitat. Jinymi slovy je tfeba znat predpis (algoritmus, funkci), na za-
kladé kterého vzdalenost/podobnost pocitame. Zpusob vypocétu vzdalenosti, resp. podobnosti
bude zéleZet na mnoha okolnostech — na zpiisobu, jakym matematicky popiSeme analyzovany
objekt, na charakteru (typu) dat, samoziejmé 1 na vlastnostech ptedpisu, podle které¢ho vzda-
lenost, resp. podobnost pocitame.

Zabyvejme se nejdiive vzdalenosti.

Metrikou p na X nazyvame takovou funkci p: X x X > R, kde X je n-rozmérny obrazovy
prostor a R je mnozina realnych ¢isel, splitujici nasledujici predpoklady:

dpoeR: -0 < py < p(x,y) < +oo, VX,y € X; 12 (2.47)

2 Konstanta p, je tomto piipadé definovana velice obecné. V praktickych ptipadech je rovna nule, coz znamena,
ze vzdalenost nabyva nezapornych hodnot s tim, ze pokud jsou oba obrazy (vektory) totozné, je vzdalenost nulo-
va.

=21 -



p(X,X) = po, VX € X
a ma nasledujici vlastnosti
p(xX.y) = p(y.X), V X,y € X (symetrie); (2.48)
p(x,y) = po kdyz a jen kdyz x =y (totoznost). '

Pokud navic plati i trojihelnikova nerovnost

p(x,z) < p(x,y) + p(y,2), V X,y,z € X, (2.49)

nazyvame metriku pravou metrikou. Prostor X, ve kterém je metrika p definovana, oznacuje-
me jako metricky prostor. Vzdalenost je pak hodnota urcena podle metriky.

Pokud se ty¢e podobnosti, pak metrikou podobnosti ¢ na X je takova funkce 6: X' x X —
R, kde X je opét n-rozmérny obrazovy prostor a R je mnozina realnych ¢isel, splitujici nasle-
dujici predpoklady:

dopeR: -0 < a(x,y) £ 6p< o, V X,y € X

o (X,X) =0p, VX € X 2.50)

a ma stejn¢ jako v predeslém piipad¢ nasledujici vlastnosti
o(x,y) = o(y,X), V X,y € X (symetrie)
a (2.51)
o(x,y) = oo kdyz a jen kdyz x =y (totoznost).
zeji ze vztahu pro trojuhelnikovou nerovnost definovanou pro metriku vzdalenosti a jeji kon-

krétni tvar pro metriku podobnosti souvisi se zdkladnim vztahem mezi podobnosti a vzdale-
nosti. Tento vztah mize byt vyjadien napi. pomoci nasledujicich formuli:

c=—;
o (2.52)
oo 1
1+p’ (2.53)
nebo
G =c - p, kdyZ ¢ > ppax- (2.54)

Pokud se hodnoty vzdélenosti pohybuji v intervalu (0, o), pak v pfipadé vztahu (2.52) se
hodnoty podobnosti nachdzeji také v tomto intervalu a vyraz pro trojihelnikovou nerovnost
(2.49) se transformuje do tvaru

o(x,y). o(y.z) < [o(xy) + 6(y,z)]. 6(x,z), V X,y,Z € X. (2.55)

Ridi-li se relace mezi vzdalenosti a podobnosti vztahem (2.53), pak se hodnoty podobnosti
vyskytuji v intervalu (0,1) a trojihelnikovéa nerovnost ma tvar

o(x,y). o(y,z) < [o(x,y) + 6(y,Z) - o(x,y). 6(y,z)]. 6(x,z), V X,y,Z € X. (2.56)

Kone¢né, v ptipadé formule (2.54) spadaji hodnoty podobnosti do intervalu {c - pmax, C) a
trojihelnikova nerovnost se zméni na

G(X>Z) 2 G(Xay) + G(y,Z) -G, v X,y,z € X (257)
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2.3.3 Metriky pro urceni vzdilenosti mezi dvéma obrazy s kvantitativnimi priznaky

Pouziti konkrétni metriky zavisi vzdy na feSené uloze, a pokud se pouziva klasifikace podle
minimalni vzdélenosti, pak rozhodujicim kritériem pro posouzeni vhodnosti té které metriky
musi byt kvalita vysledki klasifikace. Kromé tohoto zakladniho kritéria, 1ze pfi vybéru mozné
metriky pouzit i dalsi dil¢i kritéria, jako napt. vypocetni naroky, charakter rozlozeni dat, apod.
Obecné nelze doporucit vhodny postup pro vybér optimalni metriky ani pro ulohy urcitych
standardnich typi.

Euklidova metrika je definovana vztahem
n 1/2
pE(Xl’XZ):|:Z(X1i _Xzi)z} . (2.58)
i=1

Je to metrika zfejmé s nejnazornéj$i geomet-
rickou interpretaci, geometrickym mistem bodt
s toutéz Euklidovou vzdalenosti od dané¢ho bodu
je koule (kruh ve dvourozmérném prostoru — viz
obr.2.8). Kvadrat rozdilli souradnic znamena, ze
klade vétsi diraz na vétsi rozdily mezi soufadni-
cemi nez vV linedrnim pifipadé (coz je tifeba
v kazdém konkrétnim piipad¢ posoudit, zda je to
stav zadouci ¢i nezadouci). Pokud bychom poci-
tali vzdalenost podle vztahu (2.58), ovSem bez
pouziti odmocniny, tzv. kvadratickd Euklidova — Obr-2.8 Geometricka mista bodii se stejnou
vzdalenost, pak je vypodet uréité méné naro¢ny,  VZddlenostiod souradnicového pocitku ve
ale vztah nesplituje trojuhelnikovou nerovnost. dvoqrozm ernem p rlznak?vemvp rostoru: PE -
Vypodtené hodnoty lze povazovat za miry nepo-  Luklidova metrika, pc - CebySevova metrika,
dobnosti, ale vypocetni vztah neni pravou metri- pi— Hammingova metrika
kou. Kvadratickou euklidovskou vzdalenost 1ze tedy pouZivat tehdy, kdy je rozhodujici rela-
tivni porovnavani dvou hodnot (coz klasifikace podle minimalni vzdalenosti je), nikoliv abso-
lutni hodnoty jako takové, coz uz by byl 1 ptipad klasifikace podle vztahu (2.46).

Priklad

Urcete hodnoty euklidovské vzdalenosti a kvadratické euklidovské vzdalenosti pro dvou-
rozmérné body x = (0,0), y =(5,0) a z= (6,2).

Euklidovska vzdalenost:

do(xy)= V52402 =5; d.(y,2)= V12 +2> =/522.27; d.(x,z) = V6> +2% =40 =632.

Kvadraticka euklidovska vzdalenost:
dp,(xy) = 5 +0° =25 d,(y2)= P+2° =5, dy,(x2)= 6" +2> =40,

Zatimco pro libovolné dvé hodnoty Euklidovy vzdalenosti plati, Ze jejich soucet je vEtsi
nez zbyvajici hodnota, v pfipad¢ kvadratické Euklidovy vzdalenosti je dgx(x,y) + dg2(y,z) neni
vEtsi nebo rovno nez dgx(X,z). 000

Hammingova metrika, také nazyvana manhattanskd metrika, nebo v anglictin€ city-block
metrika, resp. taxi driver metrika, protoZe svym vypoctem ve dvourozmérném prostoru navo-
zuje predstavu vzdalenosti, kterou urazi automobil jedouci z jednoho mista do druhého v pra-
vouhle zastavéném méstském prostiedi. Je definovana vztahem
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Pu (X, X,) :Z|Xli _X2i| . (2.59)
)

Hammingova metrika je vytvofena linearizaci Euklidovy metriky, coz ma za nasledek jed-
nak snizeni vyznamu c¢lent s vétSim rozdilem mezi dil¢imi soufadnicemi obou vektord, jed-
nak sniZzeni vypocetni pracnosti vii¢i Euklidové metrice. Absolutni hodnota je nezbytna pro
zachovani kladné vysledné hodnoty vzdalenosti. Geometrickym mistem boda s toutéz Ham-
mingovou vzdalenosti od pocatku v dvourozmérném prostoru je ¢tverec uvniti Euklidovy
kruznice (viz obr.2.8). Jak posléze uvidime (kap.2.3.5 a 4.3.3) mad Hammingova metrika pou-
Ziti 1 pii posuzovani vzdalenosti dvou binarnich vektort, resp. fetézct stejné délky. Uplatiuje
se 1 pfi hodnoceni podobnosti dvou objektli, pfip. jevii pomoci asociacnich koeficientli
(kap.2.3.6).

Minkovského metrika je definovana vztahem
n 1/m
Pu(X,X,) :|:Z|X11 _X21|m:| . (2.60)
i=l

Zobecnuje Euklidovu nebo v podstaté¢ i Hammingovu metriku. Misto druhé mocniny, pfip.
odmocniny, je pouZzita mocnina i odmocnina obecnd. To znamend, Ze zvySuje vahu vlivu ¢le-
nd s vét§im rozdilem dil¢ich soufadnic obou obrazi. Cim vé&t$i mocnina, tim vét$i diraz na
velké rozdily mezi pfiznaky.

Cebysevova metrika je definovana vztahem

Pc(X;,X;) :m&X|X1i _Xzi|~ (2.61)

Je limitnim pifipadem Minkovského metriky, protoze plati
Pc(Xp,X;) = EEC}OPM(XLaXz)' (2.62)

Pouziva se ve vypocetné kriticky nadro¢nych ptipadech, kdy je pracnost vypoctu dle eukli-
dovsky orientovanych metrik nepfijatelnd. Geometrickym mistem bodl s toutéZz cebySevov-
skou vzdalenosti od daného bodu je krychle, ¢tverec ve dvourozmérném prostoru (obr.2.8).
Prostor mezi kruznici euklidovské metriky pg a étvercem CebySevovy metriky pe vypliuji
ktivky Minkovského metriky pro rizné hodnoty parametru m > 2.

Pokud je potteba pouZit ,,euklidovskou metriku, ale s niZsi vypocetni narocnosti, pouziva
se v prvni fadé Hammingova nebo Cebysevova metrika. Moznym piiblizenim mitize byt také
kombinace obou metrik.

Vzdalenost ur¢enou podle Hammingovy metriky lze povaZovat za dolni odhad vzdéalenosti
podle Euklidovy metriky a vzdalenost podle Cebysevovy metriky za jeji horni odhad.

Vsechny uvedené metriky maji mnohé spolecné nevyhody. Jednak to, ze je fyzikalné ne-
smyslné vytvaret souet rozdill veli¢in s riznym fyzikalnim rozmérem, jednak to, Ze jsou-li
zaClenény piiznakové veli¢iny do vysledné vzdalenosti se stejnymi vahami, zvySuje to vliv
korelovanych veli¢in na celkovy vysledek.

Tyto nevyhody mohou byt odstranény vhodnou transformaci proménnych. Vliv riznych
fyzikalnich veliCin lze odstranit vztazenim jejich hodnot k néjakému vyrovnavacimu faktoru,
napf. sttedni hodnoté X, smérodatné odchylce oy, normé daného obrazu definované pro obraz
X = (X1, X2, ..., Xp) jako

-4 -



n 1/2
[ =(;ij : (2.63)

rozpéti Aj = max; X;j - min; X;j, resp. standardizaci podle vztahu (n¢kdy také nazyvaného z-
skore)

uy=—""ti=1..,nj=1,..,K (2.64)

Mizeme také bud’ Cisté¢ subjektivné, nebo 1épe na zdklad¢ néjaké objektivni apriorni in-
formace pftifadit kazdé ptiznakové proménné koeficient udavajici vahu této proménné pfi vy-
poctu vzdalenosti. Napt. vztah pro Minkovského metriku se vahovanim méni na

1/m
Pwm (X, X,) = |:Zai'|xli - Xzi|m} : (2.65)
P

Transformaci pomoci vdhovych koeficientl Ize vyjadtit maticovym zapisem
u=C'x, (2.66)
kde koeficienty transformacni matice C jsou dany
ci=a,proi=1,...,n;
- (2.67)
cij=0,proi=#j.

S takovym vyjadienim transformace ptiznakovych proménnych je vdhovana Euklidova metri-
ka definovéana vztahem

Pwi (X, X,) = [(x1 -x,) .CC".(x, - xz)]]/z. (2.68)

Pokud jsou slozky transformovaného obrazu dany linearni kombinaci vice slozek ptivodniho
obrazu, neni ani matice C, ani matice C.C" ¢&ist¢ diagonalni . Pouzijeme-li misto matice C.C"
inverzni kovarianéni (disperzni) matici K je vztah (2.68) defini¢nim vztahem tzv. Mahala-
nobisovy metriky

_ /2
Pe(u,uy) =py, (X,X,) = [(Xl -x,) K7.(x, - Xz)]l . (2.69)
Kovarianéni matice dvou sloupcovych vektori x = (Xi, ..., Xm) 2 Y= (Y1, ..., ¥n) je urcena
podle vztahu
K(x.y) = E(x~Ex).(y ~Ey)") =[cov(x,, ¥ )], - (2.70)

Prestoze pouziti kovarianéni matice je pro Mahalanobisovu metriku naprosto dominantni,
1ze nalézt definice této metriky 1 s korela¢ni matici E(X.yT)Z[corr(xi,yj)]m,n. V tomto ptipadé je
to opét situace, kdy je potieba posoudit, zda je pro feSenou Ulohu vice informace v datech
obsahujicich 1 jejich stfedni hodnotu €1 zda stfedni hodnota pouze prekryva dilezitou infor-
maci obsaZenou pouze ve variabilité dat.

Vyuziva-li vypocet vzdalenosti hodnot pfiznakovych proménnych vztazenych vici rozdi-
[im maximalni a minimalni hodnoty dané proménné, pak na pfiklad Hammingova normovana
metrika je v tomto pfipadé definovand vztahem

|X11 - X21|

Pty (X5 Xy) = Z

‘=T max X, —min X,

2.71)
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kde max x; a min x; jsou maximalni a minimalni hodnoty dané soufadnice. Pro rozsifeni inter-
valu, ve kterém se hodnoty vzdalenosti vyskytuji, existuje i jeji logaritmicka varianta defino-
vand jako

Ps (X, X,) :_loglo[l_lzn: |Xh _XZi.| J (2.72)

n ‘5 max x; — min X;

Ve vsech téchto ptipadech je tfeba peclivé zvazit, zda transformaci dat nepfichdzime o vy-
znamnou Cast informace, potiebné pii navazujicim zpracovani dat. Napft. pti pouziti Mahala-
nobisovy metriky, tak i pfi pouziti proménnych vztazenych ke smérodatné odchylce, je potla-
¢en vliv rozptyli pfiznakovych proménnych na vyslednou hodnotu vzdalenosti, cozZ mize mit
na jedné stran¢ pfiznivy, na druhé i nepfiznivy vliv na ziskané vysledky a jejich interpretaci.
Je potieba si 1 uvédomit, ze hodnota napt. Mahalanobisovy metriky nebo normované Ham-
mingovy metriky pnmnx definované vztahem (2.71), ptip. i metriky pg nezavisi pouze na polo-
ze vektorl x; a xp, nybrz 1 na vlastnostech prostoru vektorti X. To znamena, ze nabyva-li na
priklad vzdalenost ur€ena metrikou pg hodnoty dg(x;,Xz) v prostoru X a hodnoty d’g(x;,X2)
v prostoru X°, pak obecné dg(x;,X2) # d’g(X1,X2).

Priklad

M¢jme dva tfirozmérné vektory x; = 0,1,2)" a x, = (4,3,2)". Pak za ptedpokladu nevaho-
vanych metrik je dp(x;,X2) = 6, dg(X1,X2) = 275 a dc(x1,X2) = 4. VSimnéme si, ze dy(x;,Xz) >
dE(Xl,Xz) > dc(Xl,Xz).

Nyni pfedpokladejme, Ze tyto vektory patii do prostoru X, ktery obsahuje vektory s maxi-
malnimi hodnotami jednotlivych piiznakovych proménnych Xmex = (10; 12; 13)" a minimal-
nimi hodnotami ptiznakl X, = (0; 0,5; l)T. Pak dg(x1,x2) = 0,0922. Pokud ale vektory x; a x;,
patii do prostoru vektorti X "= s maximalnimi hodnotami ptiznakovych proménnych X . =
(20; 22; 23)T minimalnimi hodnotami X '1,.x = (-10; -9,5; —9)T, pak d’'g(x1,x) =0,0295. OO0

Relativizovanou variantou Hammingovy metriky je 1 tzv. canberrskd metrika dana formu-
13
1i

|X11 X21|

2.73
X11| + |X21 ( )

Pea(X)5X,) = Z|

Jednotlivé zlomky jsou z intervalu (0; 1), celkovy soucet ale mlze byt vétsi nez 1. Je-li
hodnota jednoho ptiznaku nulova, je dil¢i zlomek roven jedné bez ohledu na druhou hodnotu.
Jedni¢ce se rovna dil¢i zlomek i v pfipadé, kdy obé soufadnice maji tutéz hodnotu, ale
s opacnym znaménkem. Jsou-li hodnoty obou piiznakt ve zlomku nulové, pak predpoklada-
me, Ze 1 hodnota zlomku je nulova (n€kdy se z praktickych vypocetnich diivodli nahrazuji
nulové hodnoty velmi malymi hodnotami — menS$imi neZ nejmensimi moznymi naméfenymi
hodnotami). Canberrskd metrika je velice citliva na malé zmény soufadnic, pokud se oba ob-
razy nachazeji v blizkosti pocatku soufadnicové soustavy. Naopak je mén¢ citlivd na zmény
hodnot ptiznakt, pokud jsou tyto hodnoty velké.

Piiklad
Jsou dany dva vektory x; = (0,001; 0,001)T ax; =(0,01; O,OI)T. Ptedpokladejme, ze sou-
tadnice prvniho z vektorii se zméni na x”; (0,002; 0,001)". Jaka je Hammingova a canberrska

vzdalenost v obou piipadech a jaka je relativni zména vzdélenosti, vyvoland uvedenou modi-
fikaci?

"V literatufe lze najit i verzi bez absolutnich hodnot ve jmenovateli (tak, jak byl vzorec ptivodn& navrzen),
samoziejmeé s dovétkem, ze vztah je vhodny pouze pro kladné hodnoty priznakd.
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dn(x1,%2) = 0,001-0,01| + [0,001-0,01| = 0,009 + 0,009 = 0,018;
dn(x"1,x2) = 10,002-0,01| + [0,001-0,01| = 0,008 + 0,009 = 0,017;

0,001-0,01 [0,001-0,01

ey (X,,X,) = " | 0009, 0009 _ 0,8182+0,8182 =1,6364 ;
0,001+0,01  0,001+0,01 ~ 0,011 0,011
0,002-0,01 [0,001-0,01

den (X, X,) = n | 0008, 0009 _ 0,6667 +0,8182 = 1,4849.

0,002+0,01 0,001+0,01 0,012 0,011

Relativni zmény vzdalenosti, urcujici citlivost t€ které metriky, které jsou zptisobeny zménou
hodnoty prvni soufadnice, jsou

_ iy (x,,X,) —dyy (X'),X,)| _ 0,018 0,017 _ 0,001
dy(x;,x,) 0,018 0,018

Ad,, =0,056;

Al - den(X,X,) —dea (X, X,)| _ L6364 1,4849)
A dea(X,,X,) 1,6364

=0,093.

Ze ziskanych vysledkl je zfejmé, Ze relativni zména vzdalenosti je v pfipad¢ canberrské
metriky pro toto zadani o poznani vetsi.

Nyni méjme dany vektory x; = (1000; 1000)" a x, = (100; 100)" a ptedpokladejme, Ze do-
jde ke zméné prvni soufadnice vektoru x; na x”; = (1002; 1000)". Jak4 je Hammingova a can-
berrska vzdalenost pro tyto vektory a jaka je relativni zména vzdalenosti, vyvolana uvedenou
modifikaci?

du(x1,x2) = [1000-100| +|1000-100| = 900 + 900 = 1800;

du(x"1,X2) =11002-100] + [1000-100| = 902 + 900 = 1802;
[1000-100] [1000—100] 900 900

dea(x,%,) = + = +
1000+100  1000+100 1100 1100

, 1002-100] [1000-100] 902 900
dea(X'),X,) = + = +
1102+100  1000+100 1102 1100

=0,8182+0,8182 =1,6364 ;

=0,8185+0,8182 =1,6367 .

Relativni zmény vzdalenosti zpiisobenych zménou hodnoty prvni soufadnice pak v tomto
piipadé jsou
g (xp,x,)—dy (x',x,)| [1800-1802] 2

Ad
" d,(x,,x,) 1800 1800

=0,0011;

Al = [dea(x1,%,) —dea (', %,)| _ [1,6364-1,6367] _ 0,0003
A de,(X,,X,) 1,6364 1,6364

=0,00018.

Jak je zfejmé, citlivost canberrské metriky je v tomto piipadé€ fadoveé mensi. 00O

Krom¢ uvedenych metrik s pomérn€ obecnym pouzitim existuje fada dalSich zplsobl vy-
poctu nepodobnosti dvou vektortt odvozenych pro specidlni ucely. Z nichz uved’'me alespon
tzv. nelinedrni metriku definovanou vztahem

0, propg(x,,x,)<D;

P (X5 X,) :{ (2.74)

H, prop;(x,,x,)=D,

kde D je prahova hodnota a H je n&jaké konstanta. I kdyZ existuji doporuceni, jak volit ob¢
hodnoty na zaklad¢ statistickych vlastnosti vektorového prostoru, vyhodnéjsi se zda volit obé
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konstanty na zdklad¢é expertni analyzy feSeného problému. I kdyz ve vztahu (2.74) je pouzita
jako zakladni Euklidova metrika, teoreticky nic nebrani pouziti jakékoliv jin¢ metriky vzdale-
nosti.

2.3.4 Metriky pro urcéeni podobnosti dvou obrazi s kvantitativnimi priznaky

V praxi se pro obrazy s kvantitativnimi ptiznaky (spojitymi 1 diskrétnimi) pouzivaji prede-
vs§im nasledujici miry podobnosti.

Skalarni soucin je pro dva sloupcové vektory x; a x, definovan v euklidovském prostoru
vztahem

0 (X, X,) =X/ X, = leixzi : (2.75)
i=1

Ve vétsin¢ ptipadh je skalarni soucin jako mira podobnosti pouzit pro vektory x; a X, o
stejné délce, napft. a. V téch piipadech jsou horni, resp. dolni mez skalarniho soucinu a’, resp.
—a® a hodnoty skalarniho soué¢inu v tom ptipad& zavisi vyhradn& na uhlu, ktery oba vektory
sviraji. Hodnoty a nabyva, pokud oba vektory sviraji nulovy thel, hodnoty —a®, pokud thel
mezi nimi je 180° a nulové hodnoty, pokud jsou oba vektory na sebe kolmé. Z dosud uvede-
né¢ho plyne, ze skalarni soucin je invariantni viic¢i rotaci (jejich absolutni orientace neni pod-
statna, dulezity je pouze thel mezi nimi), nikoliv vSak vaci linearni transformaci (zavisi na
délce vektorit).

Ze skalarniho soucinu vektorii o délce a je mozné odvodit i metriku vzdalenosti podle
vztahu

2
pss(XPXZ):a _GSS(XI’XZ) . (276)
Na vypoctu skalarniho soucinu je zalozena i metrika kosinové podobnosti, kterd ptredpo-

klada, Ze oba vektory jsou normovany, tedy maji jednotkovou délku. Plati

_ X, X,
Gcos(xl’ Xz) - ||Xl||,||X2 s (277)

kde ||x1|| je norma (délka) vektoru x;, ur¢end podle vztahu (2.63). To znamena, ze plati vSe

vyse uvedené pro skalarni soucin s tim, Ze délka obou vektort je jednotkova, tj. a = 1. Hodno-
ty Geos(X1, X2) jsou pak rovny kosinu thlu mezi obéma vektory.

Pearsonity korelacni koeficient, znama statistickd mira definovana vyrazem

T
X, X
GPC(Xlﬂxz):‘ﬂ—dza (278)
a2
kde x4 = (Xi1 - X, Xi2 - X;, --+» Xin- X; )T, Xij pfedstavuji j-tou soufadnici vektoru x; a X; je

stfedni hodnota urcena ze soufadnic vektoru x; (X; = Z; X;;/n). Vektory xg; se obvykle na-

zyvaji diferen¢ni vektory. Podobn¢ jako v pifipadé kosinové podobnosti, nabyva Pearsoniv
korela¢ni koeficient hodnot z intervalu (-1;1), rozdil vii¢i kosinové mife podobnosti je ten, Ze
urcuje vztah nikoliv vektora x; a x,, nybrz jejich diferen¢nich variant.

I z hodnot Pearsonova korela¢niho koeficientu Ize urcit vzdalenost obou vektori pomoci
metriky
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1—opc(X,X,)
— (2.79)

Prc(X),X,) =
jejiz hodnoty se, diky d€leni dvéma, vyskytuji v intervalu (0;1). Tato metrika se pouziva napf.
pfi analyze dat genové exprese.

Tanimotova metrika podobnosti je dalsi, celkem bézn¢ pouzivana metrika podobnosti, defi-
novana vztahem

T
X X,

o1 (X, X,) = [l —xx, (2.80)

Pfi¢teme-li a odecteme-li ve jmenovateli vyraz Xi'x; a podé€lime-li Citatele 1 jmenovatele
zlomku toutéz hodnotou, dostaneme
1

1+(X1_X2)T(X1_X2) . (2.81)
X, X,

o (X,X,) =

Tanimotova podobnost vektorti x; a x; je tedy nepfimo imérnéd kvadratu Euklidovy vzda-
lenosti vektorll x; a x, vztazené k jejich skalarnimu soucinu. Pokud skalarni sou¢in povazu-
jeme za miru korelace obou vektorli, miizeme formulovat vySe uvedenou formulaci tak, ze
st(X1, X7) je nepiimo umérny kvadratu Euklidovy vzdalenosti podélenému velikosti jejich ko-
relace, coz znamena, Ze je korelaci, jako mife podobnosti pfimo imérny.

Konecné posledni z prakticky uzitecnych metrik podobnosti je metrika definovanéd vzta-
hem

P (X;,X,)

o.(x,x,)=1- .
S el

(2.82)

Vzdalenost podle metriky o.(x,,X,) je rovna jedné, kdyZz x; = x, a svého minima, tj.

c.(x,,X,) =-1, kdyZ x; = -xs.

2.3.5 Metriky pro urceni vzdalenosti mezi dvéma obrazy s kvalitativnimi pFiznaky

Tyto metriky dominantné vychézeji z pojmu kontingen¢ni matice, resp. tabulka.

Ptredpokladejme, Ze hodnoty uvazovanych vektort patii do kone¢né k-prvkové mnoziny F
kategorialnich, nebo pfipadné diskrétné kvantitativnich hodnot. Dale ptedpokladejme, ze
mame vektory x,y € F", kde n je jejich délka a necht’ A(x,y) = |ajj|, i,j € F, je matice o rozmé-
ru k x k, a jeji prvky ajj jsou ur¢eny poctem piipadd, kdy se hodnota i nachézi na ur¢ité pozici
ve vektoru x a sou€asné se na téZe pozici nachazi hodnota j ve vektoru y. Matici A nazyvame
kontingencni tabulkou (matici). Pokud je kontingenc¢ni tabulka rozméru 2 x 2, tj. k =2, na-
zyvame ji ¢tyipolni tabulkou, slouZzi ke srovnani dichotomickych znakf.

Kromé¢ prostého popisu Cetnosti kombinaci hodnot dvou znakii a vypoctu vzdélenosti, ¢i
podobnosti dvou vektort hodnot uvedenych vlastnosti, nabizi kontingen¢ni tabulka také moz-
nost testovani vztahu mezi obéma hodnotami.

Priklad:
Ptedpokladdejme, ze mnozina F obsahuje symboly {0, 1, 2}, tj. k =3 a vektory x a y jsou
x=(0,1,2,1,2, 1)T ay=(1,0,2,1,0, I)T, n = 6. Potom kontingen¢ni matice A(X,y) je
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0 1 0
Axy) =1 2 0]. (2.83)

Lze snadno ukdazat, ze soucet hodnot vSech prvkl matice A(x,y) je roven délce n obou vek-
tord, tj. v nasem piipadé
222 =6. (2.84)

000
Hammingova metrika (jak 1ze usoudit z dale uvedené definice, urcité¢ neni ndhodné shoda
jména s metrikou uvedenou v kap.2.3.3.) je definovana poc¢tem pozic, v nichz se oba vektory
lisi, tj.
k-1 k-1

Pro(X¥) =D D . (2.85)

i=0 j=0
i#]

tj. je dana souctem vSech prvka matice A, které lezi mimo hlavni diagonalu.
Pro k = 2, kdy jsou hodnoty obou vektord binarni, se defini¢ni vztah Hammingovy vzdale-
nosti transformuje na

Pros(X,¥) = Z(Xi +Y; —2%,y5) (2.86)
=

kde treti ¢len v zavorce kompenzuje piipad, kdy jsou hodnoty x; 1 yi rovny jedné a soucet prv-
nich ¢lent v zévorce je tim padem roven dvéma, nicméné nastdva shoda hodnot, kterd
k celkové vzdalenosti nemiize piispét. ProtoZe x; a yi nabyvaji hodnot pouze 0 a 1, miZzeme
také psat

Pros(X,Y) = Z(Xlz +y; —2xy,) = Z(Xi -y’ (2.87)
i=1 i=1
a diky specidlnimu ptipadu hodnot x; a y; je mozna 1 nejjednodussi forma
Pros (X, ¥) = D [x; —yil- (2.88)
i=1

V ptipadé bipolarnich vektori, kdy jednotlivé slozky vektorti nabyvaji hodnot +1 a -1, je
Hammingova vzdalenost ur¢ena vztahem

(n T XiyJ (2.89)

Prop (x,y)= ’

Priklad:
Urcete Hammingovu vzdalenost vektori z ptedchoziho ptikladu, tj. x=(0, 1, 2, 1, 2, 1)T a
y=(1,0,2,1,0,1)".

Vzajemnym porovnanim obou vektorti 1ze urcit, Ze oba vektory se 1i8i v prvni, druhé a paté
soufadnici, to znamend, ze se oba vektory lisi ve tfech pozicich, coz definuje hodnotu Ham-
mingovy vzdalenosti obou vektord, tj . dug(x,y) = 3.
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Chceme-li urcit tuto vzdalenost z kontingencni matice A(x,y) podle vztahu (2.83), pak je
vzdalenost podle vztahu (2.85) ur¢ena souctem vsech prvka matice A(x,y) mimo hlavni dia-
gonalu. Tedy duo(x,y) =ajp +az +tay=1+1+1=3. oCO

Piiklad:

Urcete Hammingovu vzdalenost bindrnich vektort x = (0, 1, 1, 0, 1)T ay=(1,0,0,0, D

Podle defini¢niho principu je vzdalenost obou vektorti dana poctem pozic, ve kterych se
oba vektory lisi, tj. dugs(x,y) = 3.

Pouzijeme-li vztah (2.84), duos(x,y) rovna

Ao (X, ¥) = Z(Xi +y; —2xy;) =
i=1
=(0+1-2.01) + (1+0 — 2.1.0) + (1+0 — 2.1.0) + (0+0 — 2.0.0) + (141 — 2.1.1) = 3.
Podle vztahu (2.85) je

dyop (X, ¥) = Z(Xi - Yi)2 =
i1

=(0-1)*+(1-0 +1-0+0-0 > +1-1)*=1+1+1+0+0=3.
Koneéné, vyuzijeme-li vztah (2.88), je
dyos (X, ¥) =D [x; —yi| =[0=1|+[1= 0] +[1-0]+[0— 0]+ [I =] =1+1+1+0+0=3.
i=1

N

Priklad:

Urcete Hammingovu vzdalenost dvou bipolarnich vektort x = (1, 1, 1, -1, 1)T ay=(1, -1,

1,-1, -1

Podle defini¢niho principu se oba vektory li§i ve dvou pozicich, tj. dugp(X,y) = 2.
Z kontingen¢ni matice, ktera je pro tento ptipad rovna

2 2
A(X,y){O J

Jje dugp(x,y) rovna souctu hodnot prvki lezicich mimo hlavni diagonalu, tj. duge(X,y) = 2.
PouZijeme-li vztah (2.89), je také
(n ZXYJ 5= (D + (LED) + AL+ (D) + (1))
2 - 2
C5—(-1+1+1-1) 5-1
- 2 2

dyep (X, ¥) =

=2.

ood

2.3.6 Metriky pro urceni podobnosti mezi dvéma obrazy s kvalitativnimi priznaky

Metriky podobnosti pro vektory kvalitativnich pfiznak, resp. vektorii s diskrétnimi hodno-
tami pfiznakil je vhodné rozdélit na ptipady obecné a ptipady s dichotomickymi pfiznaky, pro
které je definovana cela fady tzv. asociacnich koeficientii. Asociacni koeficienty az na vy-
jimky nabyvaji hodnot z intervalu (0, 1), hodnoty 1 v pfipad¢ shody vektori, 0 pro ptipad
nepodobnosti.

Prvni moznosti, jak definovat metriku podobnosti pro nedichotomické ptiznaky, je odvodit
ji z Hammingovy metriky
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Oio(X,¥) = b —Pro(X,¥) (2.90)

Ziejmé¢ nejrozsifenéjsi metrikou podobnosti dvou vektort je ale tzv. Tanimotova metrika
podobnosti (ndzev opét neni jen ndhodnou podobnosti snazvem metriky uvedené v
kap.2.3.4). Zhusta se pouziva na ptiklad v chemii pfi porovnavani vzorct chemickych slouce-
nin. Jeji princip vychazi z postupu srovnani dvou mnozin.

Predpokladejme, ze mame dvé mnoziny X a ¥ 'a ny nya ny~vjsou kardinality (pocty prvki)
mnozin X, Ya XN Y. V tom ptipadé je Tanimotova mira podobnosti dvou mnoZin uréena
podle vztahu

n
o, (X,Y)= dand : (2.91)
n, +n, —n, .,

Jinymi slovy, Tanimotova podobnost dvou mnozin je uréena poctem spoleénych prvki
obou mnozin vztazenym k poctu vsech rozdilnych prvku.

Vyuzijme nyni tohoto principu pro stanoveni podobnosti dvou obrazovych vektort s kvali-
tativnimi, resp. diskrétnimi hodnotami ptiznakli. Pro vypocet Tanimotovy podobnosti pak
jsou pouzity v§echny pary slozek srovnavanych vektorti, kromé téch, jejichz hodnoty jsou obé
nulové.'

Nyni definujme pro porovnavané vektory x a y hodnoty

k-1 k-1 -1 k-1

(=22 an, = aj, (2.92)

i=l j=0 i=0 j=1

W‘

1l
o

kde k je pocet hodnot soufadnic obou vektort a aj;; jsou prvky kontingen¢ni matice A(x,y),
tzn. Ze ny, resp. ny udava pocet nenulovych polozek vektoru x, resp. y. Pak je Tanimotova
metrika podobnosti dvou vektorti definovana vztahem

k—

—_

aj
O1q (x,y) = = Kl k-l (2.93) N
T (00) [(01) (02) [
i=1 i=l ] A._ .
Hodnoty Tanimotovy podobnosti se vy- |
skytuji v intervalu od 0 pfi nepodobnosti do - (1,0) “'f (1 1] ‘\{1 2) Elz:aij
w7 r v o I
1 pti uplné shod¢ obou vektort. | \ Z a"\ :
Piiklad !
Urcete hodnoty Tanimotovych podobnosti 1 (2,0) (2’1] \\{2’2} '?:
s10(%X), sta(xy) a sta(x2), jsou-li vektory L LG————t0 A
x=(0,1,2,1,2, ) ay=(1,0,2,1,0,1)" a Ny

2=(2,0,0,0,0,2)".
o L .. i Obr.2.9 Prvky kontingencni matice pouzité pro
Ze zadani vyplyva, Ze mnoZina symboli vypocet Tanimotovy podobnosti dvou vektorii
F=1{0,1,2},k=3,n=6.

'* Tuto volbu se pokusme zdvodnit piipadem, kdy analyzujeme vektory ordinalnich kvalitativnich piiznaki,
pfi¢emz hodnotu i-t¢ho pfiznaku daného vektoru povazujeme za miru vyskytu urcitého jevu popisovaného i-tym
pfiznakem. Podle této interpretace jsou pary slozek vektorli s obéma hodnotami nulovymi méné dilezité nez
ostatni. Tento problém uzce souvisi i s tzv. problémem ,dvojité nuly“, ktery se vyskytuje pii analyze environ-
mentalnich dat (to, Ze se napf. sledovany druh na dvou sledovanych lokalitdch nevyskytuje, neni pro posouzeni
kvality obou lokalit tak dilezité, jako spolecny vyskyt nékterych druhi). Pii feSeni ne¢kterych uloh muze byt
stanoveni absence néjakého sledovaného rysu i principialné nemozné — detekce urcitych signalovych prvka.
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Kontingen¢ni tabulky jsou

1 00 010 0 0 1
AX,x)=|0 3 0 Axy)=|1 2 O AX2z)=|2 0 1
0 0 2 1 01 2 00

V prvnim pfipad¢ pfi maximalni podobnosti jsou nenulové prvky kontingencni tabulky
pouze na hlavni diagondle, v pfipad¢ nejmensi podobnosti jsou naopak na hlavni diagonale
jen nulové prvky.

V piipad¢ prvni podobnosti stq(X,X) je ny = 5, ny = 5, soucet prvkil na hlavni diagonale Zaj;
také 5 a kone¢né soucet ZXa;; opét 5. Hodnota podobnosti pak po dosazeni je

5

=1.
5+5-5
Pro podobnost sto(x,y) je ny = 5, ny = 4, soucet prvkil na hlavni diagonéle Xa;; = 3 a kone¢-

né soucet XXa;; = 3. Hodnota podobnosti pak po dosazeni je
3

5+4-3

Kone¢né, pro podobnost stq(X,z), coz predstavuje srovnani dvou nejméné podobnych vek-
torQ, je ny =5, ny = 2, soucet prvkll na hlavni diagonale Xa;; = 0 a konecné€ soucet ZXa;; = 1.
Hodnota podobnosti pak po dosazeni je

STQ (Xa X) =

STQ (Xa Y) =

o) e

0
GTQ(Xay): 5+2_1 :0'

EEN

Dal$i miry podobnosti vektorti x,y € F" jsou definovany pomoci rtiznych prvki kontin-
gencni matice A(X,y). Nékteré z nich pouzivaji pouze pocet shodnych pozic v obou vektorech
(ovSem s nenulovymi hodnotami), jiné miry pouZzivaji i shodu s nulovymi hodnotami. Ptikla-
dem metriky podobnosti z prvni uvedené kategorie mize byt napt. metrika definovana vzta-

hem
k-1

Za‘.
= (2.94)
cSl (X7 Y) = 1 D)
n
nebo 1 metrika
k-1
2% (2.95)
G2 (X’ y) - = )

—ay

zaii
5,(x.y)= 2 (220
Pti feSeni dichotomickych problémil, tj.
kdyz k=2, nabyvd kontingen¢ni tabulka X;
tvar podle obr.2.10, ktery vyjadiuje Ctyii false/0 true/1
mozné situace: false/0 D C
Xj
A. hodnota k-té soutadnice obou vektort true/1 B A
signalizuje, Ze u obou obrazi sledovany Obr.2.10 Kontingencni tabulka pro dichotomické
jev nastal (oba odpovidajici si ptiznaky hodnoty
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maji hodnotu true) — pezitivni shoda;

B. ve vektoru x; jev nastal (xix = true), zatimco ve vektoru x; nikoliv (xj = false);

C. u obrazu x; jev nenastal (k-t4 soufadnice ma hodnotu x; = false), zatimco u obrazu x; ano
(Xjk = true);

D. sledovany jev nenastal (oba odpovidajici si pfiznaky maji hodnotu false) — negativni sho-
da.

Pti vypoctu podobnosti dvou vektorii sledujeme kolikrat pro v§echny soutfadnice obou vek-
torll X; a x; nastaly ptipady shody ¢i neshody — A+D urcuje celkovy pocet shod, B+C celkovy
pocet neshod a A+B+C+D = n, tj. celkovy pocet souradnic obou vektori (obrazit).

Pokud budeme pokracovat v popisu Tanimotovy metriky podobnosti, pak pro dichotomic-
ké proménné se vypocet, s ohledem na symboliku podle obr.2.10, transformuje do vztahu
(Casto je téZ oznacovan jako Jaccarditv-Tanimotity asociacni koeficient)

A
A+B+C’
coz je diky zjednoduseni i dichotomicka varianta metriky podle vztahu (2.93). Tento vztah se

dominantné pouziva v ekologickych studiich.
Dichotomicka varianta vztahu (2.94) je tzv. Russelitv - Raouv asociacni koeficient.

o (X,y) = (2.97)

A
Opr(X,y) =——m——, 2.98
oY) = CAD (2.98)
Vztah (2.96) modifikovany pro dichotomické aplikace
A+D
O (X,y)=——— 2.99
sw (X-) A+B+C+D (299

se oznacuje jako Sokaliiv - Micheneritv asociacni koeficient.
Kromé¢ uvedenych koeficientli se v odborné literatute vyskytuji i Dicitv (Czekanowského)
koeficient

2A 2A

O (X,y)= = .
ey = BT (A+B)+(ALC) (2.100)
a Rogersuiv - Tanimotiy koeficient
A+D A+D
Orr(X,y) = (2.101)

A+D+2.(B+C) (B+C)+(A+B+C+D)’

které zvySuji vyznam shod v datech — v ptipadé Dicova koeficientu zvySenim vahy poctu po-
zitivnich shod v ¢itateli 1 jmenovateli, v druhém ptipad¢ zvySenim vahy poctu neshod ve jme-
novateli.

Hamanuv koeficient

A+D-(B+0)
Opa (X,Y) A BiCiD (2.102)

nabyva na rozdil od vSech dfive uvedenych koeficientii hodnot z intervalu (-1, 1). Hodnoty -1
nabyva, pokud se pfiznaky pouze neshoduyji, je roven nule, kdyZz je pocet shod a neshod v rov-
novaze a +1 v pfipad¢ plné shody vSech ptiznak.

V ptipadé¢ Jaccardova a Dicova koeficientu je tteba vytesit (pokud jsou pouzivany v situa-
cich, kdy mlZe nastat Giplné negativni shoda) jejich hodnotu, kdyz A = B = C =0. Pak zpravi-
dla predpokladame, ze o1(x,y) = opc(x,y) = 1
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Z asociacnich koeficient(, které vyjadiuji miru podobnosti, 1ze jednoduse odvodit i miry
nepodobnosti (vzdalenosti) pomoci formule

P (xy) =1-0, (x¥). (2.103)
Na zakladé cetnosti A az D Ize pro pfipad binarnich pfiznakt vytvaret i zajimavé vztahy
pro jiz diive uvedené miry:
Hammingova metrika

pu(X,y)=B+C; (2.104)
Euklidova metrika
Pu(X,y)=vB+C; (2.105)

Pearsonity korelacni koeficient
AD-B.C

J(A+B).(C+D).(A+C).(B+D)

Gpc(X,y) = (2.106)

i jiné.

2.3.7 Deterministické metriky pro urceni vzdalenosti mezi dvéma mnoZinami obrazi

Pii klasifikaci podle minimalni vzdélenosti, stejné jako i v jinych klasifika¢nich discipli-
nach (napf. pfi shlukovani), je tfeba pro posouzeni vzdalenosti ¢i podobnosti dvou obraz,
umét urcit i vzdalenost mezi obrazem a mnozinou obrazu, predstavujicich ur¢itou klasifikacni
tiidu, pfipadné vzdalenost mezi dvéma riiznymi mnoZinami obrazii. Oba problémy lze vytesit
zavedenim metrik pro dvé mnoziny — za predpokladu, ze samotny obraz povazujeme za jed-
noprvkovou mnozinu. Tyto metriky, samoziejmé spliujici podminky uvedené v kap.2.3.2, ke
kazdé dvojici mnozin (C;, C;) obrazli z rozkladu §= (C1, C2, ..., Cm) pfifazuji hodnotu zname-
najici vzdalenost ¢i podobnost obou mnozin (; a C;j.

Zpusoby vypoctu vzdalenosti tohoto typu zaleZi na zplsobu reprezentace mnoZiny obrazi -
zda je vyjadfena uplnym vyctem obrazli, nebo zda je reprezentovana n¢jakym vyznamnym
obrazem ¢i obrazy.

Nasledujici metriky pfedpokladaji reprezentaci mnoZiny tplnym vyctem jejich polozek.

Metoda nejblizSiho souseda

Je-li p libovolna metrika vzdalenosti dvou obrazil a C; a C; jsou libovolné mnoZiny rozkla-
du mnozin (klasifika¢nich tfid) obrazi {x;}, i=1, ..., K, potom metoda nejbliz§iho souseda
definuje vzdalenost mezi mnoZzinami C; a C;

Pan (Ciacj) = ?Elcl p(xp,xq).

Xq €C;

(2.107)

Pti pouziti tohoto zpiisobu vypoctu vzdalenosti se mohou vyskytovat v jedné mnoZzing as-
to 1 pomérné vzdalené obrazy, pokud se mezi nimi vyskytuji obrazy dalSi. To znamend, Ze
metoda nejblizS§iho souseda miize vytvaret klasifikacni tfidy protahlého tvaru.

Metoda k nejbliZSich sousedi
Tento postup je zobecnénim predchazejici metody. Je definovan vztahem

k
Prnc (Ci-C;) = min 3 p(X,..X,). (2.108)

X4 €Cj

-35-



tj. vzdalenost dvou mnoZin obrazil je v tomto piipadé definovana souctem k nejkratSich vzda-
lenosti mezi obrazy obou mnozin. Metoda ¢astecné potlacuje vyse uvedenou tendenci ke ge-
nerovani protahlych fetézcovych struktur.

Metoda nejvzdalenéjSiho souseda
Je zaloZena na presné opacném principu nez ob¢ piredchazejici metody. Plati, ze

P (G () = gf-g‘ p(X,, X, )-

Xq€Cj

(2.109)

Generovani protahlych struktur tato metoda potlacuje, naopak vede k tvorbé nevelkych kom-
paktnich mnozin.

Tak jako v predchézejicim piipad¢ je mozné i zobecnéni pouzitim k nejvzdalené;jsSich obra-
zu z obou shlukt, pak plati

k
Peni (€ C) = max 3 p(X,., X,). (2.110)

X4 eC]v
Metoda priimérné vazby

Metoda definuje vzdalenost dvou mnozin C; a Cj pomoci primérné vzdalenosti mezi vSemi
obrazy obou mnoZzin. Obsahuje-li mnoZina (; P obrazi a mnoZina C Q obrazil, pak jejich
vzdalenost podle metody primérné vazby je uréena vztahem

e
pGA(Ci,Cj)—EZZ p(X,,X,). 2.111)

p=1 q=1

Tento zptsob vypoctu Casto vede k podobnym vysledkiim jako metoda nejvzdalengjsiho
souseda.

Centroidni metoda

Je predstavitelkou metod, které urcuji vzdalenost mezi mnoZzinami pomoci vzdalenosti je-
jich reprezentativnich obrazi. Takovym obrazem miiZe byt tzv. centroid, coz je obraz, ktery
je ureny primérem, medianem, resp. jinou vyznamnou charakteristikou, vyjadiujici n¢jakou
souhrnnou vlastnost v§ech obrazli dané mnoziny. Zatimco centroid je novy, uméle spocitany
obraz reprezentujici mnozinu, tzv. medoid je jeden z obrazi dané mnoziny, ktery ma optimal-
ni vlastnost z hlediska néjaké souhrnné charakteristiky, napf. jehoz vzdalenost od vSech ostat-
nich obrazi mnoziny je minimalni.

V piipadé centroidu v euklidovském n-rozmémém prostoru je vzdalenost dvou shlukd ur-
¢ena euklidovskou vzdalenosti mezi centroidy, reprezentujicimi obé mnoziny.

Je-li napt. centroid definovan pomoci stfednich hodnot soutadnic vSech obrazovych vekto-
ru patiicich do dané mnoziny, tj. ptedstavuje-li

ii :(iil,)_(iz,...,iin (2112)
reprezentativni vektor (centroid) mnoziny (i, kde
[
Xy =D Xig>S =L, (2.113)
Ko
pak
Pce(Cis C) = pp(X;, X;) = \/(Z (X, _ijs)zj' (2.114)
s=1
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Wardova metoda

Je kombinovany postup,
ktery potiebuje jak znalost
vSech obrazli obou uvazova-
nych mnozin, tak i znalost
reprezentativnich obrazu.

Vzdélenost mezi mnozi-
nami je podle této metody
definovéna pfirGstkem souctu
¢tvercii odchylek mezi cent-
roidem a obrazy mnoZiny Obr.2.11 Princip vypoctu vzdalenosti podle Wardovy metody
vytvofené z obou vstupnich
mnozin C; a Cj oproti souctu ¢tvercii odchylek mezi obrazy a centroidy v obou mnozinach C;
a Cj.

Jsou-li X; a X; n-rozmé€rn¢ centroidy mnoZin C; a Cj a X centroid sjednocené mnoziny, pak

je Wardova metrika definovana vyrazem (viz obr.2.11)

Pw(Ci,C)) = Z i(xis_is)2_LZi(Xis_ils)2+Zi(xis_i% 2J- (2.115)

X;€C;UC; s=1 X; €C; s=l1 X;€C;j s=1

Wardova metoda ma tendenci vytvatet kompaktni, pomérné¢ malé mnoziny, zhruba stejné
velikosti.

2.3.8 Metriky pro urceni vzdalenosti mezi dvéma mnoZinami obrazii pouzivajici jejich
pravdépodobnostni charakteristiky

Klasifika¢ni tfidy (mnoziny obrazl se spole¢nymi charakteristikami) nemusi byt definova-
ny jen vyctem obrazill, nybrz vymezenim obecnéjSich vlastnosti, jak ostatné tento text zmifiuje
velice Casto — definici hranic oddélujicich Cast obrazového prostoru, kterd nalezi dané klasifi-
kacni tfidé, diskrimina¢ni funkci, pravdépodobnostnimi charakteristikami vyskytu obrazl
v dané tfidé&, atd. Jestlize jsme v piedchozi kapitole vyuzivali znalosti vlastnosti dané mnozi-
ny, které byly ur€eny polohou jednotlivych konkrétnich obrazii, patticich do té které klasifi-
kac¢ni tfidy, dale popiSeme zplsoby stanoveni vzdalenosti mezi mnozinami, které pouzivaji
pravdépodobnostni charakteristiky rozloZeni obrazt v dané mnozZing.

Pokud si na metriky klademe urcité pozadavky, 1 metriky pro stanoveni vzdalenosti dvou
mnozin, pro néZ vyuzivame rozloZeni pravdépodobnosti vyskytu obrazli, by mély vyhovovat
standardnim pozadavkiim. Logicky tyto metriky splituji nasledujici vlastnosti (protoze jejich
vypocet je zaloZen na pon€kud jiném pfistupu a protoZe i dale uvedené vlastnosti nespliuji
vSe, co od metrik o¢ekavame, byva zvykem je znacit jinym pismenem, zpravidla J):

1. J=0, pokud jsou hustoty pravdépodobnosti obou mnozin identické, tj. kdyz

p(x|o1) = p(x|w2);
2.J20;
3. J nabyvéa maxima, pokud jsou ob&é mnoziny disjunktni, tj. kdyz

Jp(x|w1 ).p(x|0)2 )dx=0.

(Jak vidime, neni mezi vlastnostmi pravdépodobnostnich metrik uvedena trojuhelnikova ne-
rovnost, jejiz splnéni by se zajistovalo vskutku jen velmi obtizng.)
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Zakladni myslenkou, na které jsou pravdépodobnostni metriky zaloZeny, je podobné, jak
bylo popsano pro bayesovsky klasifikator v kap.2.2, vyuziti pravdépodobnosti zpiisobené
chyby. Cim vice se hustoty pravdépodobnosti vyskytu obrazi x v jednotlivych mnoZinach
prekryvaji, tim je vétsi pravdépodobnost chyby.

Pokusme se nyni tuto mySlenku zformalizovat. Pravdépodobnost P. chybného zarazeni je
s pomoci vztahii (2.13), (2.17) a(2.28), resp.(2.29) rovna

P, =J(@*)=min J(@) = [min L (a)dx = [ [p(x)~p(x|o,).P(0, ) Jax =

(2.116)

= Ip(x)dx — J‘rrbax p(xjo,).P(ow,)dx=1- .[rnvax p(xjo,).P(o,)dx.

Pro dichotomicky ptipad (R = 2) je celkova pravdépodobnost chybného rozhodnuti urcena
vztahem

P, =1- [[p(x|o,)P(,) -p(x|e,).P(w2,)fdx, (2.117)

coz lze podle Bayesova vzorce upravit i do tvaru

P, =1 [[P(e,[x) — P(e, %) p(x)dx. (2.118)

Integral ve vztahu (2.118) nazyvame Kolmogorovova variacni vzddlenost a jeho hodnota
pfimo souvisi s pravdépodobnosti chybného rozhodnuti. Ostatni dale uvedené pravdépodob-
nostni miry vzdalenosti, odvozené z obecné formule

=] flp(x|o,), P(e,),i = 1,2]dx (2.119)

uz tuto ptimou souvislost nemaji, ale mohou byt pouzity k uréeni mezi odhadu chyby.

Jednou z hlavnich nevyhod pravdépodobnostnich metrik je potfeba odhadnout pribéh hus-
tot pravdépodobnosti a poté je numericky integrovat, coz muze zplsobit problémy, které
znemozni pouziti tohoto piistupu v mnoha riiznych aplikacich. Situace se vyrazné zjednodusi,
pokud 1ze pfedpokladat urcity charakter rozloZeni pravdépodobnosti. V tom piipad¢ je mozné
provést mnohé vypocty analyticky.

Mezi nejpouzivangj$i miry pravdépodobnostni vzdalenosti dvou mnozin patii

Chernoffova metrika

Jo(o, @,) = =In [ p*(xo,)p" (x|o,) dx, s € (0; 1); (2.120)

Bhattacharyyova metrika
Tu(@;, ,) =—In [ [p(x|o,).p(,)]" dx. (2.121)

(Jak lze snadno rozpoznat, Bhattacharyyova metrika je specidlni pfipad Chernoffovy metriky
pro s =0,5).

Divergence
p(xjo,)
T (@, 0,) = [[p(o,) ~p(x|w, )} In P(jo) dx; (2.122)
p(X|(x)2)
nebo Patrickova -Fisherova metrika
0,5
e (@, 0,) = {[ [P(x,) — p(xl,)bx] . (2.123)
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Alternativou mohou byt jejich zprimérnéné verze, které¢ zahrnuji i apriorni pravdépodob-
nost jednotlivych mnozin:

zprimérnénda Chernoffova metrika

T (@, @) = =In [ [p(,).P(0)]".[p(X0,).P(,)] " dx,. s & (0; 1); (2.124)
zprumérnénd Bhattacharyyova metrika
Jap(@,®,)=—In J.[p(X|(D] )-P(o, ).p(X|(DZ )-P(0,)]".dx; (2.125)

zprumérnénd divergence

dx; (2.126)

Jw(@0,)= [P(XlwllP(wl)—p(xlcoz).P(mz)]-h{w}

p(X|(x)2 )-P(®,)
nebo zpriimérnéna Patrickova -Fisherova metrika

e (@1,0,) = { [[p(x/0,).P(@,) ~p(xj,) Ploo,)P-ix | (2.127)

Pro R mnozin byl odvozen vztah pro Bayesovu metriku

Jpa(@p,..,0p) = I(iPz (o,

X)J.p(x).dx. (2.128)

Hodnoty vzdalenosti uréené podle tohoto piedpisu se pohybuji v intervalu (0; 1). Jednot-
kové hodnoty nabyva v ptipad€, ze aposteriorni pravdépodobnost P(w;|x) jedné mnoziny je
rovna jedné, zatimco pro zbyvajici mnoziny jsou jejich aposteriorni pravdépodobnosti nulové.
Nejmensi hodnoty, které Bayesova vzdalenost nabyva je 1/R, to v ptipadé, Ze jsou vSechny
aposteriorni pravdépodobnosti stejné. KdyzZ R—oo, pak hodnota vzdalenosti se limitn¢ blizi
k nule.

Uvedené vztahy se liSi zejména pracnosti vypoctu a vazbou k hodnotdm pravdépodobnosti
chyby. Tato vazba je vyjadiena hodnotami dolniho D(x) a horniho H(x) odhadu pravdépo-
dobnosti chyby, z nichZ pfedevsim horni odhad ma prakticky vyznam.

Pro nékteré z uvedenych pravdépodobnostnich mér jsou hodnoty horniho odhadu

He(x) = mn Je(9);
H,(x)=J,; (2.129)

Hg, (X)) =1-Jg,.

V ptipad¢, ze zndme dichotomické pravdépodobnostni miry a je tieba feSit problém klasi-
fikace do vice tfid, Ize definovat metriku podle vztahu

J(o,,....0p) = Rz_i iP(wr).P(wq).J(mr, ®,). (2.130)

r=1 q=r+1

V tom piipadé¢ ale neplati tésny vztah k hodnoté pravdépodobnosti chyby, jako ve vyse
uvedenych vztazich.
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2.4 Klasifikace pomoci hranic v obrazovém prostoru

2.4.1 Zakladni principy

Rozdé€leni ptriznakového pro-
storu do vzdjemné disjunktnich
dil¢ich prostord, odpovidajicich X3 (P12
jednotlivym klasifikaénim tfi- %
dam, pravdépodobné odpovida
nejjednodussi predstavé o re- /
prezentaci klasifika¢nich tiid AN /
(obr.2.12). Hranice jsou tvofeny N
obecné nadplochami o rozméru R L 0
o jednotku mensi nez je rozmér _ |2 14
pfiznakového prostoru — v
dvouptiznakovém prostoru je to Q{_4
obecné kiivka, ve specialnim /

linedrnim pfipadé¢ piimka, v 0
trojrozmérném prostoru plocha,

resp. rovina, atd. Zptsoby urce- (P23
ni oddélujicich hranic zévisi
jednak na vlastnostech klasifi-

Pyy

%
| X
|

kacnich tfid (zda se jejich obra- Obr.2.12 Dvoupriznakovy prostor s primkami oddélujicimi
zy vyskytuji v navzajem pre- mnoziny obrazii R,

kryvajicich se oblastech, ¢i ni-

koliv — v tom ptipadé hovoiime o separabilnich ¢i neseparabilnich mnoZindch; zda je mozné
mnoziny obrazl oddélit linedrni hrani¢ni plochou, ¢i zda je vhodnéjsi pouZit plochu nelineér-
ni, ...), jednak na kritériich, ktera pouzijeme pro optimalizaci polohy hranic.

V dal$im textu se budeme zabyvat vyhradné metodami pro stanoveni linedrnich hranic me-
zi klasifika¢nimi tfidami. V ptipadé, Ze jsou klasifikaéni tfidy linearn€ neseparabilni, pouZiva-
ji se dva principidlné odliSné pfistupy:

a) zachovame ptivodni obrazovy prostor a zvolime nelinearni hrani¢ni funkci

aa) definovanou obecng;
ab) slozenou po ¢astech z linearnich tseki;
b) zobrazime pivodni n rozmérny obrazovy prostor X" n&akou nelinearni transformaci

X4 X4 X4

a) b) c)
Obr.2.13 Pripady separability klasifikacnich tiid - a) linedrné separabilni tloha, b)linedrné nesepa-
rabilni uloha, ovsem s linedarné separovanymi tiidami; c) nelinearné separabilni klasifikacni uloha.
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®: X"— X do nového m rozmérného prostoru X, obecné je n # m, tak, aby v novém
prostoru byly klasifika¢ni tfidy linedrné separabilni a v novém prostoru pouzijeme li-
nearni klasifikator.

ad aa)

Abychom byli schopni analyticky specifikovat nelinearni hranici mezi dvéma klasifika¢ni-
mi tfidami, je potfeba pro kazdou hranici urcit obecny tvar funkce, které je mozné pro dany
el pouzit (napf. hi(x) = a.x;.x5°, nebo hy(x) = [(a.x1)” + (b.x»)*]%) a stanovit jejich parametry
(v nasem pfipad¢ a, b a ¢). Prvni problém se zpravidla fesi heuristicky pomoci apriorni infor-
mace o klasifikacni tloze, stanoveni parametr hranicni funkce vede na obtizn¢ fesitelné neli-
nearni optimalizacni ulohy, proto se tomuto zpiisobu popisu klasifika¢nich tfid snazime co
nejvice vyhybat.
ad ab)

Nahrada nelinearni hrani¢ni nadplochy po ¢éastech nadrovinami je dal$i moznosti, jak zjed-
nodusit stanoveni parametrii hrani¢ni funkce tim, Ze optimaliza¢ni tlohu parcialné linearizu-
jeme, 1 kdyZ za cenu nasobné realizace.

ad b)
Transformaci @ do nového prostoru provedeme pomoci m funkei @(x), @x(x), ..., Dy(X),
kde @(x) = 1 a transformované hrani¢ni nadroviny pak mohou mit tvar

hy(x) = a1 D 1(X) + apDa(X) + ... + amDPm(X), (2.131)
nebo pfi vektorovém zapisu
h(x) = a," . ®(x), (2.132)

kde ®(x) =(P(x), D2(X), ....On(x))" a a;," = (ar1, a5, ..., am). Protoze ®(x) = 1, predstavuje
a;; prahovy koeficient, posouvajici pocatek soutadnicového systému v obrazovém prostoru
X™ oproti pocatku

X"

Tato metoda
klasifikace se ob-
vykle nazyvd me-
todou @ funkci,
resp. @ prevodnik.

V zéasad¢ se nelisi

od klasifikatoru s

obecnymi neline-

arnimi  hrani¢nimi

funkcemi, protoze

nelinearni  funkeci

lze rozvést v fadu

a tak ziskat vztah

(2.131). Blokové Obr.2.14 Blokové schéma @ prevodniku
schéma metody @

funkci je na obr.2.14, z néhoz plyne, Ze tuto metodu Ize také interpretovat jako linearni klasi-
fikator s predfazenym blokem funkénich prevodnikd.

Z linearnich metod urceni hrani¢nich funkci mezi klasifika¢nimi tfidami se budeme dale
zabyvat metodou nejmensich c¢tvercli, Fisherovou diskriminaéni metodou, metodou jedno-
vrstvého perceptronu a algoritmem podpiirnych vektora.

Nez se za¢neme vénovat jednotlivym klasifika¢nim algoritmiim, uved’'me nékolik zaklad-
nich skuteCnosti. K tomu pouzijme nejjednodussi klasifikacni, tzv. dichotomickou
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ulohu® | ktera se zabyva klasifikaci do dvou vzajemné se vyludujicich kategorii.
Predpokladejme, Ze je dana funkce

b(x) = w'.x + wo, (2.133)

kde w' = (W1, W2, ..., Wy) je tzv. vahovy vektor a x = (x4, X, ..., xn)T je ptiznakovy vektor,
popisujici klasifikovany objekt. Konecné absolutni ¢len wy mizeme chapat jako prahovou
hodnotu. Abychom formaln¢ splnili podminku systémové linearity, tj. aby funkce b(x) pro-
chazela pocatkem soufadnicové soustavy, zavadime novou soufadnici xo = 1 a pak Ize psat

bX)=W'X, (2.134)

kde W' =(wy,w) a X =(x,x)=(0x").
Ptredpokladejme dale, ze vektor x zafadime do
ttidy ® 1, pokud b(x) > 0 a do tfidy R, kdyz
plati b(x) <0. Odpovidajici hrani¢ni funkce
(rovina) je tedy jeho kolmy primét na hrani¢ni
rovinu tak, Ze

b(x)=w' .x+wo=0, (2.135)

tj. prasecik funkce b(x) s obrazovym prosto-

rem. Nyni uvazme dva body x, a xg, které lezi

na hrani¢ni rovin€. Protoze pro oba plati, ze

b(x,) = b(xg) = 0, plati také w'.(xs - xg) =0 a

proto muiZeme fici, ze vektor w je kolmy  Obr.2.15 Zdkladni vztahy pro linearni hranicni
k libovolnému vektoru lezicimu na hrani¢ni plochu ve dvourozmérném prostoru
roviné a tim také urcuje smér hrani¢ni plochy.

Podobné, lezi-li bod x4 na hrani¢ni plose a tedy je b(xs) = 0, pak normélova vzdalenost po-
¢atku souradnicové soustavy od hrani¢ni plochy je

~T ~

WX __wy
Ml Iwl

Z toho plyne, ze prahovy parametr w, urcuje i polohu hrani¢ni roviny. Déale hodnota b(x) ur-
¢uje 1 kolmou vzdélenost d bodu x od hrani¢ni plochy. Uvazme libovolny bod x a necht’ x; je
jeho kolmy priimét na hrani¢ni rovinu tak, ze

(2.136)

(2.137)

Vynasobime-li ob& strany tohoto vztahu w' a piiéteme wo, pak dostaneme s pouzitim vztaht
b(x) = w'.x+twp a b(x1) = w'.x;+wo =0

"“Dichotomie (z fec. dicha, oddéleny, na dvakrat a tome, fez) oznacuje jakékoli rozdéleni celku do dvou, navza-
jem disjunktnich podmnozin. U nékterych kategorii je toto déleni naprosto pfirozené, napf. pohlavi nabyvajici
dvou hodnot muz/Zena, nebo polarita celych Cisel — jsou kladna a zaporna s jasnou hranici. Na druhé strané jsou
kategorie, které jsou sporné, napf. kutdk/nekufdk — je ten, kdo vykouii jednu cigaretu za rok kurdkem, ¢i nekuia-
kem, resp. patii ryzi nekurdk, Zzijici ve spolecnosti siln¢ho kutédka, tedy pasivni kutdk, do kategorie kutdk nebo
nekufak? Konec¢né kategorie typu maly/velky. Z hlediska klasifikacnich uloh je tteba vzdy rozhodnout, zda dany
objekt patfi do jedné z obou kategorii, ovSem zafazeni do téchto kategorii miize byt opatieno velkou chybou

danou skutecnosti, Ze vétSina z objektl se zpravidla nachazi pravé mezi extrémy obou kategorii.
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(2.138)

Uvazujme nyni piipad vice klasifikacnich
tfid, tj. R>2. V tom piipadé se miizeme snazit
vytvofit hrani¢ni plochu kombinaci nékolika
dichotomickych hrani¢nich ploch. To nam ale
muze zpusobit urcité tézkosti.

M¢éme R -1 dichotomickych klasifikatort,
které¢ oddé€luji body patiici do tfidy R, od bodd,
které¢ do této tfidy nepatii. Takovou klasifikaci
nazyvame klasifikaci ,,jedna versus zbytek*. Na
obr.2.16 je znadzornén piipad, kdy je tento klasi-
fikacni princip pouzit pro tii klasifikacni tfidy,
coz jak zndzornéno vede k vytvoieni oblasti
v horni stiedni ¢asti priznakového prostoru, pro
kterou neumime jednoznacné rozhodnout, proto-
ze do ni spadaji vektory, které patii do ®; i do

R,. Problém nenastava s tfidou R 3, protoze do
té patii vSechny obrazové vektory, které nepatii
ani do tfidy R, ani do R>.

Alternativou muze byt rozdéleni pfiznakového
prostoru pomoci R.(R-1)/2 dichotomickych hra-
ni¢nich ploch pro oddé¢leni kazdych dvou tfid.
Tento zpusob klasifikace nazyvame klasifikaci
,jedna versus jedna®. Kazdy vektor je pak zafa-
zen do pfislusné klasifikacni tfidy podle vétSino-
vého pravidla. Obr.2.17 opét znazornuje situaci
pro tii klasifikacni tfidy, tj. R = 3, je tedy potieba
(3.2)/2 =3 odd¢lujici hrani¢ni plochy. Prostor
pro vSechny uvaZované tiidy je vymezen vétsi-
novou platnosti dvou pravidel, v pfipadé R plat-

nosti pravidel R;/R, a R)/R3,
v piipadé R, platnosti pravidel
Ri/Ry a Ro/R3, ... Ve stitedové
oblasti nelze uplatnit vétSinové
pravidlo, pravidlo ®;/®R, uka-
zuje na vyskyt oblasti ®,, pra-
vidlo R;/R3 na R, a konecné

pravidlo ®R,/R3 vede na Rs.
Tedy vSechny tfi oblasti jsou
pro rozhodovani zastoupeny
rovhomérne, tj. kazdad prave
jednou a proto nelze rozhod-
nout.

Témto problémlm se 1ze vy-
hnout, pouZijeme-li principu
diskriminac¢nich funkci a pro
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9(Xrxa) prusecik
diskriminaénich

Obr.2.16 Pripad nejednoznacného rozdéleni
priznakového prostoru pri pouziti klasifikace

typu ,,jedna versus zbytek

Obr.2.17 Pripad nejednoznacného rozdéleni
priznakového prostoru pri pouziti klasifikace

typu ,,jedna versus jedna*

91(X1,X2)

prumét prasecikd diskriminacnich

A N/ funkci do obrazové roviny x,x,-
_ \\— hranice klasifikacnich tfid

Obr.2.18 Konstrukce oddélovaci hranicni primky ve dvouroz-
mérném obrazovém prostoru pomoci linearnich diskriminacnich

Sfunkcit



klasifikaci do R tfid pouzijeme R linearnich funkci
(X) = W; X + Wi (2.139)

a poté dle defini¢ni vlastnosti pro diskriminacni funkce zaradime vektor x do té klasifikacni
ttidy ®;, pro kterou plati g;(x) > gij(x) pro vSechna i1 # r. Hrani¢ni plocha mezi tfidami je dana
pramétem priseciku obou diskrimina¢nich rovin g(x) a gix) do obrazového prostoru
(obr.2.18), tedy

Wy — Wi X + (Wro— Wig) = 0, (2.140)

coz je funkce téhoz charakteru, jako podle vztahu (2.135).

Poloha a orientace hrani¢nich funkci jsou jednoznacné urceny vektory svych vahovych ko-
eficientlt w,, resp. w_,r=1, ..., R. To znamena, Ze navrh klasifikatoru, resp. jeho rozhodova-
ciho pravidla v tomto ptipad¢ spociva v ureni optimalnich hodnot téchto vahovych koefici-
entd. Hovofime-li o optimélnich hodnotach, pak musi existovat n¢jaké kritérium, na zaklade
kterého pozndme, Ze hodnoty vahovych koeficientl jsou opravdu nejlepsi. D4 se ocekavat, ze
takovych kritérii bude vice a tato kritéria budou i tim, ¢im se metody popisované v nasleduji-
cich kapitolach budou lisit.

2.4.2 Metoda nejmenSich ¢tvercii

Princip metody nejmensich Ctvercl, pfedevSim pouzivany zejména pii feSeni regresnich
uloh, je samoziejmeé mozné pouzit i pro stanoveni koeficientl hrani¢nich funkci. Aby to bylo
vskutku mozné, je predevsim tieba rozhodnout jak stanovit chyby, soucet jejichz druhych
mocnin urcuje kriteridlni funkci, jejiz hodnotu se snazime minimalizovat.

Predpokladejme, Ze mame k dispozici trénovaci mnozinu K obrazii {xy, ti}, k=1,2, ..., K,
kde tzv. cilovy vektor tx nese informaci o spravné klasifikaci zakddovanou binarnim kédem 1
z R (R je pocet klasifikacnich tfid). Tedy v ptipad€, Ze obraz xi patii do tfidy ®;, bude mit R
rozmémy vektor t, tvar (1, 0, ...., 0), bude-li obraz x; patiit do t¥idy wg, bude cilovy vektor
t,=(0, 0, ...., 1)". Tento zptisob kddovani aproximuje hodnotu podminéné pravdépodobnosti
zatazeni vstupniho obrazu x do poZadované klasifikac¢ni tiidy.

Kazda tfida o, bude popsana vlastni linearni diskriminacni funkci

2(X) = W; X + Wio (2.141)
kde r=1, ..., R. V8echny funkce g,(x) miZeme sdruzit a pomoci maticového zapisu vyjadfit
jako

g(x)= W', (2.142)

kde vektor g(x) je r-rozmérny, r-ty sloupec matice je W tvofen (nt+1)-rozmérnym vektorem
W.=(w,,W!) a X je rozsifeny vstupni obrazovy vektor (1,x')" pro xo = 1. Rozmér matice

w je tedy (n+1)xr. Kazdy vstupni vektor je pfifazen do té klasifikacni tfidy ws, pro kterou je
g,(x) = max g, (x). (2.143)

Ukolem metody nejmensich &tverct je nalézt pomoci trénovaci mnoziny takové hodnoty

matice parametri W, aby byla minimalizovana chybova kriteridlni funkce

E, (W) =%Tr[()~(\7V—T)T.()~(\7V—T)], (2.144)
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kde k-ty fadek trénovaci obrazové matice X je tvofen k-tym rozsifenym obrazovym vektorem
r ’ v ~T . . . s trw rowr s T S v
trénovaci mnoziny X, a matice T je matice, jejiz k-ty fadek tvofi cilovy bindrni vektor poza-
’ . ’ T vr . . -~ . o % r
dovanych klasifikaci t;. Polozime-li derivace funkce E (W) podle koeficienti W rovné
nule, dostaneme soustavu rovnic, jejiz feseni je

w=X"X)"'X"T=X'T (2.145)
kde X' = ()N(T .)N()’l.)N(T je tzv. pseudoinverzni matice k matici X , kterou mizeme povazovat
za zobecnéni inverzni matice pro obdélnikové matice.

Zajimava a uzitecna vlastnost feSeni pomoci metody nejmensich ¢tverci je, ze kdyz cilové
vektory trénovaci mnoziny ty, k =1, ..., K, spliiuji linearni funkci

alt,+b=0 (2.146)
pro libovolné k a dané konstanty a a b, pak klasifikacni model dany vztahem (2.141) spliuje
pro libovolny obraz x tentyz vztah, tj.

a'.g(x)+b=0. (2.147)

To znamenad, Ze pro kodovaci schéma 1 z R pro R klasifikacnich tfid, je soucet prvkl vektoru
g(x) roven jedné stejné jako soucet prvkl vektoru ti pro libovolny obrazovy vektor x. Tento
pozadavek ale neni postacujici, protoze hodnoty vektoru g(x) nejsou nutné vazany na interval
(0; 1), coz by bylo tfeba, kdyby mély vyjadifovat odhady pravdépodobnosti zattidéni do jed-
notlivych klasifika¢nich kategorii. Tento nedostatek, kromé jinych jako je napf. citlivost viici
odlou¢enym hodnotam, pak zpusobuje, ze tento algoritmus nedosahuje dostate¢né spolehli-
vych vysledk.

Piiklad:

Jednou z tradi¢nich databazi pouZivanych pro ilustraci vlastnosti riznych klasifikacnich
metod a zejména nastaveni rozhodovaciho pravidla klasifikatort je tzv. Fisherova nebo také
Andersonova databaze tii druhii kosatct (Iris setosa, Iris virginica a Iris versicolor)'. Obsa-
huje 3 x 50 vektort, popisujicich uvedené druhy kosatcti pomoci ¢ty ptiznakovych promén-
nych — délkou a Sitkou vnéjSich okvétnich, nebo téZ korunnich listkd (petala) a délkou a §if-
kou vnitinich okvétnich, resp. kaliSnich listkl (sepala).

Nasledujici ptiklad prezentuje navrh linedrni hrani¢ni funkce (roviny) metodou nejmensich
ctverctl.

Pokud bychom chtéli pouzit metody nejmensich ¢tvercli pro vytvoteni vSech hrani¢nich
rovin mezi tfemi klasifikacnimi tfidami ve Ctyfrozmérném prostoru (pro Ctyfi priznakové
proménné), maji predpokladané diskriminacni linedrni funkce obecny tvar

2i(X) = Wio + WX + WiaXp + WisXs + WraXa.

Predpokladejme, Ze v tomto vztahu x; reprezentuje délku a x, Sifku kali$nich listkidl a x3
délku a x4 Sifku korunnich listki. Hrani¢ni funkce jsou pak dany priméty praseciki odpovi-
dajicich si diskriminacnich funkci do obrazového prostoru (viz obr.2.18).

Pti pouziti tipIné reprezentace dat metoda nejmensich ¢tvercu vede pro jednotlivé druhy na
nasledujici diskrimina¢ni funkce:

Iris setosa

21(x) =0,1182 + 0,0660.x; + 0,2428.x, - 0,2247 x3 - 0,0575.x4;
Iris versicolor

2(x)=1,5771 - 0,0202.x; - 0,4456.x, + 0,2207.x3 - 0,4943 .x4;

' napt. http://en.wikipedia.org/wiki/Iris_flower data_set (21.3.2012).
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Iris virginica
g3(x) = - 0,6953 - 0,0459.x; + 0,2028.x, + 0,0040.x3 + 0,5517 X4.
Priseciky jednotlivych odd€lujicich nadrovin potom jsou

b1a(x) = g1(X) - g2(x) = -1,4588 + 0,0862.x; +0,6885.x, — 0,4453 x5 + 0,4368.x, = 0;
b3(X) = 22(X) — g3(X) = 2,2720 + 0,0257.x; — 0,6484.x, + 0,2167.x3 — 1,0461.x4 = 0;
bi3(x) = g1(x) — ga(x) = 0,8135 + 0,1119.x; + 0,0401.x, — 0,2286.x3 — 0,6093.%4 = 0.

Chceme-li si ale vysledky zobrazit 50
v rozumné, smyslové vhodné vstieba- 15
telné reprezentaci, tj. nejlépe pomoci Xz Lo .
dvojdimenzionalnich grafi, pak ne- 4 L e ol 2
zbyva, neZ najit prisecik oddélujicich 35 L N e
nadrovin s tou &asti obrazového pro- 30| —og 588 aeagaSlaHoll,l
storu, kterou chceme zobrazit. Na 58 Ra ﬁﬂ% o oe ® °l s
piiklad, zobrazeni oddélujicich ploch I I B
do roviny x;x, dosdhneme tak, Ze A
soufadnice x3 a x4 ve vyrazech pro 15 = T bs
g12(x), 223(x) a g13(x) poloZime rovny 10 R ——
nule a dostdvame s
b’12 (X) _ g'1 (X) - g,z(x) — 40 45 5.0 55 6,0 65 7.0 75 x4 8.0 85
=-1,4588 + 0,0862.x; +0,6885.x, =0; Obr.2.19 Piiklad hranicnich primek pro klasifikaci tii
, i B druhui kosatcii urcenych metodou nejmensich ctvercii —
b723(x) = g72(x) — g'3(x) = Iris setosa (O), Iris versicolor (Q) a Iris virginica(<);
=2.2720+0,0257.x, —0,6484.x, = 0; x;—délka kalisnich listki, x,— Sirka kalisnich listku
51
b'13(x) = g"1(x) — g"3(x) = -
=0,8135+0,1119.x; +0,0401.x,=0. ™ _ .t bis
o °l o | [ | e
Grafick¢ zobrazeni uvedenych o) S L o
funkci (obr.2.19) ale neni nijak pfe- sl o2l8%s - el gg ugog o
sveédCivé. Nevypada, ze bylo spravné. ' ° . B8 PEEE%a" o | %o o
Zde je ovSem tieba si uvédomit, Ze 25 gre—et .
diskriminaéni funkce jsou ur¢eny dle 20 ! P
kritéria nejmensich ¢tverct s ohledem 15—
na vSechny pfiznakové proménné. . T T | b
Dale, ze metoda nejmensich ¢tverci '
trpi jistymi nepfesnostmi zplisobe- "0 45 51 55 60 65 70 15 61 85
nymi charakterem rozlozeni obrazii v X

jednotlivych klasifikagnich t¥idach. A Obr.2.20 Priklad hranicnich primek pro klasifikaci tri
koneéné, Ze zobrazené déleni obrazo- druhii kosatcii urcenych metodou nejmensich ctvercii ve

vého prostoru je jen diléi pramét, dvgurozmernem prlznalfrov?m fmjosl‘oru Iris se:tosa (! 02
Ly _ . Iris versicolor () a Iris virginica(<); x;— délka kalis-
ktery zjevné nevystihuje vliv dvou . oo .
5, o, nich listku, x,— Sirka kalisnich listki
odstranénych proménnych.

Abychom dosavadni dojem napravili, pokusme se pouzit kritéria nejmensich ¢tverci na
vektory obsahujici pouze proménné x1 a x2. V tom piipadé jsou diskriminaéni funkce

Iris setosa

21(X1,X2) = 0,7753 - 0,3744.x; + 0,5711.x5;
Iris versicolor

o (X1,%2) = 1,7928 + 0,0141.x; — 0,5044 x5;
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Iris virginica
23(x1,X2) = - 1,5681 + 0,3603.x; + 0,0667 X2,
odd€lujici pfimky maji tvar
b’ 12(x1,X2) = g"1(X1,X2) — g72(X1,X2) =-1,0175 - 0,3886.x; + 1,0755.x,=0;

b'23(x1,X2) = g'2(X1,X2) — g73(x1,X2) = 3,3607 - 0,3462.x; — 0,4377.x, = 0;
b’13(X1,X2) = grl(Xl,Xz) — g’3(X1,X2) = 2,3433 - 0,7347.X1 + 0,6378.X2 = 0

a jsou zobrazeny na obr.2.20. Pro rozdéleni ptiznakového obrazového prostoru je vhodné po-
uzit pouze hrani¢nich poloptimek. Vysledky jsou vizuadlné vyrazné lepsi nez v predchazejicim
piipadé, nicméné i v tomto piipadé jsou vysledky za ocekavanim. Ne zcela optimalni polohy
hrani¢nich ptimek vyplyvaji z vlastnosti rozlozeni obrazovych vektorit — nejsou kompaktné
unimodalni, v jednotlivych mnozinach se vyskytuji riizné odlehlé hodnoty, klasifika¢ni tfidy
se prekryvaji, nejsou linearné separabilni, coz jsou vSechno nectnosti zminéné v popisu meto-
dy. ooo

2.4.3 Fisherova linearni diskriminace

Problém linearni klasifikace lze také nahlizet z hlediska potieb redukce dimenzionality
klasifikovanych obrazovych vektord.

Pro zékladni vysvétleni principu pfedpokladejme dichotomickou klasifika¢ni ulohu. Dale
pfedpokladejme linedrni transformaci pivodniho n-rozmérného obrazového vektoru x do
pouhého jednoho rozméru pomoci vztahu

y(x) = wix. (2.148)

Pouzijeme-li pro klasifikaci prahové hodnoty wy tak, Ze je-li hodnota y(x) > -w, zafadime
kapitolach diskutované linearni diskriminaci. VaZeme-li ale princip klasifikace na drastickou
redukci obrazového prostoru (z ptivodnich n rozmért na jediny), potom se na prvni pohled
muze zdat, ze takové znacné omezeni informace obsaZzené v piivodnim obrazovém vektoru
muze vyznamné snizit kvalitu rozhodovaciho procesu. OvSem vhodnym nastavenim hodnot
vahového vektoru w mizeme vytvofit takovou projekei, ktera maximalizuje moznou separaci
obou klasifikac¢nich tfid (viz obr.2.21). Zatimco v levé ¢asti obrazku se pii primétu do sméru
rovnobéZzného s osou x; hustoty pravdépodobnosti vyskytu obrazli z obou klasifika¢nich tiid

Obr.2.21 Princip Fizeného snizeni dimenzionality obrazovych vektorii
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vyznamné prekryvaji, pii vhodné volbé primétu v pravé Casti obrazku mohou byt ob¢ klasifi-
kacni tfidy pohodlné a spolehlivé oddé€leny.

Abychom nalezli takovy vyhodny smér projekce, urceme nejdiive primérné obrazy, které
budou ptedstavovat etalony obou klasifikacnich t¥id. Pfedpokladejme tedy, ze se v tfid¢
vyskytuje K; obrazi a ve tfidé w; K, obrazii. Pak jsou primémé vektory obou klasifikacnich
tfid dany vztahy

1 1
mIZKZXk amzz{Zxk_ (2.149)
Nejjednodussi moznou mirou separace obou tiid pii vhodné volbé koeficientti vahového
vektoru w je vzdalenost projekci obou primérnych obrazii a to vede na maximalizaci vzdale-
nosti obou prumét

1 keo, 2 kew,

m, —m; =w' (m; — my), (2.150)
kde
m, = w'm,. (2.151)

Ovsem tento vyraz mize byt umeéle zvétSovan riistem modulu vahového vektoru w. Tuto
potiz Ize ale snadno odstranit zavedenim pozadavku na né&jakou standardni velikost vektoru w,
nejlépe s jednotkovou normou, tj. Z;wi” = 1. Takové definice optimaliza&ni ulohy vede na me-
todu Langrangova soucinitele pro hledani vazaného extrému.

Tato metoda vychazi z nésledujici véty — nejdiive pro dvé proménné:

Necht funkce f(x,y) a g(x,y) maji v okoli bodi kiivky g(x,y) = 0 totalni diferencial'’. Dale,
necht’ v kazdém bodé¢ kiivky g(x,y) = 0 je alespon jedna z derivaci 0g/0x, 0g/0y rizna od nu-
ly. Ma-li pak funkce f(x,y,) v bod¢ (xo,y0) kiivky g(x,y) = 0 na této kiivce lokalni extrém, pak
existuje takova konstanta A, Ze pro funkci

F(x,y)=f(x,y) + A.g(x,y) (2.152)
jsou v bodé€ (Xo,yo) splnény rovnice (podminky nutné)
OF (x0,Y0)/0x=0;
OF(x0,y0)/0y=0

(2.153)

a samoziejme g(Xo,yo)=0.
Viazané extrémy lze tedy hledat tak, Ze sestrojime funkci (2.152) a feSime rovnice (2.153)
pro neznamé Xo,Yo, A (parametr A nazyvame Lagrangetv soucinitel (multiplikator)).
Podminky postacujici vyplyvaji z vypoctu druhého diferencidlu funkce (2.152) v bodé

(X0,y0)
d*F(x0,50)= 0*F(x0,¥0)/0x*+26°F(X0,y0)/0x dy +6°F(X0,y0)/Oy". (2.154)

Jestlize pro vSechny body (x¢t+dx,yo+dy) zur€it¢tho okoli bodu (xo,yo) takové, ze
g(xotdx,yot+dy) = 0 a soucasné dx a dy nejsou rovny nule, je druhy diferencidl podle (2.154)
kladny, resp zaporny, pak je v bod¢ (x¢,yo) vazany lokalni extrém, a to minimum, resp. maxi-
mum.

Obdobné¢ se fesi nalezeni vazanych extrémi funkce nékolika proménnych. Napf. nutna
podminka k existenci lokalniho extrému funkce w=f(x,y,z,u,v) pfi podminkach F;(x,y,z,u,v),
Fa(x,y,z,u,v) je splnéni rovnic

' Totdlni diferencidl funkce z=f(x,y) se nazyvé, za piedpokladu, Ze je funkce f(x,y) v bodé (xo,yo) diferencova-
telna, vyraz dz =(0f/0x).dx + (0f/0y).dy.
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Obr.2.22 Rizené snizeni dimenzionality obrazovych vektorii se zohlednénim poloh primérnych etalonii
(vlevo) a se zahrnutim smerovych viastnosti rozptylu (vpravo)

0G/ox =0, 0G/0y=0, 0G/0z=0, 0G/ou=0, 0G/ov=0, F;=0aF,=0, (2.155)

kde G = f+ AF; + A F», tj. feSeni Glohy spociva v feSeni soustavy sedmi rovnic pro sedm ne-
znamych.

Na obr.2.22 vlevo je zndzornéna situace, kdy je diskriminacni smér urcen spojnici prameér-
nych etaloni obou mnozin. Vidime, ze ani toto feSeni, vyplyvajici ze vztahu (2.150) nerepre-
zentuje idedlni stav, v prumétu do tohoto sméru se hustoty pravdépodobnosti stale prekryvaji.
Reseni by ale mohlo byt modifikovano, pokud by bylo mozné zahrnout také informaci o smé-
rovych vlastnostech rozptylu v obou mnozinach.

Transformacni vztah (2.148) prevadi n-rozmérné vektory x do jednorozmérného prostoru.
Rozptyl uvniti jednotlivych do jednoho rozméru transformovanych mnoZin je pak dan vzta-
hem

2 2

st = 2 (v —m,)’, (2.156)
kde yi =w'.xi. Celkovy rozptyl uvnitt t¥id v dichotomickém piipadé mizeme uréit soudtem
dil¢ich rozptyli s,* + s, Optimalizaéni kritérium, které zohlediiuje jak vzdalenost mezi tfi-
dami (tu chceme primétem maximalizovat), tak i rozptyl uvnitf tfid (ten naopak chceme pri-
métem minimalizovat) miiZeme v tomto piipad¢ vyjadrit formuli

(mz—ml)2
Jw)y=—=—-. 2.157
w="30 2.157)

S vyuzitim vztaht (2.148), (2.151) a (2.156) mizeme Fisherovo diskriminaéni kritérium pte-
psat do obecného tvaru

w'S,w

J(w) = (2.158)

w'S,w’
kde Sg je kovarian¢ni matice mezi tfidami definovana vztahem
Sg = (my — my). (my — m;)" (2.159)

a Sw je celkova kovarian¢ni matice uvniti tfid definovana jako
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Sy = 2 (X —m).(x, —m,)" + D (x, —m,).(x, —m,)". (2.160)
kem, kew,
Derivovanim (2.158) podle vahovych koeficienti vektoru w dostaneme, ze J(w) nabyva ma-
xima, kdyz
(W'SEW) Sww = (W'Sww) Spw. (2.161)

Z (2.157) plyne, ze Sgw ma vzdy smér m, — m;. Dale, protoze modul vektoru w neni diile-
zity, zajima nds pouze jeho smér, mizeme ve vztahu (2.161) pominout oba skalarni ¢leny
(W'Sgw) a (W'Sww) a vynasobenim obou stran tohoto vyrazu zleva Sy, dostaneme

w~Sw.(my —m). (2.162)

Pokud je rozptyl uvnitt obou tfid stejny ve vSech smérech, tzn. Sw je diagonalni matice se
vSemi prvky o stejné velikosti, jinymi slovy je umérna jednotkové matici (a také, ze smérové
vlastnosti rozptylu nejsou podstatné), pak je w umérné pouze rozdilu primérnych etalont
obou tfid, jak jsme jiz diive konstatovali na zdkladé vztahu (2.150). Vztah (2.162) se obecné
oznacuje jako Fisheriv linearni diskriminant, i kdyZ ve skute¢nosti o Zaddnou diskriminaéni
funkci nejde, pouze o urceni sméru té jedné soufadnice, do které se promitaji ptivodni n-
rozmérna data. OvSem tento urcuje smérnici hraniéni plochy, protoze ta je kolméa na smér
vektoru w (viz obr.2.15) a jeji konkrétni pozici jednozna¢né stanovi hodnota prahu wy, se kte-
rym vektor x patii do tfidy w;, pokud g(x) > wy a v opacném piipad€ do tfidy w,. Hodnotu
prahu muzeme urcit napt. bayesovskymi metodami popsanymi v kap.2.2.

Priklad

Navazme na piiklad feSeny v kapitole o metod€ nejmensich ctverct a ovéime, jak se Fishe-
rova metoda vypofada s nastavenim hrani¢nich funkci pro rozdéleni obrazového prostoru pro
Fisherovu databézi kosatcu.

Ani tentokrat v pfipadé zobrazeni prumétli ¢tyfrozmérnych hrani¢nich ploch do dvouroz-
mérného obrazového prostoru neni situace nijak skvéld, dokonce poloha hranic je jesté horsi
nez v ptipad€ metody nejmensich ¢tvercii. Rovnice odd€lujicich hrani¢nich rovin jsou

bia(x) =-13.46 + 7,85.x; + 16,51.x5 — 21,64.x3 — 23,82.x4 = 0;
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2 . [ | b)
40 45 50 55 60 65 70 715 80 85  Obr.2.23 Priklad hranicnich piimek pro klasi-
X4 fikaci 71 druhii kosatcit urcenych pomoci Fishe-
a) rovy linedrni diskriminace — Iris setosa (O), Iris

versicolor (O) a Iris virginica(®); x;— délka
kalisnich listkii, x,— Sirka kalisnich listkit — a) ve
Ctyrozmernem prostoru; b) ve dvourozmeérném
prostoru
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ba3(x) =: 31,51 +3,25. x5 +3,39. xo — 7,55. x3 — 14,64. x4 = 0;
bys(x) = 18,05 + 11,10. x; + 19,90. x5 —29,19. x3 — 38,46. x4 =0

a jejich priméty do soutadnic x; a x; - X; stejné jako v predeslém piikladu reprezentuje délku
a x, Sitku kaliSnich listka - tedy jsou (ziskdme je tak, Ze x5 a x4 ve vySe uvedenych vztazich
polozime rovny nule)

b’ 12(x) = - 13.46 + 7,85.x; + 16,51.x2 = 0;
b'23(x) = 31,51 +3,25.x; + 3,39.x, = 0;
b’ 13(x) = 18,05 + 11,10.x; + 19,90.x> = 0.

Grafické zobrazeni téchto hrani¢nich pfimek je na obr.2.23a. Zasadni diivod ziistava tyz
jako v pfipadé metody nejmensich ¢tvercl — pii zobrazeni neni zohlednén vliv dvou promén-
nych, které se podilely na stanoveni vahovych koeficienti hrani¢nich ploch.

Jak proto vypadé situace pifi optimalnim stanoveni klasifika¢nich hranic pfimo ve dvou-
rozmérném prostoru. V tom piipad¢€ jsou hrani¢ni ptimky urceny rovnicemi

b”1a(x1,x2) = 5,1528 -7,6574.x; + 11,8557.x; = 0;
b723(X1,%0) = 15,2084 - 2,5620.x; + 0,2908.x, = 0;
b”13(x1,x2) = 20,3612 - 10,2194.x; + 12,1465.x, = 0,

které jsou graficky zobrazeny na obr.2.23b.

Srovnanim obr.2.20 a 2.23b lze konstatovat, Ze hrani¢ni pifimky b, 1 b”;3 pro ptipad
Fisherovy diskriminace viditelné¢ podstatné 1épe respektuji rozlozeni obrazovych vektorii
v prostoru, v ptipad¢ tfid 1 a 2 nedochazi k zadné chybné klasifikaci, v piipadé tiid 1 a 3
k vyrazné mensimu poctu chybnych klasifikaci. Hrani¢ni piimka b3 (tj. pro vyrazné se pte-
kryvajici klasifikacni tiidy 2 a 3) ma zcela jiny smér. To zda je jeji poloha v pfipadé Fishero-
vy diskrimina¢ni metody vyhodnéjsi z hlediska poctu chybnych klasifikaci, by vyzadovalo
podrobnéjsi analyzu. Pro klasifikaci by bylo zfejmé mozné pouzit hranic b”’j; a b”,3., kterymi
je obrazovy prostor rozdélen do Ctyf €asti, z nichZ vysek vpravo nahofe na obr.2.23b neodpo-
vida zadné z predpokladanych klasifikacnich tfid.

Pro zajimavost 1ze uvést hrani¢ni ptimky urc¢ené pomoci Fisherovy linearni diskriminace 1
pro dalsi proménné.
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Obr.2.24 Priklad hranicnich primek pro klasifikaci t/i druhi kosatcii uréenych pomoci Fisherovy
linearni diskriminace ve dvourozmérném prostoru — Iris setosa (O), Iris versicolor (Q) a Iris virgini-
ca($) pro priznakové proménné a) x;— délka kalisnich listkii, x;— délka korunnich listkii; b) x,— SiF-

ka kalisnich listki, x,— Sivka korunnich listku
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Dvourozmérny obrazovy prostor s piiznakovymi proménnymi x; (délka kaliSnich listka) a
x3 (délka korunnich listkl1) je rozdélen hrani¢nimi pifimkami (obr.2.24a)

b”12(x1,x3) = 2,5532 + 14,1079.x; — 27,8704.x; = 0;
b723(x1,X3) = 25,9218 + 4,5531.x; — 11,0954.x5 = 0;
b”13(x1,x3) = 28,4750 — 18,6610.x; — 38,9658.x5 = 0,

s piiznakovymi proménnymi X, (Sifka kaliSnich listkll) a x4 (Sitka korunnich listkl) je roz-
dé€len hrani¢nimi pfimkami (obr.2.24b)

b”12(x2,X4) =— 21,2650 + 16.7129.x, — 38.8400.x4 = 0;
b23(X2,X4) = 22.0499 + 3.8146.x, — 19.6931.x4 = 0;
b”13(x2,X4) = 0.7849 + 20.5275.x, — 58.5331.x4 =0,

Na obou obrazcich, stejné tak jako na obr.2.23 lze vidét ponékud problematické prekryvani
klasifika¢nich tfid Iris versicolor a Iris virginica, v obou piipadech tedy vlivem piekryvu do-
chéazi k chybnému zatfidéni. Na druhé strané, kosatce druhu Iris setosa zaujimaji odliSné ¢asti
obrazového prostoru bez jakéhokoliv prekryti s obéma dal§imi klasifikacnimi tfidami, hranic-
ni ptimky b, 1 b”13 nevyvolavaji jakékoliv pochybnosti o spravné klasifikaci. Vzhledem
k rozmisténi obrazli v ptiznakovém prostoru lze pro klasifikaci v obou zobrazenych piipadech
pouzit hranice b}, a b3, které pro realné hodnoty pifiznakt déli obrazovy ptiznakovy prostor
pravé do tii segmenttl, odpovidajicich jednotlivym klasifika¢nim t¥idam. ooad

2.4.4 Jednovrstvy perceptron

Jednovrstvy perceptron je zakladni strukturou vrstevnatych neuronovych siti'®. Neuronova
sit reprezentuje jeden z moznych vypocetnich postupli
zpracovani dat inspirovany funkci nervové soustavy.
Krom& mozZného vyuziti v takovych matematickych
plinach jako je klasifikace a rozpoznavani, predikce, fil-
trace dat, mohou neuronové sité slouzit i jako matematic-
ky model, slouzici ke zkoumani funkce redlné nervové
soustavy.

dendrit

télo neuronu o
adro

Zakladnim vypocetnim prvkem neuronové sité je umé-
Iy (formélni) neuron, ktery je v neuronové siti zapojen
podle urcitych specifikovanych topologickych schémat.
Vzorem umélého neuronu je zédkladni buiika nervové sou-
stavy — neuron (obr.2.25). Neuron je strukturni 1 funkéni

(soma)
axon o
myelinova

i ochva
Ranvierovy ! 2

zarez ’

jednotkou nervové soustavy.Télo neuronu, které¢ jako kaz-
da eukaryotickd builka obsahuje jadro, je opatfeno krat-
kymi, né€kolik milimetrd dlouhymi, vstupnimi vybézky,
tzv. dendrity. Prostfednictvim dendrit pfijimd neuron
eferentni vzruchy z okolnich (Casto tisicli) neurond pfipo-
jenych na dendrity pomoci synapsi. Vlastnosti sousednich
neurontl i typ synapsi urcuji charakter informace pfivadéné do téla neuronu (budici, tlumici).
Synapticky pfenos u savcu probihd témeét vyhradné pomoci chemickych procesti, u nizsich
zivocichti byva i elektricky. Synapticky pfenos informace mize byt modifikovan (excitacné 1
inhibi¢né) 1 jinymi neurony. Neuronem zpracovand informace se predava na dalSi neurony
prostfednictvim dlouhého vystupniho vldkna - axonu. Jeho délka byva i desitky centimetra.

Obr.2.25 Schematickeé znazornéni
neuronu

"%V téchto textech se budeme zabyvat pouze nejjednodudsi formou neuronové sité, ktera umoziuje stejné jako
ostatni metody v této kapitole linearni diskriminaci klasifikacnich tfid. Podrobnéjsim popisem dalsich sofistiko-
vanéjsich struktur neuronovych siti se zabyva napt. predmét Uméla inteligence.
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Obr.2.26 Zakladni vypocetni schéma umélého Obr.2.27 Linearni vypocetni schéma umélého
neuronu neuronu

Axon je zpravidla obalen myelinovou vrstvou pferusovanou piiblizn€ po 1,5 mm tzv. Ranvie-
rovymi zaiezy. Toto usporadani umoznuje urychlit Sifeni elektrického vzruchu podél axonu.
Na konci se axon dé€li na terminalni vldkna, kterd se prostfednictvi synapsi dale pfipojuji na
okolni neurony.

Existuje cela fada matematickych modelti neuronu. Nejbéznéjsi tradiéni formu ma model,
jehoz schéma je na obr.2.26. Vstupy reprezentuji dendrity a informace pfivedena na vstupy je
dale upravena obecné proménnymi vahovymi koeficienty, které reprezentuji vliv synapsi.
Viéhované vstupy ze vSech dendritl jsou kumulovany a vysledek této kumulace je posléze
podroben nelinearni transformaci pomoci tzv. aktivacni, resp. vystupni funkce. Nelinedrné
upravend informace se posléze objevi na vystupu.

Zjednodusenou linearni variantou tohoto schématu je zapojeni na obr.2.27. Obsahuje pou-
ze konstantni vahové koeficienty na vstupech a nelinearni zpracovani souctu vSech vdhova-
nych vstupt je reprezentovano prahovou funkci. Matematicky je toto vypocetni schéma re-
prezentovano vztahem

y(X) = wW'.X + wo, (2.163)

coz je znamé formule pouzitd v téchto textech jiz né€kolikrat (srvn. napf. vztah (2.6)
v kap.2.2.1, vztahy (2.133), resp. (2.134) v kap.2.4.1, atd). Znamena to, Ze vypocet v jednom
neuronu reprezentuje jednu linearni hranici v obrazovém piiznakovém prostoru a tim déleni
obrazove¢ho prostoru na dvé dichotomické poloroviny. Pokud ma klasifikator tfidit obrazy do
vice klasifikacnich tfid, pak je potfeba rozdélit obrazovy prostor odpovidajicim poctem hra-
ni¢nich pfimek, kazda reprezentovand jednim neuronem, pfi¢emz na vSechny potfebné umeélé
neurony je pfivadéna taZ informace, reprezentovand obrazovymi vektory. Takové zapojeni je
v podstaté vyjadieno schématem na obr.2.14 (pokud funkci (2.163) vniméme jako diskrimi-
nacni, pfip. je v obrdzku blok vyb&ru maxima nahrazen blokem logickych pravidel, pomoci
kterych klasifikator rozhoduje, do které casti linearné rozdélen¢ho obrazového prostoru
vstupni obraz zafadi). Jednotlivé neurony jsou tedy zapojeny v jedné vrstveé a tato neuronova
vrstva je nasledovana vyhodnocovacim blokem. ProtoZe historicky prvni neuronové sité
s vrstevnatou strukturou byly pouzity pro modelovani funkce zraku a rozpoznavani geomet-
rickych obrazcti, zacalo se neuronovym siti s touto topologii fikat perceptrony.

Dulezitou ulohou je uréeni hodnot vdhovych koeficientli na zéklad¢ informaci obsaZenych
v trénovaci mnoziné tak, aby déleni obrazového prostoru a tim 1 funkce klasifikatoru byly
optimalni.

Obecné pozadavky na postup nastaveni hodnot vahovych koeficientii perceptronu (a nejen
perceptronu) jsou:
e algoritmicka formulace — tj. metoda musi najit feSeni pomoci konecného poctu dil¢ich

krok;

e konvergence — vypocet by m¢l byt monotonni a pokud mozno co nejrychlejsi.
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Uceni perceptronu (obecné jakéhokoliv klasifikatoru) probihd na zaklad¢é nasledujicich
pravidel:

e na vstup perceptronu jsou vkladany prvky trénovaci mnoziny a vysledek klasifikace je
srovnan s o¢ekdvanou spravnou klasifikaci;

e pokud je rozdil mezi klasifikdtorem uréenou a spravnou klasifikaci vétsi nez urcita pre-
dem dand mez definujici ptipustnou chybu, pak se parametry klasifikatoru (vahové koefi-
cienty) zméni tak, aby se chyba mezi ur€enou a pozadovanou klasifikaci minimalizovala;

e pokud je chyba klasifikace vétsi nez pfedem stanovena mez, pak uceni dale pokracuje,
v opa¢ném piipad¢ se uceni ukonci a klasifikator je mozné pouzit ke klasifikaci. Krome
zminéného absolutniho kritéria ukonceni ucici se faze se v souc¢asné dob¢é Casto pouziva
pro zastaveni u€eni i relativni kritérium zalozené poklesu chyby béhem daného casového
okna.

Uceni perceptronu lze tedy povazovat za typickou optimaliza¢ni tlohu. Abychom ji doka-
zali vyfesit, je tieba pouzit vhodnou kriteridlni (ztratovou) funkci a pfiméfeny algoritmus,
ktery dokaze najit extrém kriterialni funkce.

Pro nasledujici vyklad ptfedpokladejme dichotomickou klasifika¢ni ulohu, pro kterou plati

W'X>0, kdyzxeaw,;

e (2.164)
w x<0, kdyZzxe m,.
Jako kriterialni funkci pouZijme funkci
IW)=2 3 W'x (2.165)

xeY

kde 7 je podmnozina trénovaci mnoziny, ktera obsahuje chybné klasifikované obrazy pomoci
hrani¢ni roviny definované hodnotami vahového vektoru w. Proménou &y volme tak, ze
Ox=-1, kdyZ x € m; a &x=1, kdyZ x € . Je-li x € ®; a je chybné klasifikovan, pak je
W'X<0 ad,<0 asoutin §W'X je kladny. Podobné je soucin kladny, kdyz x € o, a je
chybng klasifikovan, pak je W'X >0 i 8¢ > 0. Z toho plyne, Ze funkce J(W) je nezaporna a
rovna nule, pokud je mnozina Y prazdna, tj. vSechny obrazy jsou klasifikovany spravné.

Kriteridlni funkce je spojita a po Castech linearni. Ménime-li hodnoty vahového vektoru
pouze nepatrné, méni se hodnoty J(W) linedrné az do chvile, kdy se zméni podet chybné kla-
sifikovanych obrazi. V tomto bod¢ je gradient funkce nedefinovan a gradientni funkce nespo-
jita.

Pro nalezeni minima funkce J(W) se zpravidla pouzivéa gradientni algoritmus, definovany
iteracni formuli

I(W)
8‘% b

W=w(m)

w(m+1)=w(m)-p, (2.166)

kde W(m) je vahovy vektor odhadnuty v m-tém itera¢nim kroku algoritmu a p,, € (0,1) je

parametr algoritmu, ktery urcuje rychlost jeho konvergence. Jak jsme ale uvedli vySe, gradient
kriterialni funkce neni definovan v misté nespojitosti. Z defini¢niho vztahu kriterialni funkce
(2.165) je v bodech, kde je gradient definovan

am) _ D 8. X. (2.167)

w xeY

Po dosazeni z (2.167) do (2.166) dostavame
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VNV(m+1) ZVV(m)—meSX’i (2168)
XeY
(tato funkce je uz definovana pro vsechny body).
Struktura vlastniho algoritmu je pomérné jednoduchd, obsahuje nésledujici kroky:
1. zvolte W(0) a po (hodnoty vdhového vektoru se zpravidla nastavuji ndhodné na hodnoty
blizké nule);
2. m=0;
3. repeat
Y=;
for k=1 to K (K je celkovy pocet obrazli v trénovaci mnozing);
if 5, Wm)'x, >0 then Y=YU {xy};
W(m+1) =W(m)—p,, > 8X;
xeY
nastavte pp;
m=m+l;
until Y= .

Na obr.2.28 je zobrazena geometrickd in-
terpretace popsaného algoritmu uceni jed-
novrstvého perceptronu. Predpokladejme, ze
v m-tém kroku algoritmu je chybn¢ klasifi-
kovan pouze jeden obraz x. Dale ptedpokla-
dejme, ze parametr p,= 1. V tom piipadé
algoritmus koriguje vahovy vektor ve sméru
obrazového vektoru x. Protoze vadhovy vek-
tor urcuje orientaci hrani¢ni roviny, korekci
vahového vektoru se oto¢i hrani¢ni roviny
tak, ze je obrazovy vektor klasifikovan
spravné do tfidy ®;. Pro hodnotu pn=1 se
uvedend zména hodnot véhového vektoru
provedla v jednom iteranim kroku, pro
mensi hodnotu py, by algoritmus probéhl ve
vice krocich.

Vzhledem k podstaté pouzitého optimalizacniho algoritmu a kritériu optimality, za opti-
malni feSeni je povaZzovano prvni nastaveni vahového vektoru, pro které je splnéno kritérium
optimality. Jsou-li obé klasifika¢ni tfidy linedrné separabilni, existuje pravdépodobné vice
moznych feSeni rozd€leni obrazového prostoru a bylo by mozné snaZit se z téchto feSeni vy-
brat opét nejlepsi. To ale tento algoritmus neumoziuje.

Variantou uvedeného algoritmu je postup, ktery reprezentuje tiidu algoritmti schématu
»Zisk — ztrata“. Algoritmus pfedpokladd, Ze je na vstup perceptronu postupné cyklicky pfiva-
déno K obrazi trénovaci mnoziny. Cykly (téz epochy) zpracovani vSech prvki trénovaci
mnoziny se opakuji, dokud nejsou spravné zatazeny vSechny trénovaci prvky. Algoritmus se
tidi nasledujicimi vztahy:

1. w(m+1) =w(m)+px(m), kdyzx(m)e o, a w(m).x(m) < 0;
2. w(m+1) =w(m)—-px(m), kdyzx(m)e ®, a w(m).x(m) <0; (2.169)
3.w(m+1)=w(m), ve vSech ostatnich ptipadech.

To znamend, Ze je-li prvek trénovaci mnoziny klasifikovan spravné, hodnoty véhového
vektoru se neméni. Algoritmus je odménén tim, Ze neni tfeba nic korigovat. Je-li naopak tré-

Obr.2.28 Geometricka interpretace algoritmu
uceni jednovrstvého perceptronu
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novaci obraz zatfidén Spatné, k hodnotdm vahového vektoru je pfictena, ptip. odectena hodno-
ta imérna soutfadnicim vektoru X . Tedy algoritmus trati cenu korekce.

Pokud jsou obé¢ klasifikacni tfidy linearné separabilni, pak lze dokézat, Ze ucici algoritmus
konverguje a hrani¢ni rovina lezi mezi obéma mnozinami. Kdyz ale tfidy nejsou linearné se-
parabilni, potom poloha hranice osciluje.

Piiklad:

Navrhnéte linearni rozdéleni dvourozmér-
ného obrazového prostoru pomoci jednovrst-
vého perceptronu. V obrazovém prostoru bo-
dy x; - (-1, 0)" a xo - (0, 1)" patii do klasifi-
ka&ni tiidy ©; abody x3- (0, -1)" ax4- (1, 0)"
do tfidy w, (obr.2.29).

Pocatecni hodnoty rozsiteného vahového
vektoru W(0) zvolme (0, 0, 0)" a hodnotu pa-

rametru p zvolme jednotkovou, p = 1. Pro
prvni rozsifeny obraz X, je

VNVT(O)XI _ [O 0 01 _11 _ 0. tedy podle Obr.2.29 Zadani a reSeni ulohy
0
0 1 1
pravidlal w(1)=|0|+|-1|=|-1].
0 0 0
V druhém kroku pro rozsiteny obraz X, je
1
W'MX,=[1 -1 0] 0|=1>0, tedy podle pravidla 3 W(2) =W(l)
1
V tietim kroku pro obraz X, je
1 1 1 0
w'(2)X, =1l -1 0]{ 0 |=1>0.Proto podle pravidla2 w(3)=|—-1|-| 0 |=|-1]|.
-1 0 -1 1
V nasledujicim ¢tvrtém kroku pro obraz X, je
1
#'3)X,=[0 -1 1]{1|=-1<0 atedy podle pravidla 3 W(4)=W(3).
0
Nyni ptivadime na vstup obrazy znovu od X,
1
' (@X =[0 -1 1]|-1|=1>0 aproto dle pravidla 3 W(5)=W(4),
0

dale pro obraz X,

-56 -



1
w'(5)%,=[0 -1 1]j0|=1>0; opét podle pravidla 3 W(6)=W(5)

1

a kone¢né¢ pro obraz X,
1
#(6)X,=[0 -1 1]| 0 |=-1<0 atedy znovu podle pravidla 3 je W(7)=W(6).
-1
Ve ctytech (pocet obrazi v trénovaci mnozin€) naslednych krocich nebylo tfeba jakékoliv

korekce vahového vektoru, vsechny obrazy u¢ebni mnoziny byly klasifikovany spravné, algo-
ritmus proto dal nepokracuje, uréeny vahovy vektor je w' = [O -1 1]. To znamenad, Ze hra-
ni¢ni pfimka je ur€ena rovnici —x; + x, = 0, resp. X; = Xp, coz reprezentuje piimku prochazeji-
ci pocatkem s jednotkovou smérnici (obr.2.29). ooad

2.4.5 Algoritmus podpurnych vektori

Algoritmus podplrnych vektorti (support vector machine — SVM) ptedstavuje velkou tiidu
metod s pouzitim v rozlicnych klasifikacnich
ulohach, v této kapitole se vénujme jeho pouziti
predevsim pro hledani linearni separace klasifi-
kacnich tfid. Za¢neme dichotomickym problé-
mem s linearn¢ separabilnimi  klasifikacnimi
tiidami, ktery se posléze pokusime zobecnit.

Separablini tiidy

Ptredpokladejme, Ze trénovaci mnoZina obsa-
huje K obrazovych vektorti, které patii do dvou o
linedrné separabilnich klasifika¢nich tfid ®; a
y, které 1ze oddélit hranici b(x) = wix+ wo=10 0 X4
(viz téz vztah (2.135)).

V ptedchézejici kapitole jsme zminili, Ze po- Obr.2.30 Nejednoznacnost mozné linedrni
loha takové hrani¢ni plochy neni obecné jedno- separace dvou klasifikacnich trid
znacna a pouZzijeme-li algoritmus uceni jedno-
vrstvého perceptronu, pak jeji poloha nemusi byt optimalni. Na obr.2.30 je zndzornéno né€ko-
lik moZnych feSeni. VSechny tfidy beze zbytku
spliiuji pozadavek na dokonalé oddéleni obou
mnozin, lze vSak i intuitivn€¢ odhadnout, ze né-
které z uvedenych tfeseni je vhodnéjsi, jind mé-
né. Ztejm¢ nejlepsi volba z déleni obrazového
prostoru uvedeného na obr.2.30 ptedstavuje sil-
na Cara, kterd prochazi v dostatecné velké vzda-
lenosti od vektori obou mnoZzin. Takové feSeni
je nepochybné nejrobustnéjsi pro klasifikaci
novych vektorti, které nejsou soucasti trénovaci
mnoziny. Pomér vzdalenosti kazdé dil¢i c¢asti
trénovaci mnoziny od hranice bude urcité zéle-

Zet na oCekavani, jaky prostor budou vyplilovat  0br.2.31 Priklad déleni obrazového prostoru

nov¢ klasifikované obrazy. V pfipadé, Ze je toto pomoci algoritmu podpiirnych vektorii
v pripadé separabilnich trid
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ocekavani stejné pro obé mnoziny, resp. nemame-li z tohoto pohledu Zadnou apriorni infor-
maci, predpokladame, Ze by tento pomér mél byt roven jedné.

Na zakladé této tivahy lze definovat kritérium, jez umozni nalézt optimalni polohu délici
hrani¢ni roviny. Necht’ je to takova nadrovina, kterd vytvari nejvétsi sitku toleran¢niho pasma
mezi hranici a obéma ¢astmi trénovaci mnoziny.

Ptipomenme nyni, ze orientace dé€lici roviny je dana soutadnicemi vektoru w a jeji poloha
hodnotou prahu wy. Dale pfipomeiime obr.2.15 a vztah (2.138), podle kterého je vzdalenost
bodu od hrani¢ni roviny

Nyni pfedpokladejme, ze hodnota funkce b(x) v nejblizSim bod¢ mnoziny w; je rovna +1 a
v nejbliz§im bodé mnoziny m, je -1. V tom piipad¢ a za predpokladu stejnych vah obou dil-
¢ich mnozZin je Sifka celého toleran¢niho pasma
1 N 1 2 @.170)
TRl A7
Wl W] Iwl

a pro vSechny vektory trénovaci mnoziny plati

w'x+w,>1 proVxeo,;
T (2.171)
W Xx+w,<-1 provVxewm,.

Jestlize definujeme pomocnou cilovou proménou 0Oy, v tomto piipadé definovanou tak, ze
O0x =1 pro vektory z tfidy m; a dx =-1 pro vektory z tfidy m,, pak Ize definovat kriterialni
funkci

J(w,wo) = L (2172)

(kvadrat normy je pouzit, abychom se vyhnuli nespojitosti derivace ||w|| v bod¢ nula a koefi-
cient 1/2 zjednodusi vyrazy ziskané po derivovani), kterou budeme minimalizovat. Ze vztahu
(2.170) je nepochybné vidét, Ze minimalizaci normy maximalizujeme Sifku toleranéniho pas-
ma. Minimalni hodnotu kriteridlni funkce musime hledat za podminky, ze

5,.(w'x+w,)>1, proVx z trénovaci mnoziny. (2.173)

To je opét nelinedrni podminénd optimalizacni iloha, ktera vede na vyuziti metody Langran-
gova soucinitele pro hledani vdzaného extrému. Jejim pouZzitim ziskame soustavu rovnic (tzv.
Karushovy — Kuhnovy — Tuckerovy podminky)

0
%L(w,wo,k) =0 (2.174)
iL(w W,,A) =0; 2.175
awo b 0° > ( . )
A8 (Wix, +w,)-1]=0,k=12,..,K; (2.176)

kde A je vektor Langrangovych souciniteli Ax> 0, k=1, 2, ..., K a £(w, wy, A) je Langrango-
va funkce definovana vztahem
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T K
S A8, (W, +wy) 1] (2.177)

k=1

L(W,W,,L) =

Resenim uvedené soustavy rovnice dostadvame

K
W= A8,X, (2.178)

k=1

K

D X8y =0. (2.179)

k=1

Resenim této soustavy ziskavame optimélni hodnoty wo a w.
Vektory, pro které lezi pravé ve vzdalenosti 1/ ||w , tj. vektory, které pravé definuji Sitku to-

leranéniho pésu a pro které plati w'x + wo = £1, se nazyvaji podpiirnymi vektory a klasifiké-
tor pouzivajici hrani¢ni plochu optimalné ur¢enou soufadnicemi podptrného vektoru se ozna-
cuje jako algoritmus podpitrnych vektorit (viz téZ obr.2.27).

Priklad:

Navrhnéte linearni rozdéleni dvou-
rozmérného obrazového prostoru po-
moci algoritmu podpiirnych vektort, za
ptedpokladu, ze obrazové vektory
x;=(1, D' a x,=(1, -1) patii do tiidy
o, a vektory x3=(-1, )T a x4 = (-1, -1)
do tfidy w; (viz obr.2.32).

Jednoducha geometrie zadani patrna

z obr.2.32 a znalost principu algoritmu

podpirnych vektori vede k intuitivnimu

feSeni ulohy, definujicimu hrani¢ni

funkei b(x) = w;x; + wyxp +wo =0 pro

wi=1 a w,=wp=0. Vtom ptipadé¢

jsou vSechny Cctyfi obrazové vektory

podpirnymi vektory a tolerancni pas

oddélujici hrani¢ni pfimku od vSech

podptrnych vektort je Siroky praveé 1.

Vsechna ostatni mozna feSeni vedou Obr.2.32 Zadani a FeSeni prikladu
Pokusme se nyni o matematickou formulaci a feSeni zadané ulohy. Lagrangova funkce

podle vztahu (2.177) v tomto konkrétnim ptipad€ nabyva tvaru

Wi+ W)

L(W,,W,,W,,A)= MW, +w,+w, =D —A, (W, —w,+w,—1)—

(2.180)
— AW, —w, —wy =D = A, (W, +w, —w,—1)

Jeji derivaci podle jednotlivych soufadnic vektoru w dostavame (viz vztahy (2.174) a
(2.175))
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L 0o w, = h 4k, hy Ay
1

oL
S =0 Wy =k Ry Ay (2.181)

2

a‘iv—L:o:xlmz—er:o

0
a ze vztahu (2.176) plyne

AW, +w,+w,-1)=0;

AW, —w,+w,—1)=0;

2( 1 2 0 ) (2 1 82)

Ay (W, —w,—w,—1)=0;

AW, +w,—=w;—=1)=0.

Jednotlivé rovnice se rovnaji nule, bud’ kdyzZ A;= 0, nebo kdyz jsou rovny nule vyrazy v

zavorce, nebo oboji. Protoze v této chvili nevime, jaké hodnoty nabudou Langrangovy souci-
nitele A;, budeme se zabyvat piipadem, kdy se budou rovnat nule vyrazy v zavorkach. V tom
ptipadé se soustava rovnic (2.182) transformuje do linearniho tvaru

w,+w,+w,=1;

W, —W,+w,=1;

b e (2.183)
W, —W,—w,=1;

W, +w,-w, =1,
ktera ma feSeni w; = 1 a w, =wy = 0, coz odpovida intuitivnimu feseni uvedenému na zacatku
feSeni tohoto ptikladu. Po dosazeni za wi, w; a wy do (2.181) dostadvame linearni soustavu tii
rovnic pro Ctyfi nezndmé Aj, Ay, Az a Ayg

A+A,+A+A, =1
A=Ay =+, =0; (2.184)
A+A,—A;—A,=0.
Tato soustava ma nekonecné mnoho feseni, ktera 1ze parametricky popsat
1-2t 1-2t
Ay =1t X3=T;k2=X4=takl=K3=T. (2.185)
Ovsem vSechna feSeni odpovidaji optimalnimu nastaveni soufadnic vektoru w, napt. pro
t=0,25jsou A; = 0,25, 1,=0,25,A3=0,25a
stejné A4 = 0,25. ooad

Neseparablini tiidy

Pokud jsou obé¢ klasifikacni tfidy nesepara-
bilni, pak vysSe uvedené piedpoklady neplati.
Predpokladejme situaci zobrazenou na obr.2.33.
Kromé obrazovych vektort, které odpovidaji
predstavé rozebirané v diivéjsi kapitole, jsou
v trénovaci mnoziné i vektory, které jsou uz
v toleran¢nim pasu, ale jsou spravné klasifiko-
vany (zakrouzkované body), ovSem existuji i
vektory, které budou Spatné klasifikovany, pro-
toze lezi v opacné poloroving, nez by odpovida-
lo spravné klasifikaci (zactvereckované body).

Obr.2.33 Priklad déleni obrazového prostoru
pomoci algoritmu podpuirnych vektorii
v pripadé linearné neseparabilnich trid
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Pro vektory lezici ve spravném tolerancnim pasu je
0<8, .(Wix+w,)<1 (2.186)

pro obrazové vektory nachazejici se na nespravné strané
d€lici hranice, tj. chybn¢ klasifikované obrazy je

S, .(wix+w,)<O0. (2.187)

Abychom mohli popsat vSechny tfi ptipady pomoci jediné formulace (to je tfeba pro defi-
nici kriteridlni funkce), zavedeme dal$i proménné, &, > 0. Nazyvame je relaxacni proménné.
Pomoci téchto proménnych mizeme psat

S, .(Wix+w,)>1-¢,. (2.188)

Obrazy prvni kategorie, tj. dostate¢né jisté spravné klasifikované odpovidaji hodnotdm &, = 0,
obrazy lezici na spravné strané tolerancniho pasu je 0 <& <1 a kone¢n¢ pro chybn¢ klasifi-
kované obrazové vektory je & > 1. Optimalizacni tloha je ted’ nepomérné komplikovanéjsi, i
kdyz vychazi ze stejnych principl. Cilem optimalizace je ted’, stejné€ jako v predchozim pfi-
& > 0. Znamena to, Ze se v tomto piipadé snazime o slouceni dvou optimalizacnich tloh. Ma-
tematicky vyjadfeno, snazime se minimalizovat kriteridlni funkci

1 2 K
J(w,w,,8) = EHW” +CYI(E), (2.189)
k=1
kde & je vektor relaxacnich proménnych &,
I, prog, >0;
I(S,) = 2.190
&) {0’ brot 0. (2.190)

a konstanta C vyjadiuje pomér vlivu obou ¢lend kriteridlni funkce podle (2.189). Bohuzel
ulohu zna¢né€ komplikuje dle definice nespojita funkce I(Ex). Abychom byli schopni kriteridlni
funkci derivovat, pouZiva se nahradni vyjadreni kriterialni funkce ve tvaru

Ly 2 &
J(w,wo,€)=5||w|| +CY &, (2.191)
k=1
kterou minimalizujeme za podminky, Ze

S, . (W'x, +w,)>1-¢ ,k=12,.K (2.192)

Definice problému opét vede k feSeni pomoci metody Lagrangova soucinitele, tentokrat
s Lagrangovou funkci

T K K K
W W
LW, W(,8, A, 1) = ) + CZ & — Zukak - Zxk[éxk(wak +wy)—1+&] (2.193)
k=1 k=1 k=1
Tomu odpovidajici Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podminky jsou
oL <
P =0nebo w = Zkkﬁxkxk; (2.194)

k=1
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oL S .
WzOnebow:ZKkéixk, (2.195)
0 k=1
oL
a—zOnebo C—p,—A, =0,k=12,...,K; (2.196)
k
LIS, (WX, +w,)—1+E,1=0,k=12,..,K. (2.197)
wé, =0,k=1L2,...K; (2.198)
n =0,A, 20,k=12,..,K (2.199)

2.5 Souvislosti jednotlivych principi klasifikace

V kap.2.4.1 a na obr.2.18 jsme si jiz uvedli, jak hrani¢ni plochy souviseji s diskriminacni-
mi funkcemi - Ze je tvofi priimét priseciku diskriminacni funkce do obrazového prostoru.

Vzéajemné souvislosti mezi jednotlivymi principy klasifikace si objasnime na jednodu-
chych ptikladech. Zacnéme se srovnanim klasifikace podle minimalni vzdélenosti a klasifika-
ci podle diskrimina¢nich funkci.

Uvazme piiklad dvou tfid reprezentovanych etalony X = (X115, X128) @ X2 = (X218, X22E)
v dvouptiznakovém euklidovském prostoru. Vypocet vzdalenosti mezi obrazem x = (xj, X3) a
libovolnym z obou etalont je v tomto prostoru definovan vztahem

XsE - X” =min
Vs

X - X” = \/(Xle - X1)2 +(Xgp — Xz)z; s=1,2. (2.200)

V(XSE > X) =

Podle definice rozhodovaciho pravidla klasifikatoru podle minimalni vzdalenosti hledame
mensi z obou vzdalenosti, tj. min v(x_;, x). Protoze ndm nejde o stanoveni konkrétni vzdale-
s=1,2

nosti, ale o nalezeni minima a rovnéz diky tomu, Ze vzdalenost mezi dvéma body prostoru je
v , Y , v , : 2 r o~
vzdy kladna, mizeme psat, ze hleddme min v- (X ,X). To znamena, ze
s=1,2

) ) 2
X - X” = Hgsn [(Xle =X)" + (Xp —X3) ]:

(stlE +X§2E):|} (2.201)

min v(X_;,X) ~ min v’ (X, X) =
Vs Vs

s 2 2
- nglsn {xl +X; - Z{XS“_ZX1 + X pX, — 5

Pro kazdy etalon pfedstavuje vyraz ve sloZzenych zavorkach kuzZelovou plochu s vrcholem
v etalonu (pokud je vektor x totozny s etalonem, je vyraz ve slozenych zavorkach roven nule)
a rozSifujici se do kladnych hodnot funkce g(x) (pro soufadnice vektoru x = (X5g=*ci,
XgE t ¢2) je hodnota vyrazu ve slozenych zavorkach rovna c; +c2) (obr.2.34). Jak je z obraz-
ku patrné, tato orientace kuzelové plochy bohuZel nesplituje podminku pro diskriminaéni
funkci, ov§em pro dany obraz x dvoj¢len x; +x3 ve sloZenych zavorkach ve vyrazu (2.201)
nezavisi na klasifika¢ni tfidé, miizeme jej proto povazovat za aditivni konstantu, kterd se ne-
podili na rozhodovani. Ponévadz je tento ¢len vzdy kladny, mliZzeme ur¢it minimum celého
vyrazu pravé tehdy, kdyz najdeme ve vztahu (2.201) maximum vyrazu v hranatych zéavor-
kach. Tim se orientace kuzelové plochy méni a v souladu s principem klasifikace podle dis-
kriminacnich funkei lze tento vyraz povaZovat za defini¢ni vztah diskriminacni funkce s-té
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a(x) prisedik kuZelovych ploch

"

x1E\ ~
/ pramét priseciku g
kuZelovych ploch T
X5 do roviny x4X, X,
/

Obr.2.34 Klasifikace podle minimalni vzdalenosti

tiidy gi(x). Kuzelové plochy se v obou piipadech protinaji v parabole a jeji primét do obrazo-
vé roviny je ptimka (obr.2.34), definovand vztahem

2 2 2 2
Xie T X = X5 — X0
2

Tato hrani¢ni pfimka mezi klasifikacnimi tfidami je vzdy kolma na spojnici obou etalonil a
tuto spojnici puli. Z uvedeného plyne, ze klasifikator pracujici na zédkladé minimalni vzdale-
nosti je ekvivalentni linedrnimu klasifikatoru s diskrimina¢nimi funkcemi. Déle je tento pfi-
klad ukazkou toho, ze i nelinearni diskrimina¢ni funkce muze vyustit v linearni separaci klasi-
fika¢nich trid.

Jinou moznosti, jak zkonstruovat diskriminac¢ni funkci na zékladé¢ principu stanoveni vzda-
lenosti, resp. podobnosti mezi klasifikovanym obrazem a etalony klasifika¢nich tfid je pouziti
metriky podobnosti. Dle zavislosti mezi vzdalenostni a podobnostni metrikou se méni tvar
kuzelové plochy, nicméné jeji vrchol leZi vzdy nad etalony klasifikacnich tfid, kuzelova plo-
cha se rozSifuje smérem k obrazovému prostoru, méni se sice tvar pruseciki kuzelovych
ploch odpovidajicich jednotlivym etalonlim, ale jejich primét do obrazové roviny zlstava
linearni — za predpokladu, Ze metriky pro jednotlivé etalony nejsou rizn¢ vahované.

Uvazme nyni ptipad, kdy je

=0. (2.202)

Xy (X g = Xgpp) X5 (X e = Xp0p) —

o . Xa
ttida ®; reprezentovana etalo- . x
o . hranice podle 2E
nem Xg a tfida ®, dvéma etalo- minimalni T
ny x{) a x|} a obrazovy vektor vzdalenosti |
. . < . mezi etalony
x klasifikujeme opét pomoci x._ axil '
o r e . v , . 1E 2E
kritéria nejmensi vzdalenosti. \ X
Podle vyse uvedeného vztahu °X,c e o F
pro hranici odd¢€lujici obrazy N
nalezejici jednotlivym etalonlim hranice podle minimalni AN
podle kritéria minimalni vzdale- vzdalenosti mezi etalony Y
[ . [ . 2
nosti jsou hranice mezi tfemi X1g @ X5
etalony zndzornény na obr.2.35.
—— X1

Protoze tfidu w, predstavuji dva
etalony, je hranice mezi obéma Obr.2.35 Klasifikace podle minimalni vzdadlenosti

tfidami lomena pfimka palici s viceetalonovymi klasifikacnimi tridami
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vzdalenosti mezi etalony x;r a x{) axjga x5 .

Klasifikace podle minimalni vzdalenosti s tfidami reprezentovanymi vice etalony je ekvi-

valentni klasifikaci podle diskriminacni funkce s po ¢astech linedrni hrani¢ni funkei.
Pokusme se tedy shrnout vzajemné vztahy mezi jednotlivymi principy klasifikace.

e Hranice mezi klasifikacnimi tfidami jsou dany primétem diskrimina¢nich funkci do obra-
zové roviny.

e Klasifikace podle minimalni vzdalenosti definuje hranici, ktera je kolma na spojnici etalo-
nu klasifikacnich tiid a pali ji.

¢ Princip klasifikace dle minimalni vzdélenosti vede bud’ pfimo, nebo prostiednictvim vyuzi-
ti metrik podobnosti k definici diskriminacnich funkci a ty dle prvniho ze zde uvedenych
pravidel k ur¢eni hranic mezi klasifikacnimi tfidami.

2.6 Sekven¢ni priznakova klasifikace

2.6.1 Zakladni avahy

V dosud popisovanych metodach pro vymezeni klasifika¢nich tfid jsme pfedpokladali, ze
vSechny klasifikované obrazy maji konstantni pocet pfiznakd, pficemz problém stanoveni
vhodného poctu pfiznakll jsme zatim netesili. Je zfejmé, Ze nepfiméfeny pocet piiznakli mize
pti klasifikaci zpasobit potize. Maly pocet priznaki (malé mnozstvi informace) mtze byt pfi-
¢inou nespravné klasifikace, naopak zjisStovani velkého mnozstvi dat mize byt z hlediska cilii
klasifikace nepfimétené pracné, ptfipadné nékladné, zpravidla oboji. Jednou z moznosti jak
nalézt kompromis mezi chybou klasifikace a cenou urceni ptiznaki je sekvencni klasifikace,
ktera spociva v klasifikaci obrazli popisovanych stale rostoucim mnozstvim ptiznaki, pficemz
okamzik ukonceni klasifikace a tim celkovym pocet pfiznakt stanovi klasifikator sdm na za-
klad¢ predem stanoveného kritéria posuzujiciho kvalitu rozhodnuti. Algoritmus fizeni sek-
venéni klasifikace mlze byt jednoznacné urcen predem, napt. rozhodovacim (klasifikaénim)
stromem, nebo zavisly na vlastnostech vyskytu jednotlivych pravé zpracovavanych obrazi.
Metodam pouzivajicim klasifika¢ni stromy a zpiisobu jejich ndvrhu je vénovéna publikace
[4], zabyvejme se zde proto piedevSim zdkladnim principlim tohoto zpusobu klasifikace a
druhému, alternativné uvedenému pitistupu.

Ptredpokladejme, Ze n-rozmérny ob-
razovy prostor X" je hrani¢nimi plo-
chami rozdé€len na R disjunktnich ob-
lasti R, r=1, 2, ..., R, které reprezen-
tuji predstavu klasifikatoru o klasifi-
kacnich tfidach. Proto je obraz x, ktery
se nachazi voblasti ®, obrazového

prostoru, zatazen do tfidy ;. Jestlize se
jedné o ptipad neseparabilnich klasifi-
kac¢nich tiid, mize dojit k chybnému
zatfidéni  obrazu. Pravdépodobnost
chybného zatfidéni je zfejme tim vetsi,
¢im mensSi je vzdalenost obrazu od hra-
nice. Mame-li zadano kritérium ukon-
ceni klasifikacniho procesu napt. po-
moci maximalni pfipustné pravdépo-

dobnosti chybneho rozhodnuti, Ize si Obr.2.36 Princip sekvencni klasifikace
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toto kritérium zndzornit graficky podle obr.2.36. Jednoptiznakovy obrazovy prostor je hranici
rozdélen na dvé oblasti R ;1 a Ry, které reprezentuji klasifikacni tiidy. Okolo rozdélujici
hrani¢ni plochy je oblast nejistoty R ;, ve které je pravdépodobnost chyby vétsi nez prede-
psana. Nachazi-li se obraz x v oblasti R ¢, je potieba v klasifikaénim procesu pokracovat pti-
danim a zpracovanim dalsi informace (dal$iho ptiznaku), je-li obraz mimo tuto oblast 1ze kla-
sifikaci ukon¢it.

Kazdy ptiznak v obraze nese urCité mnozstvi informace o klasifikovaném objektu a toto
mnozstvi je obecné pro jednotlivé ptiznaky rizné. Intuitivné lze usoudit, Ze rozhodovaci pro-
ces bude mozné ukoncit diive, pokud bude obraz vyjadien nejdiive piiznaky nesoucimi nej-
vetsi mnozstvi informace. Rychlost sekvenc¢ni klasifikace je tedy zavisla na potadi, v jakém
jsou jednotlivé ptiznaky do obrazu klasifikovaného objektu ptidavany.

Zabyvejme se nyni kritérii pro fizeni sekvencniho klasifikatoru, problematika vybéru a
usporadani priznakl bude rozebrana pozd¢ji v kap.3.

2.6.2 Waldovo Kritérium

Predpokladejme dichotomicky klasifikator a dale, ze kazdy klasifikovany obraz x je po-
psan mnozinou piiznakl {x;, Xz, ...}. Necht p(xy, Xz, ..., X; | 1) a p(Xy, X2, ..., Xj | ®;) jsou i-
rozmérné hustoty pravdépodobnosti vyskytu obrazu x = (xi, X3, ..., Xj) vytvoieného v i-tém
klasifikaénim kroku ve tfidach ®; a w,. Konecné, necht’ A a B jsou konstantni parametry, pro
které plati 0 < B < 1 < A <oo. Jestlize v i-tém klasifikacnim kroku plati pro vérohodnostni
pomér A, definovany vztahem

_ p(Xl aXZ a"~7Xi|(’01)

A,
p(X1>X2>---aXi|(‘02)

(2.203)

ze Aj <B, pak dy(x) = o, je-li Aj > A, pak dy(x) = ®;. Konecné, kdyz A; € (B,A), pak se
pfibere dalsi ptiznak x;:; a klasifika¢ni proces se zopakuje.

Jak vyplyva z uvedeného rozhodovaciho pravidla, zavisi pocet krokti rozhodovaciho algo-
ritmu, tj. maximalni pocet pfiznakli v obrazu x, na volb& hodnot meznich parametrit A a B a
na hustotach pravdépodobnosti vyskytu obrazti v obou klasifikacnich tiidach.

Pokud jsou dany pravdépodobnosti chybného zatazeni

o= j p(x|lo)dx a B= IP(X|0)2)an (2.204)

R Ry

muzeme empiricky stanovit hodnoty mezi A a B napt. podle vztahi

=—— a Bz——71.
B 1_p (2.205)
Jsou-li pfiznaky x, X», ..., ze kterych jsou vytvofeny obrazy X, statisticky nezavislé, Ize
dokazat, ze k ptijeti rozhodnuti podle Waldova kritéria je potieba konecny pocet krok, tj.
konecny pocet ptiznakd.
Z hlediska poctu kroki ma Waldovo kritérium ve srovnani s jinymi rozhodovacimi pravi-
dly optimalni vlastnosti vyjadiené vétami:

a) pro libovolné kritérium s pevnym poctem n pfiznaki a s pravdépodobnostmi o a § chyb-
nych rozhodnuti plati pro n, Ze je vétsi nebo rovno stfedni hodnoté poctu krokti podle
Waldova kritéria;

b) pro libovolné sekvencni kritérium je k rozhodnuti potifeba primérny pocet krokl vétsi
nez je prumérny pocet krokt podle Waldova kritéria.
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2.6.3 Reedovo Kritérium

Waldovo kritérium je vazano na vypocet vérohodnostniho poméru pro dvé klasifikacni tii-
dy. Proto se pro pocet klasifika¢nich tfid R vétsi nez dvé vyuziva kritéria zalozeného na tzv.
zobecnéném veérohodnostnim poméru definovaném pro kazdou klasifikaéni tfidu o, vztahem

p(xl,xz,...,xi|mr)

R /R ?
(Hp(xlaxz 7"'5Xi|(’os)J
s=1

kde 1, podobné jako ve vztahu (2.203), udava poradi klasifikovaného kroku, tj. pocet pouzi-
tych piiznak.

Takto vypocitany pomér Aj(x | ;) se srovna s mezni hodnotou r-t¢ tiidy A(w,) stanovenou
jako

A (xlo,) = r=12....R,

(2.206)

1-P
A(w,) = = r=12,..,R,

(]_[(I—Prs )j

kde P, je pravdépodobnost, Ze obraz x ze tfidy o je zafazen do tfidy o,. Pokud pro tfidu o,
plati, ze

(2.207)

A (xo,)=A(w,), p=12,..,R, (2.208)

pak pfedpokladame, Ze obraz x nepatii do tfidy o, — tfidu @, tedy mizeme vyloucit z mnozi-
ny nadale uvazovanych klasifikacnich tfid, tj. tfid do nichz lze obraz x zatadit. Po vylouceni
vSech tiid o, pro které plati vztah (2.208), se spocitaji nové hodnoty zobecnénych vérohod-
nostnich pomérd Aj(x|®;) a meznich hodnot A(w;), nové hodnoty se srovnaji a pokud pro né-
kterou ttidu opét plati vztah (2.208), tato tfida se vylouci z mnoziny moznych klasifika¢nich
tfid, atd., pokud nezistane posledni tfida, do které je pak klasifikovany obraz zatazen. Neni-li
mozné vyloucit Zadnou klasifikacni tfidu, zvysi se pocet ptiznakl na i + 1 a klasifika¢ni pro-
ces pokrcuje pro vSechny mozné klasifikacni tfidy.

Pro R =2 je Reedovo kritérium ekvivalentni kritériu Waldovu a ma tytéZ optimalni vlast-
nosti. Pro R > 2 nebyla optimalita Reedova kritéria ani prokazana, ani vyvracena.

2.6.4 Modifikované Waldovo Kkritérium

Ptes optimalni vlastnosti Waldova kritéria mlize nastat situace, Ze
e pocet krokli potfebnych k pfijeti rozhodnuti podle tohoto kritéria mize byt pro nékteré
obrazy pfili§ velky, i kdyz stfedni hodnota poctu krokii pro vSechny obrazy je relativné
nizka;
e i stfedni hodnota poctu kroki potiebnych k rozhodnuti je ptili§ velka, jestlize pozaduje-
me, aby byly malé pravdépodobnosti chybnych rozhodnuti.

V praktickych ulohdch byva proto ucelné klasifikacni proceduru po ur€itém poctu kroki
prerusit a klasifika¢ni tfidu urcit podle néjakého doplitkového kritéria, pracujiciho s pevnym
poctem piiznaki. To lze zajistit:

e predepsanim urc¢itého maximalniho poctu kroki;
e zavedenim proménnych hranic A(i) a B(i).

Necht’ A(1), ptip. B(1) je nezdporna nerostouct, resp. nekladna neklesajici posloupnost po-

¢tu klasifikacnich krokt. Klasifikator v i-tém kroku zatadi obraz x = (x;, X, ..., X;j) do tfidy
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o1, pokud A; > ™ do ttidy w,, pokud A; < BV a pribira dalsi ptiznak, jestlize A; € (eB(i),

A,

Problém analytického stanoveni posloupnosti A(i) a B(i) neni obecné vytfesen, obvykle se
tato uloha fesi experimentalné. Jestlize pro obé mezni posloupnosti plati, Ze A(imax) = B(imax)
(obr.2.33), pak nejpozd¢€ji pro i=1ima je klasifikacni procedura ukoncena, pfi¢emz stiedni
pocet kroka potfebnych k rozhodnuti je mensi nez u standardniho Waldova kritéria, ovSem za
tu cenu, ze nemusi byt splnény pozadavky na pravdépodobnost chybného rozhodnuti.

Pomérné Sirokou tfidou funkci pouzivanych pro urceni proménnych hranic modifikované-
ho Waldova kritéria jsou funkce

A@) = a.[l - Lj o B(i) = —b{l - L] 2 : (2.209)

max max

kde a, b> 0, q1, q2€(0,1) a i« je predem stanovend hodnota maximalniho poctu klasifikac-
nich kroku klasifikatoru. Pritbéh funkci A(i) a B(i) podle (2.209) s riznymi hodnotami expo-
nentll q; a g, jsou na obr.2.37. Pro i > o jsou A(i) =a a B(i) =-b a klasifika¢ni procedura
odpovida originalnimu Waldovu kritériu s mezemi A =¢*a B =¢".

Obr.2.37 Zavislost klasifikacnich hranic Waldova kritéria na poctu priznakii

2.6.5 Modifikované Reedovo Kritérium

Princip konstrukce proménnych meznich hodnot tak, jak byl pouzit u modifikovaného
Waldova kritéria, 1ze pouzit 1 pro ptipad vice klasifikac¢nich tfid. V kazdém klasifikacnim
kroku miliZze byt hodnota zobecnéného vérohodnostniho poméru Ai(x | or) pro vsechny tfidy
srovnavana s prahem definovanym vztahem

. qr
Gr(i)=gr{1—;J . r=1..R. (2.210)

Kdyz plati, ze Ai(x|o;) < Gi(i), pak je tfida o, vyloucena z dalSiho rozhodovani a pocet
moznych klasifikac¢nich tfid se snizi o jednu. Vypocet pokracuje zplisobem ekvivalentnim
postupu popsaného v ptipadé standardniho Reedova kritéria, dokud nezlistane posledni jedina
ttida, do které se vstupni obraz pfitadi.
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3 Volba a vybér priznaku

3.1 Uvod

Pro spravnou ¢innost potiebuje klasifikator dostate¢né mnozstvi kvalitni informace. Intui-
tivne Ize predpokladat, ze ¢im vétsi mnozstvi informace data nesou, tim spravnéjsi bude roz-
hodovani klasifikatoru, pfipadné tim mensi bude moznost, ze se zmyli. Z toho vyplyva, ze
¢im uplné;si popis klasifikovaného objektu zprostfedkuje jeho matematicky popis, tim kvalit-
né&jsi by méla byt Cinnost klasifikatoru. Takova tivaha v jednoduchém disledku vede k co nej-
podrobnéjsimu popisu objektu pomoci velkého poctu piiznaki.

Rostouci pocet ptiznakl ale na druhé strané komplikuje technickou realizaci klasifikatoru.
Roste slozitost rozhodovaciho algoritmu a tim i pozadavky na jeho névrh, pfip. i na vypocetni
cas pottebny ke klasifikaci. Z hlediska technického feSeni je proto zadouci pocet ptiznakl
v obrazu klasifikovaného objektu co nejvice omezit.

Z téchto dvou protichiidnych pozadavkl logicky vyplyva, Ze feSeni kazdé konkrétni klasi-
fika¢ni Ulohy spociva v nalezeni rozumného kompromisu mezi spravnosti klasifikace a poza-
davky na jeji technickou realizaci. Abychom takovy kompromis nalezli, je pro danou ulohu
tteba:

e definovat ptipustnou miru spolehlivosti klasifikace;
e urcit ty pfiznakové proménné, jejichz hodnoty nesou nejvice informace, tj. ty promeénné,
které jsou nejefektivnéjsi pro co nejlepsi separaci pozadovanych klasifikacnich tiid.

Definice miry spolehlivosti urcuje optimalizaéni kritérium, podle kterého jsou ptiznakové
proménné hodnoceny a vybirdny. V prevazné vétsiné piipadli se pouziva pravdépodobnosti
chybné klasifikace, ¢i riznych dalSich sofistikovanéjSich kritérii z pravdépodobnosti chybné
klasifikace odvozenych, jako jsou hodnoty senzitivity a specificity, tvaru tzv. pracovni cha-
rakteristiky klasifikdtoru (ROC — Receiver Operating Characteristic). Vhodnym kritériem
muze byt i odchylka obrazu vytvorené¢ho z vybranych ptiznaka vi¢i uréitému referenénimu,
ve stanoveném smyslu idedlnimu obrazu.

Zpusob, jak urcit ptiznakové veli¢iny nesouci nejvice informace pro klasifikator, neni teo-
reticky formalizovan, tj. neexistuje teoreticky aparat, pomoci kterého by bylo mozné pfedem
stanovit veliiny, jejichz hodnoty poskytuji uzite¢nou informaci, nebo naopak ty, které jsou
pro klasifikaci nedtlezité. Teorie nabizi pouze dil¢i, suboptimalni feSeni, spocivajici ve vybé-
ru nezbytného poctu veli€in z predem zvolené mnoziny ptiznakovych veli¢in, ptip. ve vyjad-
feni pivodnich ptiznakovych veli¢in pomoci mensiho poctu skrytych (latentnich) nezavislych
proménnych, které nelze pfimo méfit, ale mohou, ovSem také nemusi mit ur¢itou vécnou in-
terpretaci. Prvni z obou postupii ma pfimy disledek i na optimalizaci pofizovani dat (neni
nadale nutné méfit ty veliCiny, které neprokazou, ze obsahuji vhodné mnozstvi informace).
Naopak, druhy postup predpoklada kompletni vstupni data, kterd pouze transformuje a vytvari
tim moznost jejich efektivnéj$iho zpracovani.

3.2 Volba priznaki

V Zadném z obou pftistupli vSak neni specifikovano, jak ur¢it vychozi mnoZzinu piiznako-
vych proménnych. To se zpravidla déje na zaklad€ empirie a expertni analyzy, vychazejici ze
znalosti podstaty feSeného problému. Muze to byt i na zdkladé simulacnich vypocti
s matematickymi modely analyzovanych jevli a procesti. Neméné dulezitym aspektem pro
tuto pocatecni volbu je i nase schopnost, dana technickymi moznostmi, urc¢ité veli¢iny méfit.
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Neni proto jisté, zda zvolend vychozi mnozina bude obsahovat pravé ty veliCiny, jejichz hod-
noty jsou pro danou klasifika¢ni ulohu nejuzite¢né;si.
Ptes empiricky charakter pocate¢ni volby piiznakovych veli¢in plati nékteré zasady, kte-
rymi se lze pfi této volbé fidit. Jak zahy uvidime, s nékterymi principy jsme se uz setkali
Podle prvni myslenky, ktera napadne, to vypada, ze uzite¢néjsi (informativnéjsi) pro klasi-
fikaci by méla byt ta ptiznakova veli¢ina, pro kterou jsou dvé¢ klasifikacni tiidy vzdaleng;jsi.
Samotna vzdalenost ale sama o sobé neni rozhodujici, pfi zvazovani, zda pouzit tu kterou pfi-
znakovou veli¢inu je tfeba vzit v ivahu i rozptyl hodnot uvazovanych ptiznakovych veliin.
Lze tedy formulovat dva zakladni principy (viz také kap.2.4.3 o Fisherov¢ diskriminaci):
a) vybér velicin s maximalni vzdalenosti mezi tiidami
Pokud je rozptyl ptiznakii ve dvou klasifikacnich tfidach stejny, pak jsou tfidy lépe
rozlisitelné pro tu ptiznakovou veli¢inu, pro kterou je vzdalenost mezi tfidami vétsi
(obr.3.1a).
b) vybér velicin s minimalnim rozptylem uvniti ti'id
Kdyz je vzdalenost dvou tiid pro rizné ptiznakové veli¢iny stejnd, pak jsou tridy 1¢-
pe rozlisitelné s tou piiznakovou veli¢inou, jejiz hodnoty se pro kazdou tfidu méni mé-
né, tj. jejiz rozptyl v jednotlivych klasifikac¢nich tfidach je mensi (obr.3.1b). Jinymi slo-
vy, ¢im mensi je rozptyl pfiznakové veliciny uvnitf klasifikacni tfidy, tim vice informa-
ce nese pfiznakova veli€ina o tfidé¢, do které patii.

b
Obr.3.1 Zasady pro volbu priznakii — a) prefereizce maximalni vzdalenosti mezi tridami, b) pre-
ference minimalniho rozptylu uvniti- tiid
Jestlize vyjadiime rozloZeni hodnot uvaZovanych ptiznakovych veli¢in pomoci hustoty
pravdépodobnosti, tak jak je naznaceno na obr.3.1, je optimalni volba charakterizovana mini-
malnim pfekryvem obou hustot, tj. situaci, kterd znamena minimalizaci chybnych rozhodnuti.
c) vybér vzajemné nekorelovanych velicin
Pokud je mozné hodnoty jedné ptiznakové veli¢iny odvodit z ptiznaki veli¢iny dru-
hé, potom pouziti obou téchto veli¢in nepiinasi zadnou dalsi informaci o spravné klasi-
fikaci oproti pouziti pouze jedné z nich, jedno které.

-69 -



d) vybér velicin invariantnich vici deformacim (fluktuacim, variabilité)

Posledni pozadavek je pfedevsim prakticky. Dle kap.1.3 a obr.1.2 zavisi volba elementt
formalniho (matematického) popisu klasifikovaného objektu na jeho charakteru, charakteru
puvodnich udaji o ném, i na zpiisobu piedzpracovani. V téch piipadech, kdy je odstranéni
deformaci dat piili§ naro¢né, ptfipadné nejde viibec realizovat, je tieba vybrat takové ptizna-
kové veli¢iny, které nejsou ruSenim ovlivnény, resp. podstatné ovlivnény. Nekdy 1ze vybérem
priznakové veliCiny fazi predzpracovani eliminovat a tak zjednodusit celé zpracovani, 1 kdyz
jsou algoritmy predzpracovani jednoduse realizovatelné.

3.3 Vybér priznaki

Jak bylo uvedeno diive, nedokdzeme urcit nejvhodnéjsi veli¢iny z hlediska klasifikace
piimo, nybrz pouze vybrat z pfedem dané mnoziny veli¢in. To znamena, ze se obraz, repre-
zentovany puvodné m-rozmérnym piiznakovym vektorem, snazime vyjadfit vektorem n-
rozmérmym (m >n) tak, aby mnozstvi tzv. diskriminacni informace obsazené v plivodnim
vektoru bylo v co nejvétsi mife zachovano. Vybér ptiznaki se tedy pfevadi na hledani zobra-
zeni Z: Y™ — X", kterym se ptivodni m-rozmérmy prostor Y™ transformuje do nového prosto-
ru X"

Zmens$eni rozméru obrazového prostoru lze dosdhnout dvéma principidlné riznymi zptiso-
by (obr.3.2):

LY, —sf———————1 >
— Yo ¥ —— X-———1 Xy i o,
senzor |Yy,—»—— x-———- klasifikator >
— Y, ——————— ————
-y, —f —— X -———1 X, a)
L y1_>
— Y, > X, ey s O,
senzor _y3T Z(y) klasifikator F—
I 4.)
- Y—> X, b)

Obr.3.2 Principy vybéru priznakii — a) selekce; b) extrakce.

a) selekce — nalezeni téch pfiznakovych funkci, které pfispivaji k separabilité klasifikac-
nich tfid nejméné a pro klasifikaci se z plivodni mnoziny ponecha jen n nejvice infor-
mativnich proménnych. Zobrazeni Z tedy pouze vynechava m —n ptiznakovych pro-
ménnych.

b) extrakce — transformace plivodnich ptiznakovych proménnych na mensi pocet jinych
ptiznakovych proménnych.

K tomu, abychom dokdzali realizovat libovolny z obou zpiisobii vybéru ptiznaki, je tieba

definovat a splnit urcité podminky optimality.

Necht' J je kriteridlni funkce, jejiz pomoci vybirdme ptiznakové proménné. Pak v ptipadé

selekce vybirame vektor x = (x1,xa, ..., xn)T ze vSech moznych n-tic y pfiznakl y;,1=1, 2, ...,
m. Optimalizaci vybéru ptiznakl tudiz miZzeme formalné zapsat jako

Zy) = exir J - (3.1)

Problémy, které je nutné vyfesit, jsou stanoveni kriterialni funkce, rozméru nového ptiznako-
vého prostoru a optimalizacniho postupu.
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Pii extrakeni alternativé transformujeme ptiznakovy prostor na zaklade vybéru zobrazeni Z
z mnoziny v§ech moznych zobrazeni £ prostoru ¥ do X", tj.

Z(y)= extr J(G). (3.2)

I v tomto ptipadé€ je potieba urcit vhodnou kriterialni funkci, rozmér nového obrazového pro-
storu, zvolit pozadavky na vlastnosti zobrazeni i vhodny optimaliza¢ni postup (pokud nevy-
plyva z vlastnosti zobrazeni).

3.3.1 Selekce priznaki

Pomeér rozptylit

Jak bylo uvedeno mimo jiné i v kap.3.2, pro klasifikaci jsou vyhodné&jsi ty ptiznaky, pro
které je mensi rozptyl obrazi uvniti klasifikacnich tfid a soucasné co nejvétsi vzdalenost (roz-
ptyl) mezi tfidami. To znamena, Ze se Ize pii selekci piiznakt fidit hodnotami poméru rozptyl
mezi tfidami vzhledem k rozptylu uvnitt t¥id. Cim vét$i bude tento pomér, tim méné pravde-
podobna bude chyba klasifikace a tim také bude 1épe proveden vybér ptiznakd.

Ke stanoveni zminéného poméru je tfeba charakterizovat oba pouzité rozptyly. Zatimco
rozptyl uvnitt tfid 1ze charakterizovat disperzni matici

R
D) = Y- P(0,)] Gt -1)—1)" pllo,)dx., (3.3)
r=1 X
kde
n = JX-P(X o,).dy. (3.4)
X
Rozptyl mezi tfidami mtize byt definovan napft. vztahem
R-1 R
B() =D, D P(0)P(0,)4, by, (3.5)
r=l s=r+l
kde Hrs = Hr = Us.
Pokud
R
1o =D P, = [1pG0-d. (3.6)
r=1 X
muzeme také psat
S T
r=1

JestliZe je disperzni matice D(y) reguldrni, tj. jestlize ma inverzni matici, pak lze vyjadfit
vlastnosti vyskytu obrazli v obrazovém prostoru pii zvolené kombinaci ptiznakii, napf. vzta-
hem

TG0 = (D ) B))- (3.8)

Dal8i mozné pouzivané zplisoby popisu rozptylovych vlastnosti obrazli jednoduchym parame-
trem jsou

I, (0 = t(BG)/ (D)) (3.9)
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TG0 =D G-BG| =BG /PR (3.10)
resp. pro omezeni rozsahu hodnot parametru J;3
T2 =150 - (3.11)

Algoritmy selekce priznakii

Problém selekce ptiznakl spociva ve vybéru optimalni podmnoziny obsahujici n ptiznako-
vych proménnych (n <m). Jeji hleddni je kombinatoricky problém, pfi¢emz celkovy pocet
moznych podmnozin, které pti danych poctem proménnych m a n mizeme vytvofit je uréeno
vyrazem m!/(m-n)!n!. To je Cislo ptili$ veliké i pro ne pfilis velké hodnoty m a n, nez aby-
chom byli schopni urcit optimalni feSeni na zaklad¢ stanoveni vlastnosti vS§ech moznych vari-
ant. To vede k vytvafeni postuptl, které umoznuji najit alesponn kvazioptimalni feSeni, ovSem
s pfijatelnymi naroky na vypocet.

Algoritmus ohranic¢eného vétveni umoziuje stanovit optimalni mnozinu ptiznakt za pred-
pokladu, ze kriteridlni funkce pro selekci pfiznakli je monotonni. Oznacime-li X; mnozinu j
ptiznaki, pak monotonnost kriteridlni funkce znamena, Ze pro mnoziny

XicHha..cXc...CXn (3.12)
splituje selekéni kriteridlni funkce vztah
JON) < J(0)<...<JX) <...< (). (3.13)

Pro popis algoritmu uvazme piipad selekce dvou ptiznakii z piivodnich péti. VSechny
mozné alternativy vylouceni tfi pfiznakovych proménnych z vychozi mnoziny ukazuje graf na
obr.3.3. Kazdy uzel v grafu vyjadiuje eliminaci jedné oznacené ptiznakové promeénné.

Obr.3.3 Graf algoritmu ohranic¢eného vétveni - selekce 2 z 5

Ptredpokladejme, Ze vyhodnocujeme hodnotu zvolené kriteridlni funkce v kazdém uzlu
stromu, piicemZ postupujeme shora dolii a zleva doprava, a srovnavame ji s dosud nejlepsi
dosazenou hodnotou, kterou oznac¢ime Jy. Pokud je okamzitd hodnota kriteridlni funkce vétsi
nez Jo, je stale Sance, ze optimalni feSeni bude nalezeno na pravé analyzované vétvi grafu a
proto bude hledani pokracovat po nejlevejsi dosud neanalyzované vétvi. Jestlize dosdhneme
konce vétve a odpovidajici hodnota selek¢éniho kritéria je veétsi nez Jo, pak tento uzel definuje
novou optimalni mnozinu pfiznaki a modifikujeme hodnotu Jy. Naopak, jestlize je v nékterém
uzlu grafu hodnota selekéniho kritéria mensi nez Jy, pak vétve zacinajici v tomto uzlu nema
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smysl dale prohledéavat, protoze diky monotonnosti kritéria budou jeho hodnoty v dalSich uz-
lech jiz jenom stale mensi.

Efektivnost prohledavani se jeSté zvétsi, jestlize se bude vybér odstraiiované veli¢iny na
dané Grovni stromu provadéet podle zmény hodnoty kriteridlni funkce a bude se postupovat tim
smérem, kde je zména kriterialni funkce nejmensi.

Algoritmus sekvencéni dopiedné selekce je spolu s nasledujicim algoritmem nejjednodussi
procedurou, ktera hledd suboptimalni feseni. Algoritmus zalind s prazdnou mnozinou, do
které se vlozi proménnd s nejlepsi hodnotou selekéni kriterialni funkce. Déle, v kazdém na-
sledujicim kroku se pfidava ta proménna, ktera s diive vybranymi veli¢inami dosahla nejlepsi
hodnoty kritéria, tj.

J(X k1) = maXxv;j J(Xvw yj), yj € (Y— Xy). (3.14)

Algoritmus sekvencni zpétné selekce zalina, na rozdil od predeslého, s mnozinou vsSech
vychozich ptfiznakovych veli€in. V kazdém kroku se eliminuje ta proménnd, kterd zplsobi
nejmensi pokles hodnoty kriterialni funkce, tj. po (k+1)-nim kroku plati

J(Xm—kﬂ) = max J(Xm—k - Yj)a yj € Xm—k)~ (315)

Dtvodem pouhé suboptimality nalezené¢ho feSeni je v piipadé dopiedné selekce to, Ze
z vytvorené mnoziny nelze vyloucit ty veli¢iny, které se staly nadbyte¢nymi po pfifazeni dal-
Sich veli¢in. Podobné€ u zpétného algoritmu neexistuje moznost opravy pii neoptimalnim vy-
louceni kterékoliv proménné. Dopiedny algoritmus je vypocetné jednodussi, protoze pracuje
maximalné v n-rozmérném prostoru, naopak zpétny umoznuje prubézné sledovat mnozstvi
ztracené informace.

Algoritmus plus p — minus q poméaha Castecné napravit suboptimalitu obou vyse uvede-
nych algoritmil tim, ze po pfidani p veli¢in se q veliin odstrani. Proces probihd, dokud se
nedosdhne pozadovaného poctu ptiznaku. Je-li p > q, pracuje algoritmus stejné jako doptedny
algoritmus od prazdné mnoziny. Naopak, je-li p < q, jedna se o variantu zpétného algoritmu.

Algoritmus min — max je heuristicky algoritmus, ktery umoziuje vybirat ptiznaky na za-
kladé vypocti hodnot kriterialni funkce pouze v jedno- a dvourozmérném piiznakovém pro-
storu.

Ptredpokladejme, Ze jiz bylo vybrano k ptiznakovych veli¢in do mnoZiny Xy, pro vybér te-
dy zbyvaji veli¢iny z mnoZiny 9'- X. Vybér veliiny y; € (v~ X) pfinasi novou informaci,
kterou mizeme ocenit relativné k libovolné veli¢in€ x; € Xy podle vztahu

Al(y;,xi) = J(yp.xi) - J(x5). (3.16)

Mame samoziejmé zajem, aby tento informacni ptirtistek byl co nejvetsi, nicméné musi byt
dostatecny vzhledem ke v§em veli¢indm jiz zahrnutym do mnoziny Xx. Vybirdme proto tako-
vou veli¢inu yy+1, pro kterou plati

AJ(yi+1,Xk) = maxy; miny; AJ(y;,Xi), Xi € Xi, yj € {V- Xi}. (3.17)

3.3.2 Extrakce priznaki

Jak bylo uvedeno v kap.3.2, spociva extrakce pfiznakd v hledani optimalniho zobrazeni Z,
které transformuje ptivodni m-rozmérny obraz popisujici analyzovany objekt na obraz n-
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rozmérny. Prvnim pfedpokladem pro nalezeni vhodného zobrazeni je stanoveni kritéria opti-
mality. V sou€asné praxi se pouziva predevsim tii nasledujicich kritérii:
e zobrazeni Z se ur¢i tak, aby obrazy z nového prostoru X" aproximovaly pivodni m-
rozmérné obrazy z Y™ ve smyslu minimalni stfedni kvadratické odchylky;
e zobrazeni Z se ur¢i tak, aby rozlozeni pravdépodobnosti veli¢in v novém prostoru spliio-
valy podminky kladené na jejich pravdépodobnostni charakteristiky;
e zobrazeni Z se urdi tak, aby obrazy z X" minimalizovaly odhad pravdépodobnosti chyby.
Aby byl uvedeny problém teoreticky piijemné fesitelny, vybira se zobrazeni Z z oboru li-
nearnich zobrazeni.
Z metod extrakce pfiznakl se dale budeme podrobnéji zabyvat dvéma reprezentativnimi
postupy — analyzou hlavnich komponent a analyzou nezavislych komponent.

3.3.3 Analyza hlavnich komponent

Odvozeni

Analyza hlavnich komponent (PCA — Principal Component Analysis) je jednou ze zaklad-
nich metod extrakce priznakl. Teoreticky je zaloZena na transformaci ptivodniho obrazového
prostoru pomoci metody Karhunenova — Loevova rozvoje, ktery vychazi z prvniho
z uvedenych kritérii optimality.

Predpokladejme, Ze je dano K m-rozmérnych obrazi, které primarné nejsou rozdeleny do
klasifika¢nich t¥id. Pak je k-ty obraz vyjadien m-rozmérnym sloupcovym vektorem y, € 9",
k=1, 2, ..., K. Aproximujme nyni kazdy obraz yi linedrni kombinaci n ortonormélnich vek-
tord e; (n < m). Tedy plati

K
Xy :chiei' (3.18)
i=1
Koeficienty cy; 1ze povazovat za velikost i-t¢ soufadnice vektoru yx vyjadiené¢ho v novém
systému soufadnic s bazi e, 1=1, 2, ..., n, tj. plati
Cli = Vi€ - (3.19)

Volime-li jako kritérium optimality zobrazeni, jak jsme jiZ predeslali, kritérium minimalni
sttedni kvadratické odchylky, pak musime stanovit vztah pro uréeni kvadratické odchylky &
puvodniho obrazu yi od jeho aproximace xi. Necht’ je

2
g = ||yk —xk” . (3.20)
Pak pomoci vztahti (3.18) a (3.19) je
P n
T (321)
i=l1
Stiedni kvadraticka odchylka pro vSechny obrazy yi, k=1,2, ..., K je

o = 2t = 2l - 2l g vl fe 622)
K : K= : ol 1 K'S R .

a je zavisla na volb¢ ortonormalniho bazového systému e;, ktery je tieba zvolit tak, aby od-
chylka &* byla minimalni. Diskrétni kone&ny rozvoj podle vztahu (3.18) s bazovym systémem
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¢; optimalnim podle kritéria minimalni stfedni kvadratické odchylky nazyvadme diskrétni Kar-
huneniiv - Loeviv rozvo;j.

Aby byla stfedni kvadraticka odchylka definovana vztahem (3.22) miniméalni, musi druhy
¢len na pravé strané uvedené rovnice nabyvat maximalni hodnoty (vzhledem k tomu, Ze prvni
Clen pravé strany uvedené rovnice je pro dané zadani ulohy konstantni). Je tedy nutné maxi-
malizovat vyraz

D elk(ye, (3.23)
i=1
kde
1 & T
K<y>:EZykyk : (3.24)
k=1

Je autokorela¢ni matice fadu m. Z jejich vlastnosti (symetrickd, semidefinitni) vyplyva, Ze jeji
vlastni ¢isla Ay, 1=1, 2, ..., m jsou redlna, nezapornd a jim odpovidajici vlastni vektory vj,
i=1, 2, ..., m jsou bud’ ortonormalni, nebo je miZzeme ortonormalizovat (v piipadé vicena-
sobnych vlastnich cisel).

Uspotadame-li vlastni ¢isla sestupné podle velikosti, tj.

M2Aa> .0 220 (3.25)

a podle tohoto sefazeni ocCislujeme i odpovidajici vlastni vektory, pak Ize dokazat, ze vyraz
(3.24) dosahuje maxima, jestlize plati

e=v,1=1,2,...,n (3.26)

a pro velikost maxima je
max Y _e[k(y)e; = Y L. (3.27)
i=1 i=1

Pro minimalni stfedni kvadratickou odchylku tedy plati

1 K n n m
giﬁn = E;”%("z _;7‘1 = tr(K(y))—gXi = 27‘1 . (3.28)

i=n+1

To znamena4, Ze je rovna souctu téch vlastnich ¢isel, jimz odpovidajici vlastni vektory nebyly
pouzity pii aproximaci obrazu podle vztahu (3.18). Pro n = m je stfedni kvadraticka odchylka
nulova.

V n&kterych piipadech je vhodngjsi vektory yi, ..., yx pred aproximaci centrovat'. V tom
pfipadé vypocitame stfedni hodnotu

1
= 2V (3.29)

a misto s obrazem y poc¢itame s jeho centrovanou verzi y, =y, —.

' Zde je dobré opét pripomenout, Ze centrovanim (ode&tenim stiedni hodnoty) pfichazime o uréitou informaci v
datech, ktera charakterizuje analyzovany objekt a kterou jiz nebude mozné nadale vyuzit. Je proto potieba, aby-
chom si byli vtomto okamziku zcela jisti, Ze stfedni hodnota v datech nenese Zadnou informaci podstatnou
z hlediska feSené analytické, resp. klasifikacni ulohy.
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Postup vypoctu Karhunenova — Loevova rozvoje se neméni, ale misto autokorelacni matice
pouzivame matici disperzni ve tvaru

DY) =+ Y75, (330)
Kig
Plati, ze
K(y) =D(y)+pp’. (3.31)
Ortonormalni systém ey, ..., e, je v tom piipad¢ roven vlastnim vektorim vy, .. ... , V, dis-

perzni matice D(y).

Podobné, v ptipadé standardizovanych dat, tj. kdyZ jsou po odecteni stfedni hodnoty jed-
notlivé hodnoty piiznakovych proménnych jesté podéleny patiicnou smérodatnou odchylkou,
pak misto autokorelac¢ni matice dostavame matici hodnot Pearsonova korela¢niho koeficientu,
které popisuji vzajemné korelacni vztahy mezi jednotlivymi proménnymi. Zavéry a dasledky
vyplyvajici z vypoctl vlastnich ¢isel a vektort takovéto matice zlstavaji v principu zachova-
ny, jen je tieba si uvédomit, Ze se méni charakter vychozich dat.

Diskrétni Karhuneniiv — Loeviiv rozvoj a na n¢j navazujici analyza hlavnich komponent
ma velice ndzornou matematickou interpretaci (obr.3.4). Necht’ je pivodni obrazovy prostor
dvourozmérny a je dan ptiznakovymi veli¢inami Y; a Y, a obraz y ma tedy v ptivodni sou-
fadnicové soustavé soufadnice y; a y,. Po transformaci soufadnicového systému, kterd je pri-
marn¢ urcena vlastnostmi autokorela¢ni matice mnoziny obrazii, jsou soufadnice uvedené¢ho
obrazu transformovany do hodnot x; a x,. Vzhledem k tomu, Ze je transformace soufadnicové
soustavy linearni, jsou ob& nové soufadnice uréeny linearni kombinaci soutradnic piivodnich,
tedy (obr.3.4a,b,c)

X;=aY; +b.Y,=cosa.Y; +sina.Yy; (3.32)
Xy=c¢.Y; +d.Y, =sina.Y; + (cos2a/cosa). Y. .

Pokud nedojde k redukci rozméru obrazového prostoru je obraz i v transformovanych sou-
fadnicich vyjadien zcela piesné. Omezime-li ale pocet soutadnic, vynechavaji se nejdiive
soufadnice, které zpusobuji mensi stfedni kvadratickou chybu, jinymi slovy méné piispivaji
k vysledné aproximaci, v zobrazeném piipad¢ soutadnice x,. Hodnota chyby je urcena pravé
témito vynechanymi soufadnicemi.

Pii nulovém rozptylu jsou vlastni &isla autokorelaéni matice w(y) = p.p' rovna A; = Ipl* a
A2 =...= Am = 0. Vlastni vektor v, prochazi pravé bodem, ve kterém leZi vSechny obrazy, a
ostatni vektory v, ..., vy se voli tak, aby i novy soufadnicovy systém byl ortonormalni.
Stedni kvadraticka odchylka je v tom ptipad¢ rovna nule.

Pokud data centrujeme (obr.3.4d,e), pocitdme s disperzni matici. Pak mé transformovana
bazova soustava sefazeny osy ve smeérech nejvetSich rozptyla (obr.3.4d), které jsou v této no-
vé soufadnicové soustavé Ciselné rovny vlastnim Cislim disperzni matice. Vlastni Cisla a
vlastni vektory disperzni matice jsou rizné od vlastnich ¢isel a vektorti autokorelacni matice,
proto se oba Karhunenovy — Loevovy rozvoje logicky lisi.

Kdyz originalni data navic vztdhneme ke smérodatné odchylce (standardizujeme), tj. od-
stranime dal$i moznou uZzitecnou informaci pro rozliSeni dat, dale zté¢zujeme vypocet vlast-
nich ¢isel a vektorti matice korelacnich koeficienti - mnozina obrazl ziskava kompaktnéjsi,
kulovit&jsi tvar, stird se rozdil mezi vlivem jednotlivych novych soufadnic, z matematického
hlediska autokorelacni matice ztraci dobrou podminénost, coz v disledku mize vést i
k vypocetnim chybam (obr.3.4f).
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Obr.3.4 Geometricka interpretace Karhunenova — Loevova rozvoje

Vliastnosti

Karhunentv — Loeviiv rozvoj ma nékteré vlastnosti, které jej zvyhodnuji pred jinymi typy
transformaci:

e pii daném poctu n ¢lenl rozvoje poskytuje ze vSech moznych aproximaci nejmensi kvad-
ratickou odchylku;

e pfi pouZiti disperzni matice jsou nové transformované piiznakové proménné nekorelova-
né; pokud se vyskyt obrazl fidi normalnim rozloZenim, zajist'uje nekorelovanost piizna-
ki souCasné i nezavislost;

e (leny rozvoje nepfispivaji k aproximaci rovnomérné€, vliv kazdého z ¢len usporadané
posloupnosti aproximace se zmenSuje s jeho pofadim urcenym velikosti odpovidajicich
vlastnich cisel;

e zmeéna pozadavkl na velikost stfedni kvadratické odchylky nevyzaduje ptepocitat cely
rozvoj, je titeba pouze zménit pocet jeho ¢lent.

Az dosud jsme predpokladali, ze mnoZina aproximovanych obrazil je kone¢na a ze obrazy
nejsou rozdéleny podle ptislusnosti k jednotlivym klasifikacnim tfiddm. Pro klasifika¢ni ulo-
hy je vSak ¢lenéni obrazli zakladnim ptfedpokladem, proto se dale zabyvejme, jak se zméni
podminky, kdyz obrazy y budou patfit do R klasifika¢nich tfid, které budou vymezeny jako
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Casti spojitého obrazového prostoru 4™, Vyskyt obrazii v jednotlivych klasifikaénich tfidach
bude popsdn podminénymi hustotami pravdépodobnosti p(y|m;) a apriorni pravdépodobnost
klasifika¢nich tfid bude P(w,), r=1, 2, ..., R.

Za téchto podminek bude autokorela¢ni matice k(y) definovana vztahem

K(¥) = 2 P(@). [yy" p(ylo)dy = [yy" p(y)dy (3.33)

" "

a disperzni matice bud’ podle piedpisu

D'(y)=> P, [(y—r)(y—1,)" p(yo,)dy, (3.34)
kde
[T Iy.p(ywr)dy, r=12,.,R, (3.35)

nebo vztahem

o,)dy = [ (y =m).(y =) p(y)dy, (3.36)

ym

D’(y)= Y P(e,). [(y =ty —m)" p(y

r=1

kdyz stfedni hodnota p je vézeny primér stfednich hodnot uréenych podle vztahu (3.35)
(obr.3.5a), tj.

n=>"P(,). [yp(ylo,)dy = [ypy)dy. (3.37)

Disperze podle definice (3.34) bere ohled na stfedni hodnoty obrazli v jednotlivych klasifi-
Yot 1 b
Y @, P)=Pe,)=Pw) 7 He )
| . a .
\ -~ ) o 0 o ®2 Y
~ H1=H2=H3
TN

P(oy) = Pl@y) = Pl@y)

0 4)\(1

Y.~
Obr.3.5 Souradnicové soustavy pro vypocet dis- 27 H2 C)

perzni matice - LFQ 1 W3
o | ' o >°Ma.—IH

\ 0 Yi-

o:"P(a) = P} = P@)
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kacnich tfidach, obrazy ze vSech klasi-
fikacnich tiid se centruji podle stred-
nich hodnot obrazi v jednotlivych
ttidach (obr.3.5b). Klasifika¢ni tiidy se
tedy po vycentrovani mohou rozlisit
pouze podle disperze ve sméru jednot-
livych soufadnicovych os. Zato jsou
transformované piiznakové proménné
zcela nekorelované. Naopak disperze
podle vztahu (3.36) centruje obrazy
podle celkové primérné hodnoty, ne-
odstranuje vliv stfednich hodnot obra-
zt v jednotlivych klasifikacnich tfi-
dach (obr.3.5c) a je proto Iépe pouzit Obr.3.6 Zaddani a FeSeni prikladu

této definice v téch ptipadech, kdy

jsou stfedni hodnoty vyrazné odlisné a nesou tak vyznamnou ¢ést informace o klasifika¢ni
uloze.

Piiklad

Predpokladejme, Ze mnozinu obrazii ¥ tvoii dva obrazové vektory y,=(1,1,1)" a
y2=(2,2, 2)" (viz obr.3.6). Pomoci Karhunenova — Loevova rozvoje najdéme novou soutad-
nicovou soustavu, kterd umozni popsat oba vektory s minimalni stfedni kvadratickou odchyl-
kou.

Jak lze usoudit z elementarniho znéni zadani a piipadné i ovéfit z grafického vyjadreni na
obr.3.6, oba zadané vektory lezi pfesn€ na piimce dané smérovym vektorem (1, 1, 1). Proto
by tento vektor mél byt prvni hlavni komponentou, dalsi dvé soufadnice jiz nejsou pro vyjad-
feni obou zadanych vektort podstatné.

Ovéifme nyni tento intuitivni zavér vypoctem. Dle defini¢niho vztahu (3.24) pro vypocet
autokorelacni matice mame

1 | 1 2 25 25 25
K:E(yl.yf+y2.y§):5 11 D)+ 212 2 2)|=[25 25 25|
1 2 25 25 25

Autokorela¢ni matice o rozméru 3 x 3 ma vSechny tfi fadky stejné, tj. jsou linearné zavislé.
Vlastni Cisla A, kterd vypocitame ze vztahu
25-L 25 2,5
detf 2,5 25-2 25 |=0
2,5 25  25-A

a tedy (2,5-0)°+2,5+2,5-325%2,5-1)=0
A —7,502=0
jsou Ay =7,5 a dvé nasobna 1,3 = 0.

Protoze hodnota vlastniho Cisla urcuje stfedni kvadratickou chybu vyjadieni daného vekto-
ru pii odstranéni vlastnimu c¢islu odpovidajici soufadnice (dané vlastnim vektorem), znamena
to, Ze 1 kdyZ odstranime soutfadnice dané vlastnimi vektory odpovidajicimi vlastnim ¢islim A,
a A3 a pouzijeme pouze soufadnici definovanou vlastnim vektorem ndlezejicim €islu A, jsou
oba vektory y; a y» vyjadfeny naprosto presné.

Z cvicnych duvodi ale spocitejme sméry vSech tii vlastnich vektori x;, i=1, 2, 3, které ur-
¢ime ze vztahu
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[k -AI].x=0.

Pro A = 7,5 dostavame linearni soustavu tfi rovnic

-5x, +2,5x, +25x; =0;

2,5x,  —-5x, +25x; =0;

2,5x, +2,5x, —=5x, =0,
ktera obsahuje pouze dvé linearné nezavislé rovnice a tedy jeji parametrické feseni je

X, +X;

=T; X,=X; a X;=t
Pfi volb& parametru t = 1 odpovidd vlastnimu &islu A, vlastni vektor x; = (1, 1, 1)’, jak jsme
usoudili na zakladé geometrického rozboru tlohy. Pro vlastni ¢isla A,3 = 0 vypada defini¢ni
soustava rovnic nasledovné

X

2,5x, +25x, +25x, =0
2,5x, +25x, +2,5x; =0.
2,5x, +25x, +25x, =0
To znamena, ze dve€ rovnice jsou linearné zavislé a jeji parametrické feseni je
X1 =-X2-X3; X2=1t a x3=u.

Parametry t a u volime tak, aby vlastni
vektory byly navzajem ortogondlni, pro x;
napt. t=1au=1, pak x, = (-2, 1, l)T a pro
x3napt. t=-lau=1atedy x3 = (0, -1, .
V tom piipad¢ jsou vSechny tfi vlastni vek-
tory navzdjem ortogonalni, kazdé jejich vza-
jemné skalarni soucty jsou rovny nule.

Jak uz jsme uvedli diive, odstranénim
Y1 soutfadnic danych vlastnimi vektory x; a x3 a

ponechdnim pouze soutfadnice definované

vlastnim vektorem x; se nedopustime zadné

chyby ve vyjadieni zadanych vektorti y; a y»

(oba vektory lezi na soufadnicové ose dané

Obr.3.7 Prostorova lokalizace vektorii y, a 'y vektorem x; a proto také ob¢ vlastni Cisla A,
=A3=0).

Jak by vypadala situace v ptipad¢, Zze bychom odstranili soutfadnici x;? Protoze body y; a
y2 lezi na vrcholech krychli s hranami o délce 1, resp. 2 protilehlych k pocatku (obr.3.7), je
jejich vzdalenost od pocatku a tim 1 soufadnice ve sméru x; rovna délce prostorové thlopfic-
ky, tj. d; = \3 v piipadé vektoru y,, resp. d, = V12 v ptipadé vektoru y,. ProtoZe je nova sou-
fadnicova soustava ortogonalni, promitaly by se oba obrazové vektory pti odstranéni osy x;
do pocatku. A koneéng, vzhledem k tomu, Ze chybu popisu obrazovych vektort &* vyjadiuje-
me pomoci stfedni kvadratické odchylky, je tato chyba rovna

2 2
e? :le(3+12):7,5,
2 2

coz je prave hodnota A ;.
NN

Metoda vybéru priznakit podle Fukunagy a Koontzeho

Karhunentiv — Loeviliv rozvoj umoziiuje nalézt optimalni popis obrazl s redukovanym po-
¢tem soufadnic podle kritéria sttedni kvadratické odchylky aproximace. Pomoci disperzni
matice vede Karhunenova — Loevova transformace k pfiznakiim s nejvétsim rozptylem, coz
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jak jsme naznacili v kap.3.2 neni pro klasifikacni ulohy zrovna to nejpifiznivéjsi feSeni. Pii
transformaci pomoci autokorelacni matice je situace pfiznivejsi, ale i v tom pripadé se mize
stat, ze ptiznaky odpovidajici velkym charakteristickym ¢islim jsou sice vhodné pro optimal-
ni reprezentaci dat, nikoliv vSak pro klasifikaci, protoze u vSech tfid nabyvaji témef stejnych
hodnot. Rikdme, Ze takové piiznaky maji malou diskriminaéni schopnost, resp. jsou pro klasi-
fika¢ni ulohu mélo informativni.

Tento problém lze fesit napt. tim, Ze se charakteristickd Cisla disperzni matice uspotadaji
vzestupné a ptiznaky se vybiraji podle nejmensich vlastnich Cisel.

Jinou moznou metodou je nésledujici postup publikovany Fukunagou a Kootzem, ktery je
zalozen na predpokladu dichotomické klasifikaéni ulohy. Dichotomicky hendikep vSak lze
obejit rozkladem ulohy s obecnym poctem klasifikacnich tfid na posloupnost dichotomii.

Metoda vychézi z normalizace autokorelani matice tak, ze plati

k(y') =E, (3.38)

kde E je jednotkovéa matice a y’ reprezentuje normalizovany obraz, pro ktery je

y'=Uy, (3.39)
pricemz U je matice normalizaéni transformace. Pro autokorela¢ni matici k(y") mizeme psat
' 1 S ' 1T 1 S T T T
K(y')=— Zy Yk = ZU-kak U =Uk(y).U". (3.40)
K= K13
Pomoci (3.40) lze ptepsat vztah (3.38) do tvaru
Ux(y).U" =E. (3.41)

Podle defini¢niho vztahu (3.33) je pro dv¢ klasifikac¢ni tfidy
K(y) =P(o)x, (y) + P(®,)k,, (¥), (3.42)

kde

K, (¥)= [yy"p(y

gm

o )dy, r=12 (3.43)

je autokorela¢ni matice ur¢end vyluéné prvky r-té ttidy. Vztah (3.41) pak miZeme dale pte-
psat do tvaru

S, +S, —FE, (3.44)

kde
S, =P(0,).Ux_ (y)U", r=1.2. (3.45)

Pro vlastni &isla ;" a vlastni vektory vil") matice S, podle definice plati

S,v0 =20v0, =12, m. (3.46)

Pro matici S; bude obdobné, s vyuzitim (3.44)
S,vi? =(E-S)v{? =A7v{”, i=12,.,m, (3.47)

odkud po upravé dostaneme

-81 -



S,vi? =(1-A)v{?  i=12,..,m. (3.48)

Srovnanim vztaht (3.46) a (3.48) vidime, ze

D=y i=12,.,m (3.49)

Vi

AP =(1=22). (3.50)

Protoze 0 <A,P < 1 pror=1,2ai1=1,2,..., m, pak jsou-li vlastni ¢isla matice S; uspota-
dana vzestupné, jsou podle téhoz indexu 1 vlastni ¢isla matice S, uspotadana sestupné. Tedy

vvvvvv

pis obrazii z tiidy druhé. Vybér bazového soufadnicového systému provadime z vektorii v,

vz(l), ... pro tfidu m; a vm(l), vm_l(”, ... pro tfidu ;.

Zbyva urcit matici U normalizacni transformace. Bez dukazu uvadime, ze

U=U,U,, (3.51)

kde U; pfedstavuje matici transformace autokorela¢ni funkce x(y) na matici diagonalni
k(U,y). Uvedenou transformaci lze provést, kdyz

vi
U =|:] (3.52)
VT
kde vi, 1 =1, ..., m, jsou charakteristické¢ vektory autokorela¢ni matice k(y). Transformovana
matice ma pak tvar
.0 0
0 A, -+ 0
kUy=. . - (3.53)
0O 0 - X\

m

U, reprezentuje transformacéni matici, kterd pfevadi diagonalni matici podle (3.53) na jednot-

kovou. To je, kdyz
1/, 0 0

U, = () 1/\:/772 () |
0 R VN

(3.54)

3.3.4 Analyza nezavislych komponent
Zaciname
Analyza nezavislych komponent (ICA — Independent Component Analysis) je podobné ja-

ko analyza hlavnich komponent postup, ktery umoziuje v ptivodnich datech odhalit skryté
veliiny, které nelze pfimo méfit, ovSem mohou byt urcitym zpiisobem vécné interpretovany.
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Zatimco analyza hlavnich komponent hleda
pomoci linearni transformace nové piiznakové
souradnice, které nejlépe reprezentuji data
z hlediska stfedni kvadratické chyby, metoda
analyzy nezavislych komponent pouziva
k linearni separaci jednotlivych slozek kritéri-
um statistické nezavislosti. Byt je to metoda,
jejimz primdrnim cilem neni, tak jak je to
v ptipad¢ analyzy hlavnich komponent, piede-
v§im redukce poctu popisnych proménnych,
ve svém dusledku, tj. po odhaleni nezavislych
skrytych zdrojii dat, mize vést ke snizeni roz-
meéru dat.

Dale, zatimco metoda hlavnich komponent
muze najit uplatnéni pfi zpracovani statickych
i dynamickych, doménou analyzy nezavislych komponent je vice zpracovani dynamickych
dat, tj. Casovych fad. Nicméng¢, neni to jediné mozné vyuziti.

Obr.3.8 Definice metody analyzy nezavislych
komponent

Definice probléemu

Predpokladdejme, ze v daném prostoru jsou dva nezavislé zdroje zneciSténi (obr.3.8).
Ozna¢me veliciny, které je charakterizuji s; a s;. Dale predpokladejme, Ze celkova troven
zneCiSténi je meéfena pfinejmenSim stejnym poctem meéficich pfistrojii, jejichz vystupy
oznac¢me X; a Xp. V pfipadé, ze zanedbame mozné prostorové vlivy (napi. dobu §ifeni znecis-
téni od zdroje k méficimu zafizeni) a nelinearity, miizeme si namétené veli€iny vyjadrit po-
moci vztahd

X;=a;8; 2,8, (3.55)

Xy =8 a8,
kde parametry a;; popisuji prenosové vlastnosti prostiedi, jimz se zne€iSténi §iii, smérové cha-
rakteristiky, apod. Proménné s; nazyvame skryté, nebo latentni proménné a hodnoty Xx; repre-
zentuji pozorované veliciny, které tvoii vektor pozorovani. Cilem analyzy je ze znamych
hodnot x; a x, ur¢it hodnoty proménnych s; a s,. Pokud bychom znali hodnoty #ransformac-
nich koeficientii a;;, pak by feSeni uvedené tlohy bylo v podstat€ trivialni. AvSak problém je,
Ze tyto hodnoty apriori nezndme. Znamena to, Ze vysledkem vypoctl vychéazejicich ze znalos-
ti hodnot pozorovanych veli¢in musi byt uréeni hodnot latentnich veli¢in, ale 1 hodnot trans-
formacnich koeficientll. Takové feSeni mize vypadat jako naprosto nerealizovatelné a kdyz
tak jen v fiS1 snl. Bez jakychkoliv dalSich podminek by se takova tiloha opravdu dost dobie
fesit nedala. Je-li to ovSem tieba, zabyvejme se podminkami, za kterych dokézeme feSeni na-
1ézt.

Pokusme se proto nyni vySe uvedené jednoduché konkrétni zadani tilohy formulovat obec-
néji. Tedy predpokladejme, Ze mame k dispozici n-rozmérny nahodny vektor x = (x, Xz, ...,
Xn), jehoZ jednotlivé slozky pfedstavuji zndma namétend data. Necht' pro jednotlivé slozky x;
vektoru x plati

Xi=ajS; tapSy t...taps;1i=1,2,...,n (3.56)

nebo také pomoci maticového zapisu
X=A.s, (3.57)

kde s reprezentuje vektor ptivodnich, formalné skrytych zdrojovych komponent a matice A je
tzv. transformacni matice. Hodnoty jejich prvki, stejn€ jako hodnoty jednotlivych slozek
vektoru s primarné nezname. Plati-li predpoklad, vyjadieny vztahy (3.56), resp. (3.57), mu-
zeme také psat
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s=Wx=A"x, (3.58)

coz je ten vztah, ktery umoziuje ze znamych hodnot vektoru x urcit neznamé slozky vektoru
latentnich proménnych. Ma-li byt tento vypocet realizovatelny, musime znat hodnoty prvka
matice W, resp. A.

Vypocetni strategie

Pomoci linearni transformace nemtize dojit k navysSeni poctu proménnych, tzn. z n nameé-
fenych veli¢in nemiizeme urcit vice nez n zdroji. Proto, chceme-li odhadnout n zdrojovych
proménnych, musime mit k dispozici nejméné n pozorovanych veli¢in. Budou-li ob¢ matice
¢tvercové o fadu n (lepsi situace pro vypocet inverzni matice) a bude-li existovat pouze m <n
zdroji, pak pfimétené spravny linearni algoritmus nalezne v n pozorovanych veli¢inach praveé
m zdrojovych proménnych a dalSich n — m bude bud’ nulovych, nebo budou obsahovat Sumo-
vou slozku. Je proto vhodné navrhnout méfici experiment tak, aby byl pocet pozorovanych
veli¢in bud’ pravé roven poctu zdrojl, nebo pfipadné jen o néco mélo vétsi. Presto, ze vypo-
cetné¢ prijemngjsi je, kdyz jsou ob& matice koeficientli Ctvercové, je teoreticky mozné,
v piipad¢, Ze je naméfenych pozorovanych veli€in vice nez zdrojovych, aby byly matice koe-
ficientli obdélnikové, v pripad€ matice A o rozméru n X m, n > m.

Dal$im formalnim pozadavkem, ktery vyznamné zjednodusuje teoretické zdtivodnéni vy-
pocetniho postupu i jeho realizaci, je pfedpoklad o nulové sttedni hodnoté jak pozorovanych,
tak i zdrojovych veli¢in. Pokud tomu tak pfi feSeni praktickych uloh neni, Ize teoreticky nedo-
statek snadno napravit centrovanim dat. Je ovSem potieba si opét uvédomit, ze centrovanim
data ptichazi o urcitou informaci, které se miize pfi nasledném zpracovani nedostavat.

Vzhledem k tomu, jak je uloha zadana, nelze ocekavat, ze existuje pouze jedno jeji feSent,
nybrz ze bude tieba volit z nekone¢né¢ mnoha moznych feseni takové, které nejlépe splni urci-
té, vhodné zvolené kritérium optimality. ProtoZe navic nezndme ani hodnoty skrytych pro-
ménnych, je tfeba, abychom omezili prostor moznych feSeni tak, Zze budeme alespon predpo-
kladat n¢jaké jejich urcité vlastnosti, které usnadni nalezeni feSeni.

Zasadnim poZadavkem na vlastnosti zdroji a tim 1 latentnich veli¢in, ktery dal i nazev al-
goritmu, je pozadavek na jejich statistickou nezéavislost. To znaci, ze hodnota Zadné z latent-
nich veli€in neposkytuje informaci o hodnotach dalSich latentnich veli€in. V ptipadé vzajem-

né statistické nezavislosti ndhodnych veli€in xy, Xa, ..., X, plati
p(Xl, X2y ceny Xn) = p1(X1)- pz(Xz) pn(Xn), (359)
kde p(x1, X2, ..., Xn) je sdruZena funkce rozlozeni hustoty pravdépodobnosti a pi(x;) jsou mar-

ginalni funkce rozlozeni hustoty pravdépodobnosti.

Pro nezéavislé ndhodné veli¢iny s ur¢itymi pravdépodobnostnimi rozdélenimi fik4 centralni
limitni véta, Ze jejich soucet konverguje za pomérné obecnych podminek s rostoucim poctem
nahodnych veli¢in ke Gaussovu normélnimu rozdéleni bez ohledu na to, jaké je rozdéleni
jednotlivych nahodnych veli¢in. Dle zadani metody nezavislych komponent jsou pozorované
veli¢iny dany vdhovanym souctem latentnich proménnych. Z toho plyne, Ze jednotlivé pozo-
rované veliiny x; budou mit rozdéleni o néco normalné;si, neZ jsou rozde€leni jednotlivych
zdrojovych komponent. Na této skutecnosti je pak zaloZena kriterialni funkce pro optimali-
zatni vypocet zdrojovych veli¢in, kterd ptedpoklada, ze pro jednotlivé zdrojové veliCiny
podle (3.58) plati s; = w;.x. Tedy hledame koeficienty transformacni matice W takové, aby
pravdépodobnostni rozdéleni vypocitanych zdrojovych veli¢in bylo co nejméné normalni.
Aby tato myslenka byla realizovatelnd, mize mit normalni rozdéleni maximalné jedna skryta
nahodna veli€ina, ostatni musi mit jiné neZ normalni rozdéleni. V soucasné dobé jiz existuji 1
jina kritéria, jak urCit nezavislé nebo alesponl co nejméné zavislé zdrojové veliciny,
v nésledujicim textu se ale budeme zabyvat jen timto zdkladnim principem, zaloZenym na
centrdlni limitni véte.
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Mame-li formalizovat vypocet kriteridlni funkce, musime toto uvedené kritérium vyjadiit
matematicky. Nej€astéji pouzivané miry statistické anormality v analyze nezavislych kompo-
nent jsou:

e koeficient Spicatosti;
e negativni entropie.
Zabyvejme se nyni jednotlivymi mirami.

Koeficient Spicatosti (angl. kurtosis) je klasickou mirou statistické anormality a jako kumu-
lant 4. adu je pro nahodnou veli¢inu s, za predpokladu nulové stiedni hodnoty, definovan
vztahem

kurt(s) = E{s* } — 3(E{s*})*. (3.60)

Protoze druhy ¢len na pravé stran¢€ vyrazu reprezentuje rozptyl ndhodné veli¢iny s, zjednodu-
Suje se defini¢ni vyraz pro data standardizovand vi¢i smérodatné odchylce na

kurt(s) = E{s*} — 3. (3.61)

To znamena, Ze koeficient Spicatosti je v podstaté¢ dan ¢tvrtym momentem nahodné veliCiny.
Pro ndhodné veli¢iny s normalnim rozd€lenim je koeficient Spicatosti roven nule. Pro vétSinu
negaussovskych nahodnych veli¢in (ale ne pro vSechny, coz miize byt povazovano za nevy-
hodu, protoZe tato rozdéleni jsou algoritmem analyzy formaln€ vyloucena, protoze jejich cha-
rakteristika je ¢iseln€ rovna charakteristice normélniho rozdéleni) je rizny od nuly. Mtze byt
kladny i zéporny, proto se za typickou miru statistické anormality pouziva jeho absolutni
hodnota, resp. jeho druha mocnina.

Vyhodou pouziti koeficientu Spicatosti pro odhad zdrojovych komponent je jeho relativné
jednoduchy a tim i rychly vypocet, teoretické zdzemi jeho pouziti je rovnéz ptijemné jedno-
duché diky jeho linearité. Plati totiz, ze

kurt(s; +s2) = kurt(s;) + kurt(s,) (3.62)

kurt(a.s) = o’ kurt(s) . (3.63)

kde a je konstanta.

Odhad skryté zdrojove veli¢iny pak probiha tak, Zze hleddme takové koeficienty transfor-
macniho vektoru w;, pro které ma koeficient Spicatosti veli¢iny s = w;.x maximalni hodnotu.
Zpisob hledani extrému zavisi jednak na pouzitém kritériu a tim i na vlastnostech a tvaru kri-
terialni funkce. V ptipad¢ koeficientu Spicatosti lze vystacit s gradientni ¢i Newtonovou me-
todou.

Nevyhodou pouziti koeficientu $picatosti je, kromé jiz zminéné diskriminace nékolika ma-
lo nenormalnich rozdé€leni s nulovym koeficientem Spicatosti, pomérn¢ mal4 robustnost vici
odlehlym hodnotdm pozorovanych veli¢in. To jest, pokud méfeni obsahuji hodnoty vyrazné
se odliSujici od béznych, potom i zdrojové veliCiny budou pravdépodobné odhadnuty chybné.
Negativni entropie (negentropie) je parametr, vychazejici z jednoho ze zakladnich principti
teoretické fyziky a Shannonovy teorie informace, tj. principu entropie®® a jeji miry.

Obecné pro systém S s koneénym poctem moznych stavi sy, sy, ..., Sy a pravdépodobnostni
distribuci P(s;) je informacni entropie definovana jako stiedni hodnota

H(S) = —iP(si).log P(s;) (3.64)

20 R , , y N
Entropie (z fec. evipornia; ev- "k" + tpory "smérem").tedy “smérem k”.
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(formalné¢ pro P(s;) = 0 definujeme P(s;).logP(s;) = 0). Zaklad pouzitého logaritmu je zpravidla
roven 2, v tom piipadé velikost entropie udavame v bitech. Definujeme-li na intervalu p € (0,
1) funkci f(p) =-p.logp, tato funkce nabyva nulové hodnoty v krajnich bodech intervalu a
jednoho maxima uvnitf definicniho intervalu. Pro dvojkovy logaritmus by se maximum vy-
skytovalo na p = 0,368.

Z informatického hlediska vniméme entropii jako miru neurcitosti systému. Pro uzka, piip.
ostra rozdéleni pravdépodobnosti je entropie nizka, naopak Sirokd ¢i neostrd rozdéleni prav-
dépodobnosti maji entropii vysokou. Entropie je maximalni pro rovnomérné rozdéleni, tj. pro

1 .
P(s;,) =— pro Vi. (3.65)
n

V tom ptipadé¢ je

n

1 1 1
H(S)=—Z—.10g—=—log—:logn. (3.66)
i=1 n n

Minimalni entropie pro deterministicky systém s pravdépodobnostni distribuci P(sx) =1 pro
néjaké k a P(sy) = 0 pro Vi # k. Tehdy je

H(S)=—-log1=0. (3.67)

I na zaklad¢ téchto konkrétnich vysledki mliizeme entropii interpretovat jako miru infor-
mace, kterou poskytuje dand hodnota méfené veli¢iny. Cim nahodn&jsi, tj. ¢im méné oeka-
vand, ¢i determinovand je dand proménnd, tim je jeji entropie veEtsi.

Entropie definovana pro diskrétni ndhodnou proménnou muize byt zobecnéna pro spojity
ptipad, kdy se ale spiSe vzilo oznaCeni diferencidlni entropie. Pro ndhodnou proménnou
s hustotou rozd¢leni pravdépodobnosti p(X) je diferencidlni entropie ur¢ena vztahem

H(s) = —[ p, (¢).log p, (£)d& nebo obeengji H(s) = —[f[p, (£)].dE. (3.68)
Ktery mizZe byt dale zobecnén i pro vicerozmérnou proménnou
H(s) = [ p, (&).logp, (€)d& nebo obecngji H(s) = —[ f[p, (&)] d . (3.69)

Diferencialni entropie mé podobné vlastnosti jako entropie, také mize byt interpretovana
jako mira nahodnosti. Cim jsou hodnoty proménné soustiedény v $ir$im intervalu a ¢im je
jejich pravdépodobnost rovnomérnéjsi, tim je diferencialni entropie vétsi. Déle plati, Ze entro-
pie Gaussova normalniho rozd€leni ma nejvétsi hodnotu ze vSech rozdéleni pravdépodobnosti
s tymZ rozptylem.

ProtoZe hodnota diferencidlni entropie pro normalni rozlozeni neni pro konkrétni ptipad
pfedem znama, je hodnota kriterialni funkce pouzitd pro ur¢eni optimalnich hodnot transfor-
macni matice definovana rozdilem odhadnuté negentropie normalniho rozlozeni

J(s) = H(sgauss) —H(s), (3.70)
kde Sgauss je vektor hodnot ndhodné veliCiny s normalnim rozdélenim a stejnym rozptylem (a
tim také stejnou kovarian¢ni matici ¥) jako nahodny vektor s a kde ze znamé kovariancni ma-
tice £ odhadujeme entropii normélniho rozd¢leni podle vztahu

H(s

gauss)

- %10g|det ¥+ %[1 +log 2], (3.71)

kde n je rozmér vektoru Sgauss. Proménnou J(s) zde nazyvame negentropii. Nastaveni trans-
formacéni matice hledame tak, aby hodnota J(s) byla co nejvétsi. Negentropie je vzdy nezapor-
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na a je rovna nule pouze tehdy a jen tehdy, pokud ma x normalni rozdé€leni. Dale, negentropie
je invariantni vii¢i zméné meétitka ndhodné proménné, tj. vynasobime-li hodnoty nahodné
proménné konstantou, jeji negentropie se nemeni.

Mezi vyhody negentropie patii jeji jednoznacné hodnoceni normality, resp. anormality.
Negentropie je ve srovnani s koeficientem Sikmosti odoInéj$i vii¢i odlehlym hodnotdm. Na
druhé¢ stran¢ je negentropie obtizné vycislitelnd, protoze jeji vypocet vyzaduje vycislit defi-
ni¢ni integral podle vztahu (3.68), nebo dokonce (3.69) pro rozd€leni pravdépodobnosti od-
povidajici zpracovavanym datim. Hodnota integralu mtze byt teoreticky urcena analyticky
(pokud to umime) z funk¢niho vyjadieni hustoty pravdépodobnosti, které stanovime néjakym
parametrickym odhadem. Tento zplsob je ale z velké Casti zavisly na apriorni informaci o
charakteru rozlozeni dat, nehledé na skutecnost, ze analytické vypocty nad experimentalnimi
daty nejsou organizacné pfili§ praktické. Alternativnim zptisobem vypoctu integralu mize byt
numericky odhad jeho hodnoty, zalozeny na neparametrickém odhadu hustoty pravdépodob-
nosti. At’ ten, ¢i onen zpisob vypoctu hodnoty entropického integralu je zpravidla zatizen
takovou chybou, ktera z konceptu negentropie déla spise teoretickou disciplinu, nez prakticky
navod ke zpracovani experimentalnich dat. Zminéné problémy proto vedou k hledani dalsich
zpusobd, jak v danych konkrétnich ptipadech prakticky realizovat odhad negentropie.

Jiz klasickym postupem je aproximace negentropie pomoci kumulanti vyssiho fadu vzta-
hem (s jednorozmérnou ndhodnou veli¢inou)

J(s) = éE{sﬁf2 + 4igkurt(s)2, (3.72)

ktery lze z defini¢niho vztahu negentropie odvodit pro data standardizovana na smérodatnou
odchylku pomoci polynomialniho rozvoje hustoty pravdépodobnosti. Nicméné pro symetricka
rozdéleni je prvni ¢len ve vyrazu na pravé strané vztahu (3.72) nulovy, coz v disledku zna-
mena, ze se pro data tohoto typu vracime k hodnoceni anormality pomoci koeficientu $pica-
tosti se vSemi negativy i pozitivy tohoto pfistupu.

Piipadnou alternativou je zobecnénd aproximace pomoci kumulantl vy$siho fadu, ktera
nahrazuje polynomialni funkce s°, piip. s* jinymi funkcemi G;. Za predpokladu, 7e G; jsou
nekvadratické a G, je licha a G, sudd, je mozné odvodit obecny aproximacni vztah

1(s) ~ k,(B{G,(s)})" +k,(E{G,(s)} ~E{G, (v)}), (3.73)

kde k;, ko > 0 jsou vahové konstanty vyjadiujici vliv obou ¢lenti a v je standardizovana na-
hodna proménna s normalnim rozdélenim, ptip. pro jedinou nekvadratickou funkci G je

J(s) = (E{G(s)} - E{G(0)})’, (3.74)

coz je zobecnénim momentové aproximace podle vztahu (3.72) za ptedpokladu, Ze nahodna
proménna ma symetrické rozloZeni.

Az dosud jsme uvazovali pomé&rmn¢ obecny tvar funkci G;. Pro konkrétni realizaci je ale tte-
ba pracovat s konkrétni funkci. Praxe ukézala, Ze pro robustnost odhadu je uzite¢né pokud
funkce Gj nejsou pfili§ rychle rostouci. Experimentalné se prokéazaly uzite¢né vlastnosti
zejména funkci

Gl(s)=ilogcoshals (3.75)

a,

2

G,(s) = —eXP(—S?), (3.76)

kde a; (1, 2) je konstanta, vétSinou se voli a; = 1.
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Omezeni metody

V diivéjsim textu jsme uvedli n€které vstupni predpoklady, za kterych lze analyzu nezavis-
lych komponent provést (statisticka nezavislost zdrojovych veli¢in, maximalné jedna ndhodna
zdrojova veli¢ina s normalnim rozdélenim, nulové stfedni hodnota, ...), metoda ma ale n¢kte-
ré omezujici disledky, které vyplyvaji z teorie, ktera vétSinou piesahuje ramec tohoto textu,
proto si je zde uved’'me pouze viceméné bez dukazi.

Uvadi se, ze metoda nezavislych komponent neumi stanovit nezavislé komponenty
v origindlnim potadi. V podstaté
to znamena, Ze metoda neumi
fixn¢ stanovit poradi jednotlivych
¢lent v defini¢nim vztahu (3.56).
To je omezeni ve vétSing piipadi
formalni, protoze pii feSeni mno-
ha realnych uloh neni pofadi pro- 0 5 10 15 A %
ménnych dilezité, ale v nékterych
ulohach (napf. snaha o odstranéni s,(t) 2
artefaktli ze signaldt EEG) muze A
pusobit komplikace. ‘

Metodou nezévislych kompo-
nent neni obecné mozné stanovit 0 5 10 15 20 25
rozptyl origindlnich proménnych.

To znamend, Ze pii nulové stfedni

hodnot¢ mohou byt odhadnuté x4(t) 2
zdrojové veli¢iny vici skutené- ”“ Y

mu stavu vyndsobeny libovolnou gl W/\I/\/\
konstantou. Pokud ptedpoklada-
me jednotkovy rozptyl, jsou 0 5 10 15 20 x5
vSechny odhady standardni.

Protoze konstanta, kterou vy- X,(t) 2
nasobime odhad zdrojové velici- "
ny, mize byt i zaporna, znamena ‘ ot
to, Ze hodnoty zdrojovych veli¢in
mohou ménit i polaritu. 2 : m 15 0 5

Priklad

Na obr.3.9 je ilustrovéana situa- ~
ce separace prubéhti zdrojovych S4(t) ' ' ' '
veli€in si(t) a sp(t) pomoci analy- 1
zy nezavislych komponent. Pri-
behy zndmych, tzv. naméfenych , , , ,
velicin ~ x;(t) a xy(t) jsou dany 0 5 o 15 20 25

s4(t)2

| o} |

linearni kombinaci zdrojovych > 1
veli¢in s;(t) a sp(t). V dolni ¢asti s,(t) 2
obrazku jsou uvedeny odhadnuté A
pribéhy §(t) a 5,(t). Lze si | ol
v§imnout, Ze zatimco s, (t) odpo- 5 . . . .

. . o1 0 5 10 15 20 25
vida zdrojovému priib¢hu, funkce .t

5, (t)ma jednak jinou velikost,

jednak 1 jinou polaritu. . o o
Obr.3.9 Priklad rekonstrukce zdrojovych velicin metodou

nezavislych komponent

uad
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4 Strukturalni metody analyzy a klasifikace dat
4.1 Zakladni pojmy a principy

4.1.1 Primitiva, relace, rela¢ni struktura

Az dosud jsme se zabyvali metodami analyzy a klasifikace dat, vyjadifenych pomoci pti-
znakového vektoru. V nékterych ptipadech ale nestaci pouze znalost charakteristik elementar-
nich vlastnosti klasifikovanych objektli vyjadienych hodnotami piiznaki, ale je tieba znat i
strukturu objektli a vzajemné souvislosti mezi jednotlivymi elementy objektd, pfip. mezi jed-
notlivymi vlastnostmi, coz pomoci ptiznakového popisu bud’ vitbec neni mozné, nebo je za-
potiebi pfili§ velkého mnozstvi ptiznaki a vypocetniho usili. Tento pfipad nastdva napt. pti
zpracovani obrazl, ale 1 pfi analyze sekvenci DNA ¢i pfi zpracovani fetézcii popisujicich urci-
té identifikac¢ni udaje — napt. jméno pacienta. V téchto situacich se ukazuje vyhodnéjsi popsat
zpracovavané jevy, procesy, objekty pomoci relacni struktury, vytvofené z urcitych elemen-
tarnich popisnych ¢asti analyzovaného objektu, tzv. primitiv a vzajemnych vztahi mezi nimi
—tzv. relacemi. Relacni struktury popisujici analyzovany objekt vyjadiujeme nédzorn¢ pomoci
grafu (obr.4.1).

. . (K) (B) (K)
o (K)‘)//\ Q(K)

D Primitiva
{K) - kolecko 4
(B) - brambora (K) =—— (K)
3 1 1/ /3
Relace /
{1) - dotyka se shora (K)
(2) - dotyka se zleva 1
(3) - lezi uvnitr i
{4) - lezi vlevo od (B) ,.E (B) =—— (B)

A0 TN

Obr.4.1 Primitiva, relace a relacni struktura carové kresby

Primitiva mohou obecné nést dva druhy informace. Bezpodmine¢né¢ musi obsahovat in-
formaci strukturdlni, ktera definuje jejich charakter a mnemotechnicky je vyjadiena jejich
identifikatorem. Strukturdlni informace mize byt doplnéna informaci sémantickou, podrob-
néji specifikujici, kvantitativné nebo 1 kvalitativn€, dil¢i vlastnosti primitiva. Primitivum o
tedy lze charakterizovat jako dvojici a = (s,X), kde s je ndzev primitiva, reprezentujici struktu-
ralni (syntaktickou) informaci a x = (xj, Xy, ..., Xx) je sémanticky vektor s n numerickymi,
resp. kvalitativnimi atributy primitiva. Vektor atributl primitiva je v podstaté totéz jako vek-
tor ptiznakd, jak jsme se s nim seznamili v pfedchazejicich kapitolach. Neobsahuje-li vektor x
zadnou polozku, hovofime o primitivu bez sémantické informace.

Urceni vhodnych primitiv je prvni etapou sestaveni strukturdlniho modelu objektu. Obecné
fesSeni této tlohy, podobné¢ jako v ptipad¢€ volby a vybéru ptiznakii popsanych v kap.3, neexis-

-89 -



tuje. Zalezi proto na konkrétnich vlastnostech analyzovanych dat, aplika¢ni oblasti a
v neposledni fad¢ i na dostupnych technickych a algoritmickych prosttedcich pro detekcei pri-
mitiv v datech.

Podobné relace, reprezentujici vztahy mezi primitivy, lze definovat jako dvojici r = (w,y),
kde u je opét nazev relace vystihujici jeji podstatu a y = (yi, y», ..., ¥;) je sémanticky vektor
atributii relace r. Podobn¢ jako u primitiv, je-li vektor y prazdny, hovotime o relaci bez sé-
mantické informace.

Relace pouzivané v relacnich strukturdch mohou byt obecné k-arni, to znamend, ze mohou
vyjadfovat vzajemny vztah mezi k primitivy. OvSem kazdou k-arni relaci je mozné pievést
(rekurzivni dekompozici, konjunkci, ...) na relace binarni, tj. relace vyjadiujici vztah mezi
dvéma primitivy.

Podle rekurzivni dekompozice 1ze nahradit k-arni relaci R (k > 2) relacemi binarnimi podle
predpisu

R(Xi, X, ..., Xi) = Ri(X1, Ro(Xs, ... ., Ric1(Xi-1,Xk)--+)) 4.1)
a pomoci konjunkce podle vztahu
R(Xl’ Xz, ceey Xk) = Rlz(Xl, Xg) VAN R13(X1, X3) VAN Rk—l,k(Xk-I,Xk)- (42)

Vzhledem k této skutecnosti a dale vzhledem k moznosti pfijemné a nazorn¢ reprezentovat
relacni struktury pomoci binarnich relaci oznaCenymi grafy se v tlohach strukturalniho roz-
poznavani dominantné uziva piedevsim relaci binarnich.

Vyznamné postaveni mezi binarnimi relacemi ma relace ostrého uplného uspoidddni, pro
kterou plati, Ze:

(1) pro kazdé dvaprvky X a'Y je bud’ (X,Y) € Rnebo (Y, X ) € R;

(2) pro zadny prvek X neplati (X,X) € R;

(3) kdyz pro tii prvky X, Y, Z je (X,Y) € R a soucasné (Y,Z) € R, pak musi byt i
(X,Z) € R.

Relaci (X,Y), ktera spliluje vlastnosti Uplného ostrého uspotadéni, interpretujeme mistné
jako ,,X je vlevo od Y*, nebo ¢asové€ ,,X predchazi Y*.

Rela¢ni strukturu sloZenou z n prvkl X; Xs, ..., X,, pficemZ mezi kazdymi dvéma prvky
1ze definovat pravé jen relaci ostrého uplného uspotradani, nazyvame retézec. Popis fetézcem
— piirozeny pro popis sekvencnich struktur, napf. fetézec bazi DNA - se diky vytvofenému
teoretickému 1 algoritmickému zazemi velice Casto pouziva i v téch ptipadech, kdy tomu za-
kladni pfedstava neodpovida — napft. pro rozpoznavani dvojdimenzionalnich elementii v obra-
ze.

Pouziti obou sloZek informace, strukturdlni i sémantické, vede k tomu, Ze algoritmy pro
strukturdlni analyzu a klasifikaci maji obecné dvé faze zpracovani, které mohou po sob¢ na-
sledovat (nejdiive strukturdlni, posléze sémantickd), nebo coz je Castéjsi piipad, se navzajem
prolinaji.

Pti volbé primitiv je tieba v zasad¢ vyhovét ttem zakladnim pozadavkim:

e primitiva musi byt z hlediska feSené ulohy zékladnimi prvky struktury analyzovaného
predmétu;

e zvolend primitiva a relace musi zajistit pfiméfeny popis dat, tj. popis vyjadiujici kom-
promis mezi pozadavky na jednoduchost primitiv na jedné stran€ a jednoduchost vyjad-
feni klasifikac¢nich tfid na stran€ druhé;

e je tfeba, aby primitiva i relace bylo mozné nalézt ve vstupnich datech co nejjednodussim
zpiisobem.

Strukturalni popis Ize oproti popisu ptiznakovému povazovat za vyssi kvalitu. Z vétsi slo-
Zitosti, kterd je diisledkem této zmény kvality, plyne, ze metody volby primitiv jsou podstatné
mén¢ formalizovatelné, nez to bylo v ptipad¢ volby a vybéru ptiznaki.
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Nejobvyklejsi zplisob algoritmizace volby pri-
mitiv je pouziti ptiznakové shlukové analyzy, po-
moci které se v datech ucebni mnoziny hledaji
ptiznakové veliiny, umoziujici charakterizovat
dil¢i segmenty dat jako dobie rozliSitelné¢ shluky
v pouzitém priznakovém obrazovém prostoru.
Takto nalezené shluky jsou pak povazovany za
primitiva. Princip tohoto pfistupu je znézornén
schématem na obr.4.2.

V prevazné vétsing piipadi se strukturalni me-
tody rozpoznévani pouzivaji pro feSeni problému
s ndzornym ploSnym ¢i prostorovym popisem,
z jejichz zadani bud’ pfimo, ¢i po nevelkém expe-
rimentovani, vyplyva mozny zptsob rozkladu dat
na jejich elementarni ¢ésti. Zpiisob volby popisu
v takovém ptipad¢ zavisi na charakteru dat, zku-
Senosti feSitele a uspéSnosti heuristického experi-
mentovani. Obr.4.2 Vyber primitiv shlukovou analyzou

4.1.2 Blokové schéma strukturalniho zpracovani dat

Blokové schéma strukturdlniho zpracovani dat bez vyuziti sémantické informace je na
obr.4.3. V principu schéma zlstava stejné jak jsme se snim sezndmili v kap.1.3, jen napli
jednotlivych blokil se ptizpisobila potiebam strukturdlniho zpracovéani. Prvni blok v ucebni
fazi reprezentuje volbu a vybér primitiv a relaci vhodnych pro popis daného typu objektu.
Vybér primitiv je primarni, relace jsou pro danou ulohu uréeny zvolenymi primitivy. Klasifi-
kacni tfida je v pfipad¢ strukturalniho klasifikatoru ddna mnoZinou vSech relacnich struktur
pozadovanych vlastnosti, pfipadné s jejich povolenym chybovym okolim. Protoze tato mno-
zina maze byt pomérné rozsahla, byly vytvoreny prosttedky pro kompaktni matematicky po-
pis strukturalni klasifikac¢ni ttidy — gramatiky a automaty. Navrh (inference) gramatik, resp.
automatll na zéklad¢ relacnich struktur u¢ebni mnoziny je naplni druhého bloku ucebni faze.

V oblasti zpracovani, v bloku pfedzpracovani zlstavaji cile Cinnosti tytéZ jako v ptipadé
ptiznakovych klasifikatorti — odstranéni parazitnich slozek, zdiraznéni uzite¢né komponenty
dat, redukce redundantnich slozek informace, ..., atd. Blok strukturdlniho popisu signal vy-
tvafi na zékladé zvolenych primitiv a relaci strukturalni obraz objektu, tj. relacni strukturu.
Klasifikator pak rozhodne o zatfazeni relacni struktury.

Obr.4.3 Blokové schéma strukturdlniho klasifikatoru bez sémantické informace
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Obr.4.4 Hierarchicka relacni struktura kresby z obr.4.1

Pti strukturalni klasifikaci je ¢asto vyhodné, kdyz relacni struktura neobsahuje pouze pri-
mitiva spojend patfiénymi relacemi (vSe na jedné hierarchické urovni), nybrz kdyz relaéni
struktura vyjadtuje i hierarchii skladby objektu vyznacenim dil¢ich ¢asti relacni struktury jako
mezistupiitl mezi primitivy, coby reprezentanty elementli objektu a celou relacni strukturou
(obr.4.4). Podobné jako primitiva a relace, i zminéné dil¢i ¢asti struktury mohou byt popsany
vektorem atributil, které I1ze dilem vypocitat z atributll primitiv, relaci a dil¢ich struktur, urce-
nych na niz$i hierarchické urovni, dilem musi byt urceny z redlného objektu. Pokud by byl
primér atributem primitiv (K), ze kterych je, kromé jiného, obraz medvéda slozen, miZzeme
spocitat velikost duhovky oka, ovSem jeji barvu, v pfipad¢ barevné kresby, by bylo tfeba zjis-
tit z originalu.

Po zavedeni hierarchické relacni struktury se sémantickou informaci mizeme pfikrocit
k popisu blokového schématu strukturalné sémantické (kombinované) analyzy a klasifikace
objektl (obr.4.5). V ucebni fazi je ¢innost obou blokl spojenim ¢innosti odpovidajicich blokt
strukturalniho 1 pfiznakového pfistupu. Ve fazi zpracovani zlstava i nadale tdz ¢innost bloku
piedzpracovani, ke zménam ale dochézi v dalSich fazich zpracovani.

V bloku popisu signélu se nejprve vytvoii nehierarchické relacni struktura, véetné vektort

Obr.4.5 Blokové schéma atributového strukturdlniho klasifikatoru

-92 -



Obr.4.6 Cirové kresby se stejnou relacni strukturou bez sémantické informace

atributli primitiv i relaci, ktera se podrobi v nasledujicim bloku strukturalni klasifikaci. Struk-
turalni klasifikace mize byt fizena informaci o hierarchii relacni struktury. Pokud se béhem
klasifikace vyskytne potieba manipulovat i s nékterymi dil¢imi strukturami, urcuji se vektory
jejich atribut bud’ vypocty z atributl jiz dfive stanovenych, nebo opét v bloku popisu signalu
z originalnich dat. Po skonceni strukturalni klasifikace je vysledek dale uptesnén v bloku sé-
mantické klasifikace. Sémanticky klasifikator miize pfi vhodné volbé atributll ptispét napf.
k rozliSeni tti kreseb podle obr.4.6, jejichz prosté relacni struktury bez sémantické informace
jsou stejné.

Pouziti sémantické informace ma ledajaké dalsi praktické vyhody. Zavedenim sémantické-
ho vektoru lze sniZit pocet primitiv, resp. relaci, potfebnych k popisu klasifikovaného objektu,
pokud lze vyjadrit rozdily mezi nimi 1 pomoci sémantickych atributii. SniZzeni poctu pouZitych
typl primitiv a relaci vede zpravidla ke zjednoduSeni vytvarenych relacnich struktur a tim se
sniZi 1 vypocetni pracnost strukturalni klasifikace.

Sémantické informace lze pouZit 1 k fizeni strukturdlniho klasifikatoru, nebo naopak struk-
turalni analyzy pro fizeni pfiznakové klasifikace dil¢ich segmentt celkové relacni struktury.
Na zékladé sémantické informace lze také roz$ifit moznosti analyzy Sumovych slozek ve
strukturdlnim popisu dat.

Na druhé strané, zavedenim sémantické informace v ptipadech, kdy neni nutna (tato nut-
nost samoziejme¢ nemusi byt na prvni pohled zfejma), se zvySuje slozitost algoritmu zpraco-
vani, zvySuje se vypocetni pracnost a tak i doba zpracovani.

4.2 Popis klasifikacni tridy

4.2.1 Poznamky na uvod

Strukturalni etalon klasifika¢ni tfidy je reprezentovan mnozinou relacnich struktur, popisu-
jicich vSechny objekty pattici do této tiidy. V piipad¢ vétsiho poctu téchto relacnich struktur
je efektivnéjsi k reprezentaci tiidy vyuzit, podle Gcelu reprezentace, bud’ generator, ktery na
zaklade stanovenych pravidel vytvaii relacni struktury, patfici pravé jen do stanovené klasifi-
kac¢ni tfidy, nebo pfijimac, ktery je na podobnych principech schopen pfijmout pravé jen re-
la¢ni struktury dané klasifikacni tfidy (obr.4.7).
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Mnohé prostiedky a postupy pouzi-
vané v oblasti strukturalniho rozpozna-
vani jsou inspirovany ndstroji a algo-
ritmy vytvofenymi v oblasti teorie
formalnich jazyku. Podle terminologie
této teorie rozumime formalnim jazy-
kem mnozinu slov (fetézcti) urcitych
specifikovanych vlastnosti, pficemz
slovem formalniho jazyka, vytvofenym
nad danou abecedou (neprazdnou
mnozinou prvkl nazyvanych symboly
abecedy), rozumime obecné¢ kazdou
konecnou posloupnost symbola abece-
dy.

Porovndme-li uvedenou definici
formalniho jazyka a definici struktural-
ni klasifikacni tfidy, zjistime, Ze pojem strukturélni klasifikacni tfidy je obecnéjsi jen co do
vEtsi obecnosti prvki, nad kterymi je klasifikacni tfida vytvorena. Pokud bychom se omezili
jen na praci s fetézcovymi relaénimi strukturami, pak jsou oba pojmy ekvivalentni a z toho
plyne, Ze vse, co bylo v problematice formalnich jazykt vytvoteno, 1ze pouzit i pro potieby
strukturalniho rozpoznavani*' V souladu s terminologii teorie formélnich jazykt nazyvame
generator relacnich struktur z dané klasifikacni tfidy gramatika a ptijimac relacnich struktur
automat.

Obr.4.7 Strukturalni etalon klasifikacni tridy

4.2.2 Gramatiky

Definice gramatiky

Gramatika G je &tvetice G = (75, 7%, &P, S), kde 7% a 77 jsou koneéné disjunktni abecedy,
pii¢emz prvky 74 se nazyvaji netermindlni (pomocné) symboly a prvky 74 termindlni sym-
boly, S € 7 je tzv. axiom gramatiky nebo také pocdtecni symbol a & je mnoZina substituc-

nich pravidel tvaru o — B, které definuji zpisob nahrady dil¢i relacni struktury o novou re-
la¢ni strukturou B.

MnozZinu vSech relacnich struktur generovanych danou gramatikou nazyvame jazykem
ZL(%&) dané gramatiky. Jazyk je tedy jednou z veliCin, které gramatiku charakterizuji. Grama-
tiky, které generuji tyz jazyk, se nazyvaji ekvivalentni.

Gramatiky mtizeme délit podle nasledujicich kritérii:

e podle typu generovanych struktur na jednorozmeérné (fetézcoveé) a vicerozmeérné;

e podle tvaru substituc¢nich pravidel se fetézcové gramatiky déli dle Chomského metodiky
na obecné, kontextové, bezkontextové a regularni;

e podle fizeni generovani fetézcli miZzeme fetézcové gramatiky rozdélit na standardni, pro-
gramovang, indexové, podminkové, atd.;

e podle zpisobu uzivani substitu¢nich pravidel na deterministické a nedeterministické (pro-
sté, pravdépodobnostni, fuzzy).

Podle typu mize byt obecna definice gramatiky, jak je uvedena vyse, jesté¢ doplnéna nckte-
rymi dalS§imi pomocnymi strukturami.

*! Blizkost obou problematik vede i k ¢astému pouzivani nazvu syntaktické, resp. lingvistické metody rozpozna-
vani. OvSem, jak plyne ze srovnani obou definic, nazev strukturalni metody vyjadiuje obecnéjsi ndhled na danou
problematiku, proto mu davame v tomto textu piednost.
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Jednorozmérné (fetézcové) gramatiky

Jadrem fetézcové gramatiky jsou substitu¢ni pravidla ve tvaru W; — W, ur€ujici moznou
substituci fetézce W, na misto feté¢zce W, ktery predstavuje ¢ast generovaného fetézce a ob-
sahuje alespoii jeden neterminalni symbol.

Piiklad

Retézcova gramatika je napt. G = ({A, B}, {0, 1}, &, A), kde mnoZina substitu¢nich pra-
videl je urena nasledujicim zpiisobem #= (A — 0B1, 0B — 00B1, B — ,,¢ *%) 000

Piiklad

Méjme gramatiku G = ({S, A}, {0, 1}, &, A) s pravidly

PS> 0A;

A—>0A | 1A | 11.7
Jazyk gramatiky & obsahuje slova Z(&) = {X | Xe 73 *** a X zatind 0 akonéi 11}. 00O

Chomského kategorie Fetézcovych gramatik

Podle tvaru substitu¢nich pravidel se podle Chomského déli fetézcové gramatiky na Ctyti
reguldrni.

Gramatika typu 0 (obecna gramatika) nepozaduje zadna omezeni tvaru substitu¢nich pra-
videl.

Piiklad

Obecné gramatika miize mit tvar G = ({A, B}, {0, 1}, &, A) s pravidly

P A—>AIB | 0;

Al1B — 10B | BAIB;

B—1 | e 000
Gramatika typu 1 (kontextovd nebo senzitivni gramatika) obsahuje substitu¢ni pravidla
tvaru
WIAW, > W, UW,, Wi, Wy, U e (%U 7?1)*, U=#,e”, A e pZ4 (43)

a muze obsahovat pravidlo S — ,,e“. To znamen4, Ze neterminalni symbol A muze byt nahra-
zen fetézcem U pouze tehdy, sousedi-li zprava s fetézcem W, a zleva s fetézcem W,. Grama-
tika tohoto typu neobsahuje pravidla typu W1AW; — W;W,, neni tedy povoleno, aby byl
terminal nahrazen prazdnym fetézcem. Jedinou vyjimkou je pravidlo S — ,,e%, které umoziu-
je popsat ptislusnost prazdného fetézce k jazyku generovanému kontextovou gramatikou. Di-
ky témto pravidlim nemuze dojit pfi generovani fetézce gramatikou typu 1 k jeho zkraceni.

Priklad

Piiklad senzitivni gramatiky - G = ({A, S}, {0, 1, 2}, & S) s pravidly &* S— 0Al;

0A — 00A1 (W;=0, Wy=,e“, U=0Al); A —> 2. ooad
Gramatika typu 2 (bezkontextova gramatika) obsahuje substitucni pravidla tvaru
A—>U, Ue(HRuPR)*,U=,e" Aec 74 4.4)

a muze obsahovat pravidlo S — ,,e“. To znamena, Ze netermindlni symbol A Ize nahradit slo-
vem U nezavisle na jeho okoli (kontextu).

* Symbolem ,,e* znatime prazdny fetézec.

 Tento zplisob zapisu vyjadiuje tfi pravidla A — 0A, A — 1A, A — 11 se stejnou levou stranou.

** Zapisem 77 * budeme rozumét mnozinu viech moznych fetézcii vytvorenych ze symbolii abecedy 772 véetné
fetézce prazdného.
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Piiklad
Ptiklad bezkontextové gramatiky - G = ({S}, {0, 1, 2}, &, S) s pravidly &* S— 0S1 | 2.

aon
Gramatika typu 3 (reguldarni gramatika) obsahuje substitucni pravidla tvaru

A —>xB,neboA—>x; xe 75, A,Be 73 4.5)

a mize dale obsahovat pravidlo S — ,,e”“. N¢kdy se jako gramatika typu 3 definuje tzv. zprava
linearni gramatika (jediny neterminal na pravé strané pravidla stoji Giplné napravo), kterd ob-
sahuje pravidla tvaru

A —> xB,nebo A — ,e“; xe 75;A,Be 73 (4.6)

Da se dokézat, ze gramatiky podle vztahti (4.5) a (4.6) jsou ekvivalentni.

Piiklad

Piiklad regularni gramatiky - G = ({A, B}, {0, 1, 2}, &, A) s pravidly > A— 0B | 2B;
B— IB | ,e“ oo

Pravidla gramatik podle Chomského kategorizace jsou definovéna tak, Ze vSechny regular-
ni jazyky jsou rovnéz bezkontextové, vSechny bezkontextové jsou soucasné i kontextové a
kontextové jsou podmnozinou obecnych jazykll. Obecné a kontextové gramatiky poskytuji
vhodnou zékladnu pro teorii formalnich jazykt, pro praktické aplikace jsou dulezité prede-
v§im gramatiky (jazyky) regularni a bezkontextové.

Deterministické a nedeterministické gramatiky

Gramatiky, které obsahuji pravidla vzdy s rliznou levou stranou, nazyvame deterministic-
ké, naopak gramatiky s vice substitu¢nimi pravidly s toutéz levou stranou nazyvame nedeter-
ministické. VEtsi prakticky vyznam maji gramatiky nedeterministické, protoZe gramatiky jsou
schopny vyprodukovat pouze jedinou relaéni strukturu.

Pii generovani struktur nedeterministickou gramatikou lze obecné vybrat libovolné z moz-
nych substitu¢nich pravidel. Neni-li tento vybér specifikovan, hovofime o prostych nedeter-
ministickych gramatikach, které generuji relacni struktury, aniz by nékteré struktury prefero-
valy pfed jinymi. Nicmén¢ informace o zpsobu pouZiti (napf. jak ¢asto se ma urc¢itého substi-
tuéniho pravidla pouzivat) miZe generovani relacnich struktur zkvalitnit, protoZe na jejim
zékladé¢ mlUzeme napft. zjistit, jak Casto se vytvofend relacni struktura vyskytuje v mnoziné
struktur generovanych pouzitou gramatikou, coZ mize byt vyhodné pravé z hlediska klasifi-
kacnich uloh, které maji ¢asto pravdépodobnostni charakter.

Pfidame-1i k substitu¢nim pravidliim vahy, vyjadiujici pravdépodobnost uZziti pravidel, do-
staneme tzv. stochastické gramatiky. Ptitom tyto vahy musi byt urCeny tak, aby soucet prav-
dépodobnosti substitu¢nich pravidel s toutéz levou stranou byl roven jedné.

Skutecnost, Ze se substitu¢ni pravidlo W; — W, vyskytuje s pravdépodobnosti P, znacime

W, ——W,. 4.7)
Rikame, Ze slovo Y je bezprostiedné odvozeno ze slova X s pravdépodobnosti P a zna¢ime

P
X=Y, kdyz X = Y pouzitim jednoho substitu¢niho pravidla W, ——>W, . Rikame, Ze slo-
P

vo Y je odvozeno ze slova X s pravdépodobnosti P = Py. P,. ... . Py a zna¢ime X=Y ,
P, P, P
X=U,,U,=U,=..=U,,U, =Y. (4.8)

Rikame, Ze slovo je generovano gramatikou G s pravdépodobnosti vyskytu
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P,(X)=. (4.9)

PG
kdyz S= X, X e 75*. S ohledem na klasifika¢ni Glohy je vhodné, aby
2 P(X)=1. (4.10)
XeZ(G)

Gramatika splitujici tento pozadavek se nazyva konzistentni.
Piiklad
M¢éjme stochastickou gramatiku se substitu¢nimi pravidly Pg: S——I1A, B—220,

B—27 1S, A—2% 50B, A—%21.Slovem generovanym touto gramatikou miiZze byt napf.
1 0,8

0,3
S=1A=10B=100s pravdépodobnosti P(100)=1.0,8.0,3 =0,24. Jazyk Z(&) generovany
touto gramatikou:

generované slovo X pravdépodobnost P(X)
11 0,2
100 0,24
(101)"11 0,2.(0,56)"
(101)"100 0,2.(0,56)"
Dale
D> P(X)=0,2+0,24+>(0,2+0,24).0,56" =1.
XeZ(&) n=1
A tedy zadana gramatika je konzistentni. ooad

Podle tvaru substitucnich pravidel se fetézcové stochastické gramatiky rovnéz déli na
obecné, kontextove, bezkontextové a regularni. Stochastické mohou byt samoziejmé i jakéko-
liv jiné, napt. vicerozmérné.

Neni-li soucet pravdépodobnosti substitu¢nich pravidel s toutéz levou stranou roven jedné,
tj. plati

A—25B,pe(0;l)a A,Be {7, UT?}*, 4.11)

kde p je tzv. stupen pfisluSnosti fetézce B fetézci A. Takovou gramatikou nazyvame fuzzy
gramatikou.

4.2.3 Automaty

Relacni struktury dané klasifikacni tfidy mizeme vyjadfit kromé pouhého vyctu a gramati-
kou 1 pomoci automatu. Zatimco gramatika jako generator relac¢nich struktur ma vyznam prie-
devsim pro popis vlastnosti struktur klasifikacni tfidy, pro potieby vlastni klasifikace, tj. sta-
noveni pfisluSnosti relaéni struktury k urcité klasifikaéni tfid€¢, ma rozhodujici postaveni au-
tomat.

Typ automatu zélezi na typu relacni struktury. Existuji stromové automaty, automaty poli,
atp., nejvetsSiho rozsifeni vSak dosahly automaty pro fetézcové relacni struktury, opét diky
uzkym vzijemnym souvislostem mezi teorii formalnich jazykl a teorii strukturalniho rozpo-
znavani, ale ptedevsim diky jejich pomérné jednoduchosti.

Kazdému typu fetézcovych gramatik podle Chomského kategorizace nalezi jiny typ auto-
matu — k regularni gramatice existuje ekvivalent konecny automat, pro bezkontextovou gra-
matiku zdsobnikovy automat, pro kontextovou gramatiku linedrné ohraniceny automat a pro
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obecné gramatiky je ekvivalentem tzv. Turinguv stroj. Praktické vyuziti vSak dosud nalezly
predevs§im konecné, ptip. i zdsobnikové automaty.

Protoze nasim cilem je pfedevSim porozuméni principtim navrhu a pouziti automatt, bu-

Koneény stavovy automat % je pétice A= (X, 3, sp, I, 0), kde X = {x;} je kone¢na
vstupni abeceda, 3 = {sy,} je neprazdna kone€na mnoZina vnitinich stavi, s € $je pocatecni
stav automatu, 3. < Jje neprazdna mnozina cilovych stavii automatu a §: X x 3 — D(J) je
piechodova funkce, kde $($) je mnozina podmnozin 3.

Automat pracuje v diskrétnich krocich k=1, 2, ... a v kazdém kroku setrvava po urcitou
dobu (takt) Aty v nékterém ze svych vnitinich stavi si. Po pfichodu vstupniho symbolu xy se
stav pro pfisti takt zméni na

Sk+1 = S(Sk, Xk). (4.12)

Je-1i toto pfifazeni jednoznacné, tj. existuje-li pro kazdy vnitini stav automatu s, a vstupni
symbol x; pouze jediny mozny novy vnitini stav, pak takovy automat nazyvame determinis-
ticky. V tom piipadé plati, ze D(F) = 3. Milize-li automat piejit ze stavu sy, vlivem vstupu x;
do vice moznych stavi, pak je automat nedeterministicky.

Ptivedeme-li na vstup automatu fetézec X = x; X,... X, prejde automat z pocatecniho stavu
so do stavu si. Jazyk reprezentovany koneénym automatem <# tvoti vSechny fetézce X, jejichz
vlivem pftejde automat + z pocateéniho stavu sy do koneéného stavu s, € 3.

Gramatika G a automat &7 jsou ekvivalentni, kdyz Z(G) = Z(+4). Plati, ze ke kazdé regu-
larni gramatice G = (7h, 7%, &, S) existuje koneény automat 5= (X, 3, so, 3., d), ktery je
s ni ekvivalentni.

Kone¢ny stavovy automat <7 ekvivalentni gramatice &G, se konstruuje podle nasledujicich

pravidel:
H  X=7%
2) =T U {sc}, kdyz s, ¢ 74
3) So=S;

4) Je={sc; U {U | U e 74 takové, Ze existuje pravidlo U — ,.e“};
5)
a) obsahuje-li gramatika pravidla tvaru C — xB nebo C — x, piip. S — ,.e“, x € 7%
B, C, S € 74, pak
-je-li (C = xB) € &, pak B = §(C,x);
-je-li (C = x) € &, pak s, = 8(C,x);
-je-li (S = ,.e%) € &P, pak sg € J;
b) obsahuje-li gramatika pravidla tvaru C — xB nebo C — ,,e“, x € 75; B, C € 77,
pak
- je-1i (C - xB) e &, pak B = 5(C,x);
-je-li (C > ,,e%) e P, pak ¢ e &..
Podobné plati i obracené, ze ke kazdému kone¢nému automatu o existuje ekvivalentni re-
gularni gramatika G, vytvotrena podle nasledujiciho postupu:

D R=X

2) V5 =3 - {stavy, ze kterych nevychazi ani jeden piechod};
3) S =so;

4) mnozZina substituénich pravidel &’je tvofena pravidly:

-je-lis"=9d(s,x) a {p | p e d(s’,x) pro Vx € X } # {0}, pak (s > xs') € &;
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-je-lis"=8(s,x)as e I, pak (s > x) € &;
- je-li sg € I, pak (S — ,,e7) € P.
Pozndamka: podminku {p | p € 8(s’,x) pro Vx € X } # {0} nemusi spliovat v§echny kon-
cove stavy.
Piiklad
Mgjme gramatiku G =({A, B}, {0, 1, 2}, &, A) s pravidly &* A— 00B | 22B;
B— 1B | €. Sestavte automat, ktery piijima pravé slova generovana gramatikou G.
Gramatiku & je nejdiive tfeba ptepsat do tvaru, kdy je vlevo od neterminalu vzdy pouze
jeden terminalni symbol, tj.
F: A—0C | 2D;
C— 0B;
D— 2B;
B— 1B | e
Vstupni abeceda je ur¢ena abecedou terminalnich symbold, tedy X = {0, 1, 2}. Abeceda
vnitinich stavil automatu je dana abecedou neterminall, pfip. doplnéna mnozinou cilovych
stavll, uréenych dalSim vypoctem. Pocate¢ni stav automatu je ddn pocatecnim symbolem
gramatiky, tj. sp = A.
Ze substituénich pravidel vyplyvaji nasledujici prechody funkce d:

(A>0C) = C=03(A,0);
(A—>2D) = D=09d(A,2);
(C—>0B) = B=3(C,0);
(D—>2B) = B=3(D,?2);
(B—>1B) = B=3(B,1);
B—>.,e9 = Bed..
Ptechodova funkce 6 automatu je tedy dana tabulkou
S | (& B. C D
0 C - B -
1 - B - -
2 D - - B
Cilovym stavem je pouze stav B, proto automat nema jiné vnitini stavy nez dané¢ netermi-
nalni abecedou. 000

Piiklad

Kone¢ny automat je zadan ori-
entovanym  grafem  (obr.4.8)
s pocatecnim stavem 0 a s jednim
koncovym stavem 3. Urcete regu-
larni gramatiku ekvivalentni tomu-
to automatu, tj. generujici stejny
formalni jazyk, jaky automat pfi-
jima.

Abeceda termindlnich symboll
je dana vstupni abecedou automa-
tu, tj. 79 = {a, b}. Abeceda neter-
minald je ddna mnozinou vnitinich
stavii automatu 7%= {0, 1, 2, 3} a
axiom gramatiky urcuje pocatecni Obr.4.8 Zadany konecny stavovy automat
stav automatu S = 0.
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Zbyva ur¢it mnozinu substitucnich pravidel gramatiky. Tabulka pfechodové funkce zada-
ného automatu je

5 | (0 1 2 3.

a 1 0 3 3
b 2 1 3 2
Pro vSechny pfechody definované ptechodovou funkci automatu plati — je-1i s” =3(s, x),
pak (s—xs’) € P(ze viech stavii vychazi alesponi jeden prechod). Na zékladg tohoto pravidla
ur¢ime prvni ¢ast substitucnich pravidel:

1=6(0,a) = 0—al;
2=956(0,b) = 0-—>b2;
0=9(I,a) = 1—a0;
1=96(1,b) = 1-—>bl;
3=06(2,a) = 2—>a3;
3=0(2,b) = 2-—>b3;
3=0(3,a) = 3—a3;
2=9(3,b) = 3->Db2

Dalsi substitu¢ni pravidla vyplyvaji z nasledujiciho ptikazani — je-li s” = d(s, x) a pfitom je
s e I, pak (s = x) € & V nasem piipadé je koncovym stavem stav 3, uvedené pravidlo tedy
plati pro vSechny piechody konc¢ici ve stavu 3, tj.
3=0(2,a) = 2-—>a
3=06(2,b) = 2-—>b;
3=063,a) = 3—>a
Po piepisu jsou substitu¢ni pravidla vytvofené gramatiky

0—al | b2;

1 —>al | bl;

2—>a3 | b3 | b3 |alb;

3—>a3 | b2 | a 0ad

Klasifikace do vice klasifikacnich tiid

Automatovy klasifikator skladajici se z R kone¢nych stavovych automatd, tj. klasifikator
ttidici vstupy do R+1 tfid (posledni tfida zahrnuje fetézce, které neakceptuje Zadny z pouzi-
tych automattll) nechd nejdiiv projit vstupni fet€zec prvnim automatem. Jestlize patii do jazy-
ka reprezentovaného timto automatem, pak vstupni fetézec zatadi do prvni tfidy a klasifikator
ukon¢i svou ¢innost. V pifipadé€, Ze prvni automat vstupni fetézec nepiijal, vlozi se na vstup
druhého automatu, atd., dokud neni fetézec zattidén nebo neprojde vSemi automaty klasifika-
toru.

Zobecnénim kone¢ného stavového automatu je Mooritv konecny automat. Pouziti Mooro-
va automatu zefektiviiuje klasifikacni proces, protoze s jeho pomoci Ize vstupni fetézec zatii-
dit do odpovidajici klasifika¢ni tfidy jiz béhem jednoho priichodu automatem a nikoliv, jako
v predeslém piipadé, po nejhtife R prichodech.

Mooriv konecny automat F je Sestice A = (X, Y, '3, so, W, 6), kde X = {x;} je konectna
vstupni abeceda, /= {y;} je konecna vystupni abeceda, § = {sm} je neprazdna konecnd mno-
Zina vnitinich stavi, sy € §je pocateCni stav automatu, ' — % je vystupni funkce a
8: X x 8 — D(I) je piechodova funkce, kde D(F) je mnozina podmnozin . (Je-li D(F) =
3, pak automat A nazyvame deterministicky.)

Necht’ 7 = (X, Sr, Sor, I, Or), T =1, ..., R jsou kone¢né stavové automaty takové, Ze au-
tomat #% piijima slova jazyka Z,, pfedstavujiciho klasifikaéni tfidu o,. Necht’ pfitom plati, ze
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ﬁ‘% =19}, (4.13)

tj. Ze jazyky viech klasifika¢nich tfid jsou disjunktni. Pak lze sestavit Mooriv automat A =

(X, Y, '3, so, 1, d) ekvivalentni klasifikatoru sloZenému z automatii %, ktery ale klasifikuje
pouze jednim prichodem vstupniho slova automatem.
Moortiv automat se vytvaii podle néasledujicich pravidel:

1)
2)

3)

4)

S)

6)

R
vstupni abeceda X = | JoX ;

r=1

pocateéni stavy so, vSech automatii & ztotoznime a tento ztotoznény stav povazujeme
za podate¢ni stav automatu JAZ;

ptechodovou funkci & automatu 7 sestrojime z dil¢ich prechodovych funkei &, opa-
kovanym pouzitim nasledujiciho pravidla, dokud nejsou zahrnuty vSechny ptechody
ptvodnich automatli &%:

- ztotoznime ty piechody, které vystupuji ze ztotoznénych stavli automatu &% a prislusi
stejnym symboltim vstupni abecedy <X. Stavy, do kterych vedou ztotoznéné piechody,
opét ztotoznime. Ostatni pfechody a stavy automati #% zachovavaji pivodni topologii.
mnozinu vnitinich stavli $ automatu A tvoii nové ztotoznéné stavy a stavy ptvod-
nich automatt %, které nelze ztotoZnit;

vystupni abecedu % tvofi identifikatory klasifikaCnich tiid o, r = 1, ..., R, spolu
s identifikatorem oy, ktery oznacuje tfidu fetézcu, které nepatii do zddné klasifikacni
tidy o, §. %= {o|1=1, ..., R} U {on};

vystupni funkce p automatu A piifazuje hodnotu o, r =1, ..., R, resp. oy tomu stavu
automatu J¢, ktery odpovidd koncovému stavu automatu s, resp. stavu, kterému ne-
odpovida zadny koncovy stav automatli 7.

Piiklad
Méjme zadany kone¢né automaty «# = ({a,b}, {1,2,3}, 1, {3}, 81), &> = ({a,b}, {4,5,6},
4, {6}, 8,) a ;3 = ({a,b}, {7,8,9},7, {9}, &3), jejichZ pienosové funkce jsou zadané tabulkami

s | 2 3 s | @ 5 e 5 | @ 8 o
a 2 - - a - 6 6 a - - 9
b | - 3 3 b | 5 - - b | 8 9 9

Zadané automaty lze znazornit
pomoci orientovanych grafli na obr.
4.9. Tyto automaty piijimaji formalni
jazyky:

L(56) = {X| X =ab{b}*}*

I(76) = {X | X = ba{a}*}

L(7) = {X | X = bb{avb}*}.

Sestavte Moortv automat, ktery
klasifikuje vstupni fetézce stejné jako
klasifikator slozeny z automatll &7,

(;%2 a 5%3.
Vysledny Moortv automat ¢ bu-

Obr.4.9 Konecné automaty podle zadani

* Hvézdicka (*) v tomto piipadé znamend opakovéni vyrazu v piedchazejicich slozenych zavorkéch.

- 101 -



de mit vstupni abecedu stejnou jako zadané automaty, protoze X = {a,b} U {a,b} U {a,b} =
{a,b}. Pocate¢ni stavy automatll 5%, &% a & ztotoznime do poc¢ateéniho stavu automatu HZ,
tj. so= 1 =4 = 7. Pfechodova funkce automatu ¢ je pak popsana tabulkou

5 CLa7) 2 5.8 3 6 9

a 2 - 6 - 6 9
b 5,8 3 9 3 - 9
Po piepsani oznaceni vnitinich stavli automatu podle pravidel: (1,4,7) — 1, 2 — 2,
(5,8) > 3,3 >4,6>5,9 > 6 je prechodova funkce

5 C1) 2 3 4 5 6

a 2 - 5
b 3 4 6 4 - 6

1
V)]
(@)

Koneéné, vystupni funkce p automatu A7 je

u C D 2 3 4 5 6

ON ON ON (O} () W3

protoze stavy 4, 5 resp. 6 au-
tomatu A odpovidaji konco-
vym staviim automatii &% — 3,
6, resp. 9, zatimco stavy 1, 2,
3 automatu A predstavuji
stavy 1, 2, 4, 5, 7 a 8, které
v zadanych automatech ne-
jsou koncové.

Vysledny Moortv automat
je mozné znazornit pomoci
orientované¢ho grafu na obr.
4.10. 000

4.3 Strukturalni
Kklasifikace Obr.4.10 Vysledny Mooriv automat

4.3.1 Zakladni principy

Algoritmy strukturdlni klasifikace, tj. pfifazeni identifikatoru klasifikacni tfidy zpracova-
vané relacni struktufe, zaleZi na tom, zda etalony klasifikacnich tfid respektuji moZnost ovliv-
néni klasifikované relacni struktury Sumovymi deformacemi ¢i nikoliv. Pokud se Sumové de-
klasifikaci relacni struktury provadime ztotoznénim s etalonem. Kdyz etalon reprezentuje jen
idedlni nedeformované relacni struktury a pfipustime-li soucasné, ze klasifikovana relacni
struktura miize byt poruchami zdeformovand, pak by snaha o pouhé ztotoznéni s etalonem
nékteré klasifika¢ni tfidy mohla zplsobit, Ze by rela¢ni struktura nemusela byt vibec klasifi-
kovatelnd, protoze by nemusela odpovidat etalonu zadné klasifikacni ttidy. V tom piipadé je
tteba vyuzit pravdépodobnostné definovanych etalonii — gramatik ¢i automati — nebo 1épe
principt klasifikace podle minimalni vzdalenosti.
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4.3.2 Klasifikace nedeformovanych struktur

Nejjednodussi jsou algoritmy klasifikace, kdy lze analyzovana data popsat reguldrnim fe-
tézcem. V tom piipad¢ miize rozhodnout kone¢ny automat, na jehoz vstup vytvoieny fetézec
pfivedeme.
konstatovani o ekvivalenci gramatik a automatd pfili§ uzitecné, protoze ¢innost odpovidaji-
cich automatl jiz neni tak pfimocara jako ¢innost kone¢nych automati, nybrz pii klasifikaci
dochazi k vytvareni riznych slepych cest a k ndvaznym névratiim na nizsi urovné rozhodova-
ni, proto se klasifikace provadi pomoci algoritmt, které Cinnost automatti pouze simuluji.

4.3.3 Klasifikace deformovanych struktur

Pti feSeni mnoha praktickych klasifikacnich tloh byva rela¢ni struktura popisujici klasifi-
kovany objekt ¢i jev ovlivnéna piisobenim riznych poruch. Rela¢ni struktury se sémantickou

Obr.4.11 Obecné strukturalni deformacni schéma

informaci mohou byt deformovany podle schématu na obr.4.11:

a) strukturdln€ — u relacni struktury je odstranéna ¢i naopak vloZena dil¢i substruktura
(napf. u fetézcl odstranéni, piip. vlozeni jednotlivych terminalnich symbolu, nebo ce-
lych jejich skupin), pfip. relace struktury je zaménéna za jinou s odliSnou aritou;

b) zplsobem zachovavajicim relacni graf

ba. deformaci lokalni — dochdzi k chybnému pfifazeni jména primitiva k relaci, resp. ke
zmeéné hodnot atributil primitiva;

bb. deformaci rela¢ni — je zpi-
sobena pouzitim chybné re-
lace pifi zachovani arity,
resp. zménou hodnot atribu-
ti relace (rela¢ni deformaci
Casto doprovazi deformace
lokalni).

Pro fetézec bez sémantické infor-
mace, tj. relacni struktury s jedinym
typem relace, se deformacni schéma
redukuje do tvaru podle obr.4.12 —
zUstava pouze moznost strukturdlni a

1.1 Obr.4.12 D “ni sché retézce bez sémantické
lokalni deformace. 7. eformacni schéma pro retézce bez séemantické

informace
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Pro kazdou realnou klasifikacni tlohu je tfeba ptfedem urcit typy ptipustnych deformaci
(dané deformacnimi substitu¢nimi pravidly) a klasifikacni préh, ktery udava maximalni pfi-
pustnou miru vzdalenosti (podobnosti), do které 1ze relacni strukturu povazovat za deformo-
vany etalon klasifikacni tiidy.

Strukturalni vzdalenost

V piipad¢ fetézci lze deformacni vlivy vyjadfit (na trovni primitiv) trojici tzv. elementdr-
nich deformacnich transformaci — eliminace, substituce a inzerce, které jsou definovany:
a) eliminacni deformacni transformace
wg(a)

T, wan, > 0,0,; (4.14)

b) substitucni deformacni transformace

wg(a,b)

T,: a0, — obo,; (4.15)
¢) inzercni deformacni transformace
N (4.16)
T: o0, > obo,, :

kde a, b jsou libovolné terminalni symboly, reprezentujici primitiva fetézci, ®; a w, jsou li-
bovolné konecné fetézce termindlnich symbold (mohou byt i prazdné) a wg(a), ws(a,b) a wi(b)
jsou vahové koeficienty pfislusné eliminacni, substitucni, resp. inzer¢ni transformace.

Vzdélenost dvou libovolnych konec¢nych fetézcti X a Y terminalnich symboli je mozné ur-
¢it na zékladé€ tzv. vahované LevenStejnovy metriky, definované nasledujicim predpisem:

Je-li P=(Ty, T, ..., Tn),n >0, T; € (Tg, Ts, Ty) posloupnost elementarnich deformaénich
transformaci takova, ze pro libovolna konec¢na slova X, Y nad abecedou 74.= 75U ,.e“ je
Y = AX), pak vahovana Levenstejnova metrika je definovana vztahem

dy (X, Y) =min > we@+ D wg(ab)+ D w(b)p. (4.17)
Ty (vaa)eP T (va;,il;b)eP T, (Y;];eP

Aby byly splnény vSechny tii zdkladni axiomy metrik (axiom totoZnosti, symetri¢nosti a
trojuihelnikovéa nerovnost) je tieba, aby platilo wi(a) = wg(a) a ws(a,b) = ws(b,a) pro vSechny
terminalni symboly a, b. Vdhovana LevenStejnova metrika spliujici tyto poZadavky je prava
metrika.

Z vahované Levenstejnovy metriky se daji vhodnou volbou koeficientd, ptfip. zavedenim
podminky stejné délky obou fetézcti, odvodit dalsi specidlni metriky, rovnéz uzivané pro sta-
noveni strukturdlni vzdéalenosti dvou fetézci — LevenStejnova metrika, vdhovand i prosta
Hammingova metrika.

Prostd (nevdhovand) Levenstejnova metrika je rovnéz podle vztahu (4.17), pouze hodnoty
vahovych koeficientd jsou rovny wg(a) =ws(a,b) =wib)=1 pro a#b a wg(a,a)=0 pro
vSechna a, b € 75 . To znamena, Ze se defini¢ni vztah zredukuje do tvaru

dL(X,Y):mpin{EP+SP+IP}, (4.18)

kde Es; S#a I je poCet eliminacnich, substitu¢nich a inzerénich elementarnich transformaci
potiebnych k pievedeni fetézce X na fetézec Y.
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Obr.4.13 Princip vypoctu vahované Levenstejnovy vzdalenosti

Hammingova vzdalenost je opét odvozena ze vztahu (4.10) za pfedpokladu, Ze oba fetézce
jsou stejné dlouhé a wg(a) = wi(a) = a wg(a,a) =0 pro Va € 75 a wg(a,b) je jistd hodnota
v piipad¢ véhované Hammingovy vzdélenosti a wg(a,b) =1 v pfipad¢ prosté (nevahované)
Hammingovy vzdalenosti (a, b € 73, a#Db).

Defini¢ni vztah pro vypocet vdhované LevenStejnovy vzdalenosti lze vyjadfit pomoci
ohodnoceného orientovaného grafu (obr.4.13), jehoz hrany reprezentuji elementarni defor-
macni transformace (horizontdlni inzerci, vertikalni eliminaci a Ghlopfi¢né substituci) a uzly
predstavuji stavy pfemény transformovaného fetézce X na fetézec Y (pocatecni uzel Nyy pt-
vodni fetézec X a uzel Np, kone€ny stav po Uplné transformaci, tj. fetézec Y). Kazda cesta
z uzlu Ny do uzlu Ny, odpovida né&jaké posloupnosti & transformaci pottebnych k pievodu
fetézce X na Y. Ukolem je tedy najit cestu mezi uzly Nop a Ny, s minimalni vahou — coz je
standardni tloha teorie grafti.

Podobné metriky jako vahovana Levenstejnova metrika pro fetézce byly definovany 1 pro

V ptipad€ pravdépodobnostniho deformaéniho modelu 1ze podobnost dvou relacnich struk-
tur urc€it (za predpokladu nezavislosti jednotlivych deformacnich pravidel) jako soucin prav-
dépodobnosti pouziti ptislusnych deformacnich pravidel.

Vlastni klasifikace deformovanych relacnich struktur

Klasifika¢ni procedura zéalezi na zplisobu vyjadieni etalonu klasifika¢ni tfidy. Pokud je
klasifikacni tfida vyjadiena vyctem etalont, pak lze klasifikaci provést jednoduse podle krité-
ria nejmensi vzdalenosti nebo na zéklad¢é posouzeni, zda klasifikovany obraz patii do povole-
ného chybového okoli etalonovych relacnich struktur, definovaného opét na zdkladé struktu-
ralni vzdalenosti. To znamena spocitat vzdalenosti zadané relacni struktury ode vSech etalonti
a vybrat tfidu, jejiz etalon je od klasifikovaného obrazu nejméné vzdalen, resp. tato vzdale-
nost je mensi nez piedepsand povolena mez.
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Je-li klasifika¢ni tfida popsana gramatikou, pifip. automatem, pak oba uvedené principy
klasifikace (klasifikace podle minimélni vzdalenosti, resp. povoleného chybového okoli) zii-

Uvazujme opét piipad nejjednodussich, tj. regularnich fetézcovych relacnich struktur.
V tom piipadé je vzdalenost mezi dvéma fetézci, jak bylo diive uvedeno, definovana pomoci
tfi elementarnich deformacnich transformaci — eliminace, substituce a inzerce terminalniho
symbolu. Je-li G =(7%, 73, &, S) gramatika popisujici klasifika¢ni t¥idu, pak mozny vliv de-
formaénich transformaci vyjadiime roz§ifenim mnoZiny substituénich pravidel & piidanim
pravidel reprezentujicich vSechny mozné chybové transformace terminalnich symbold. Nové
pfidana pravidla jsou opatfena nenulovymi vahami, vyplyvajicimi z vah deformacnich trans-
formaci. O ptavodnich pravidlech gramatiky piedpokladame, Ze maji vahu nulovou. Vzdale-
nost fetézce od etalonu klasifikacni tfidy je uréena minimalnim souctem vah substitu¢nich
pravidel potfebnych pro vygenerovani zadaného fetézce podle pravidel rozsifené gramatiky.

Podobna situace je s automaty — resp. konkrétné konecnymi automaty. Tabulku prechodo-
vé funkce rozsifime o prechody vyplyvajici z chybovych transformaci. Témto pfechodim,
opét na rozdil od pivodnich, pfisoudime nenulové vahy podle vah chybovych transformaci.
Vzdalenost fetézce od etalonu reprezentovaného automatem je ddna minimdlni celkovou va-
hou prechodii automatu pouzitych pii zpracovani vstupniho fetézce.

Piiklad

Méjme opét regularni gramatiku G = ({A, B, C, D}, {0, 1, 2}, & A) s pravidly &
A— 0C | 2D; C—» 0B ; D— 2B; B— 1B | »e“ a dile m&jme zaddnu mnozinu substituénich
elementarnich transformaci s vahami podle tab.4.1 a eliminac¢nich, resp. inzer¢nich transfor-

maci s vahami podle tab.4.2. Ur¢eme roz§ifenou gramatiku a ji odpovidajici kone¢ny automat,
umoziujici klasifikaci deformovanych struktur.

Tab.4.1 Vahy substitucnich elementarnich trans-  Tab.4.2 Vahy eliminacnich a inzercnich elemen-

formaci tarnich transformaci
Wg | 0 1 2 WE, W] |
0 0 1 1 0 1
1 1 0 2 1 1
2 1 2 0 2 1

MnozZina substitu¢nich pravidel, rozSitena o pravidla substitu¢nich a elimina¢nich elemen-
tarnich transformaci bude (nulové vadhy nejsou uvedeny)

A—)OC,A—1>1C,A—1>2C,A—>2D,A—2>1D,A—]>0D,
C—)OB,C—1>1B,C—1>2B,
D—>2B,D—I>OB,D—2>1B,
B—>1B,B—1>0B,B—2>2B,

1 1 1 1 1
A-"e"C,A->"e"D,C—>"e"B,D—>"e"B,B—>"e"B.
Posledni pravidlo vzniklo mechanickym uplatnénim elimina¢ni deformace na pfedposledni
pravidlo zadané mnoziny &. Protoze vSak toto pravidlo pfi generovani vytvafeny fetézec ne-

méni, je logické predpokladat i implicitni pravidlo B — B. ProtoZe z obou pravidel ma mensi
vahu transformace to druhé, 1ze posledni nové pravidlo vypustit.

Pii vyuziti inzer¢nich transformaci je potfeba rozhodnout, do kterého mista piivodniho
pravidla novy symbol vlozime. Pfedpokladejme, Ze to bude pied termindlni symbol. Pak je
mnozina pravidel vyjadiujicich inzer¢ni transformace nasledujici:
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1 1 1 1 1 1
A—00C, A—>10C, A—>20C, A—02D, A—>12D, A—22D,
1 1 1
C—00B,C—>10B,C—20B,
1 1 1
D—02B,D—12B, D—22B,

1 1 1 1 1 1
B—01B,B—»11B,B—»21B,B—»0,B—>1, B—>2.
Aby byl zachovan standardni tvar pravidel regularni gramatiky, prepiSeme tato pravidla do
tvaru:

1 1 1 1 1 1
A—0E,E —>0C,A—>1E,A—>2E, A—>0OF,F > 2D, A—>1F, A—>2F,
1 1 1
C—-0G,G > 0B, C—1G, C-2G,
1 1 1
D—0H,H —» 2B, D—1H, D—>2H,

1 1 1 1 1 1

B—0I,I—»>1B,B—>1,B—>2I,B—>0,B—>1, B—>2.

To znamend, Ze mnozina netermindlnich symbolil musi byt dale rozsifena o symboly E, F,
G, H a 1. Posledni uvedena skupina substitu¢nich pravidel spolu s prvni skupinou tvofi pravi-
dla gramatiky, podle kterych jsme schopni urcit vzdalenost fetézcli od fetézcli ptivodniho
strukturédlniho etalonu.

Jak uz bylo uvedeno, vzdalenost zadané¢ho fetézce od etalonu klasifikacni tfidy je urcena
minimélnim souctem vah substitucnich pravidel potfebnych pro vygenerovani zadaného fte-
tézce podle pravidel rozsitené gramatiky. Takze uloha, opét spadd mezi kombinatorické opti-
maliza¢ni ulohy, jejichz absolutni feSeni se zpravidla hleda jen obtizné. Je tieba se spokojit
jen se suboptimalnim feSenim, ziskanym napf. néjakou variantou algoritmi uvedenych
v kapitole pojednévajici o selekci.

0(0),1(1),
2(1),"e"(1)

0(1),1(2) 0(0),1(1)
2(0),"e"(1) 2(1),"e"(1)

0(1), 1(1), 2(1)

Obr.4.14 Automat ekvivalentni
a) zadané gramatice, b) rozsirené
gramatice b)

Automat ekvivalentni piivodni gramatice lze vyjadfit orientovanym grafem na obr.4.14a.
Automat, ktery odpovida rozsifené gramatice je na obr.4.14b (vahy prechodl jsou uvedeny
v zévorkach). Je to automat nedeterministicky. Vybér mezi moznymi ptechody je fizen opti-
maliza¢ni procedurou, napt. suboptimalizacni algoritmus, ekvivalentni algoritmu sekvencni
doptedné selekce, uvedeny v kapitole o selekci ptiznakii, vybird ten ptfechod, jehoz véha je
nejmensi. Pokud je vice pfechodi s toutéz vahou, je vybér ndhodny. aono
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Summary

The book “Data Analysis and Classification™ links to a certain extent to the textbook
“Multivariate Statistical Methods” and theoretically evolves topics described there. Both
publications are intended mainly for students of the Computational Biology study programme
at the Faculty of Science of the Masaryk University. They were both supported by the ESF
grant no. CZ.1.07/2.2.00/07.0318 ,,Multidisciplinary Innovation of Study in Computational
Biology*“.

Chapter one introduces fundamentals and principles of data processing and analysis,
defines their aims and describes individual phases of processing of static and dynamic data.

The second chapter, the longest in the publication, deals with individual feature based
methods of statistical pattern recognition. The chapter begins with methods of classification
by means of discrimination functions, which are demonstrated by description of Bayesian
classifiers. This is followed by methods of minimum distance classification. For this purpose
the terms metric and similarity metric, respectively, are defined and subsequently extended by
specific metrics for determination of distance and similarity of two patterns described by
quantitative and qualitative features. These metrics are further developed into deterministic
and probability methods of determination of distance between two sets. Another part of the
chapter is focused on algorithms of classification into classes defined by borders in feature
space and, finally, methods of sequential classification.

The third chapter analyses methods for selection of attributes; the highest emphasis is put
on analysis of principal components and analysis of independent components.

Chapter four, the last but not least, is focused on methods of structural analysis and
classification. The chapter introduces terms such as primitive, relation, and relation structure,
deals with methods of structural description of classification classes, particularly grammars
and automats, and is concluded by description of methods of structural pattern recognition of
both non-deformed and deformed relation structures.
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