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Predmluva

Zpracovani signala je klasicka technickd, nebo mozna jesté 1épe elektrotechnicka discipli-
na. Ukazuje se vSak ¢im dal tim vice, Ze pojmy a teoretické néstroje pouzivané v tomto oboru
mohou byt uziteCnou alternativou a doplitkem statistickych postupii pouzivanych pii analyze
casovych fad v medicing, epidemiologii, analyze procesii probihajicich v naSem zivotnim pro-
sttedi 1 ekonomice, a mnoha dalSich odbornych oblastech. Alternativou, kterda v nejednom
ptipad¢ dokéaze i vhodné vysvétlit, ¢i dokonce dat rozumny smysl vysledkiim, kterych bylo
dosazeno pomoci statistickych algoritmii. OvSem bohuzel, ¢i vlastné naopak bohudik,
v nejednom piipad¢ také ukazat na ne pfili§ velkou smyslnost ¢i rozumnost toho, ¢eho bylo
pomoci statistiky dosazeno. Proto se domnivame, ze zaklady teorie zpracovani signalti, resp.
Iépe jejich matematickych modeld a zejména z pohledu jejich diskrétni reprezentace, tj. ¢aso-
vych fad, rozhodné patii do curricula studijniho oboru Matematicka biologie, jak je tradovan
na Pfirodovédecké fakult¢ Masarykovy univerzity. A byli bychom radi, kdyby se i touto pub-
likaci podafilo alesponl v nékterych studentech naseho studijniho oboru vzbudit zdjem o tuto
problematiku a schopnost vnimat jeji krasy.

Na dotvareni kone¢ného tvaru téchto textli se nezanedbatelnou mérou podileli oba jeji re-
cenzenti — prof. Ing. Vladimir Sebesta, CSc. a doc. RNDr. Zdenék Pospisil, Dr, kterym patii
za jejich pomoc viely dik. Zejména prof. Sebestovi jsem vd&ny, protoze to byl on, kdo mé
kdysi pted dlouhymi léty uvadél do této discipliny, byt v téch dobach to bylo o nééem pod-
statné jiném. Doc. Pospisil ted’ naopak hlidal matematickou cCistotu a spravnost napsaného,
tedy to s ¢im jsou technici, m¢ nevyjimaje, obcas na kordy. Pfi pomoci s dolad’ovanim zave-
recné podoby této publikace nelze opomenout ani mého kolegu a spolupracovnika, prof.
RNDr. Jiti Hrebicka, CSc., ktery se mi pii dobrovolném ¢teni tvofeného textu snazil poctiveé
vratit razanci a dikladnost, s niZ jsem se naopak ja snazil precist jeho dila, vznikajici, stejné
jako tato publikace s podporou a v ramci projektu ESF OPVK ¢. CZ.1.07/2.2.00/07.0318 ,,Vi-
ceoborova inovace studia Matematické biologie*.

Na zaveér této naprosto uvodni ¢asti predkladané publikace si nemohu nepovzdechnout nad
casovou tisni, které mé vice nez kdy jindy provazela pii psani nasledujicich kapitol. A proto
bych 1 rad poprosil laskavého ¢tendie 1 neméné laskavou ¢tenarku o shovivavost pii kritice
pfipadnych nedostatki. Dokonce bych byl velice rad, kdyby mé o vSech nedokonalostech
tohoto textu informovali. Ur¢ité to pomuze pii tvorbé jeho budoucich modifikaci.
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1 Kapitola uvodni — predevSim inspiracni a motivacni

1.1 Co ofekavame od této kapitoly

Radi bychom, kdyby laskavy ¢&tenat po ptecteni této kapitoly znal potiebné zakladni
pojmy, jejich vyznam, podstatné souvislosti, aby véd¢l, pro¢ jsou diilezité a k cemu to vsSech-
no je. A hlavng, aby si chtél precist vSechny dalsi kapitoly této publikace.

1.2 Zaciname — nékolik prikladi na avod

V mediciné - epidemiologii, fyziologii i jinych medicinskych oborech, v biologii, envi-
ronmentalistice, ekonomice, sociologii a v mnohych dalSich odvétvich a odbornych discipli-
nach je Casto tfeba zpracovavat data, ktera ziskavame bud’ pozorovdnim! chovani uréitych
realnych objekti, nebo piipadné (pokud to jde) na zakladé cilené ptipravenych experimentii2.
Ziskana data mohou popisovat néjakou konkrétni situaci v jednom urCitém case, ptip. na case
vibec nezalezi, nebo naopak vyjadiuji hodnoty urcitych zajimavych veli¢in jak se méni v Case
(obr.1.1).

Zabyvejme se nyni druhym piipadem. oy

Kiivky na obr.1.1 pfedstavuji okamzité¢ |
procentudlni hodnoty preferenci ceskych
politickych stran v letech 2004 — 2008. Jsou
vytvofeny interpolaci mezi zjisténymi hod-
notami v jednotlivych mésicich (prizkumy
se ale vétSinou nedélaly o prazdninach,
nejdelsi vypadek nastal vletnich mési-
cich roku 2006, mezi jednotlivymi hodnota-

mi nejsou vzdy stejné casové intervaly — podle STEM, Trendy 2004/9 - 2008/3
pozdéji uvidime, Ze zhlediska analyzy to  Obr.1.1 Dynamika preference ceskych politickych
neni zrovna piizniva situace). Je ziejmé, ze stran

preference jednotlivych politickych stran je definovana v jakémkoliv ¢asovém okamZiku, je to
veli¢ina v Case spojitd. To, Ze zndme jeji hodnoty jen v nékterych Casovych okamzicich, je
formaln¢ dtsledkem tzv. vzorkovdni.

Frekvence prizkumi (zpravidla jednou za mésic) je v tomto piipad€ dana organiza¢nimi a
ekonomickymi kritérii a divody. Primarné je v kazdém €asovém okamzZiku k dispozici vektor
péti hodnot, reprezentujicich preferenci péti politickych stran a v ¢ase uspofddana mnozina
téchto vektori popisuje, jak se preference vSech péti stran méni s ¢asem.

I Pozorovini je zalozeno na pasivnim sledovani ur&itych procesii a souvisejicich skute¢nosti, pokud mozno
v jejich pfirozeném stavu, co nejméné ovlivnéném pozorovatelem. Pozorovani poskytuje informaci o vnéjsich
projevech a vztazich sledovaného objektu ¢i procesu (tvar, rozméry, podobnost, fyzikalni ¢i chemické vlastnosti,
casova naslednost). Vyznam pozorovani klesa v situacich, kdy nabyvaji na dtlezitosti pficiny pozorovanych
jevu, pip. charakter a podstata uvniti zkoumaného objektu.

2 Experiment vychazi z aktivniho piistupu ke zkoumani daného objektu. Spo&iva na zamérné vyvolanych zmg-
nach podminek existence a funkce daného objektu, které maji pfimét zkoumany objekt projevit se za riznych
uméle navozenych situaci. Vychozim predpokladem pro usporadani experimentu je formulace hypotézy o analy-
zovaném objektu. Hypotézy i nasledné experimenty jsou: vyhledavaci (heuristické) — ,,co se stane, udélame-li
toto?“ a ovéiovaci (verifikacni): ,,opravdu se to stane, kdyz udélame toto?*

3 Vzorkovdni je postup vybéru jednotlivych pozorovéni, na jehoz zakladé ziskavame informaci o vlastnostech
sledované skutecnosti €i jevu. Vzorkovani v idedlnim piipadé zachovava informaci, obsazenou ve vzorkovaném
deji.



V datech i zobrazenych ktivkach lze sledovat rtizné jevy — trend* vyjadiujici dlouhodobé
tendence hodnot preferenci — napt. kontinudlné klesajici trend preferenci u kiivky 3, rostouci
preference u jinak velice neuspotfddaného prubéhu kiivky 1. Je patrny i oscilac¢ni® charakter —
u vetsiny kiivek s pomérné vysokou frekvenci, u kiivky 2 1 pomalejsi oscilace s periodou pfi-
blizn€ dva roky. Zajimavy priibéh ma kiivka 4, kterd z nizké urovné po zacatku roku 2005,
ziejm¢e pusobenim néjakého vnéjsiho vlivu rychle a vyrazné vzrostla. Charakteristicky je u
této kiivky i vyskyt tltumenych oscilaci po tomto rychlém nartstu u jinak relativné kmita pros-
té Casové zavislosti. Analyza dat tohoto charakteru (¢asovych i‘ad®) zkouma charakter trendu,
odhad jeho parametrii a v disledku zdivodnéni tohoto dlouhodobého smétovani (s ohledem
na jiné skutecnosti jako jsou rtizné demografické charakteristiky spole¢nosti) charakter oscilu-
jicich slozek, jejich zékladni parametry (frekvence, velikost vychylky), ptip. opét jejich vztah

k dal$im sociologickym procestim.

pocet | Krom¢ deterministickych slozek

pacientd | (trendu a oscilaci) je soucasti ¢a-

[_Looo- incidence sovych fad i ndhodnad Sumova
sloZka.

2000 - _ Kfivky na obr.1.2a popisuji dy-

mortalita namiku incidence (vzniku novych

ol onemocnéni) a mortality (poctu

1080 1990 2000 umrti)  zhoubneho  nadoroveho

cas [roky] onemocnéni prsu zen v Ceské re-

a) publice v ¢asovém rozpéti od roku

. 1977 do roku 2007. V zobrazeném

pg’;‘;ﬁﬁn i pfipadu hodnoty obou veli¢in

-1 ptredstavuji absolutni pocty pacien-

400i o ti za cely kalendaini rok. Na roz-

incidence

] dil od ptfedchoziho ptikladu, ktery
200 - WWM Py opisoval aktualni okamZity stav
- i Aot Eognot sledovanych Veliéin},/ maji
0 : : : : : : tyto Udaje charakter akumulacni
1980 1990 2000 (integralni) za ur¢ité ¢asové obdo-

cas [roly b) bi (v tomto konkrétnim ptipadu za

jeden rok). Zobrazené kiivky jsou
pomémé hladké, bez vyraznych
zmén Urovné, v podstaté zobrazuji
pouze zakladni dlouhodobou tendenci vyvoje onemocnéni. Na obr.1.2b jsou zobrazeny tytéz
veli€iny s tim, Ze poCty novych onemocnéni ¢i umrti jsou shromazd’ovany v mési¢nich inter-
valech, tedy dvanactkrat Castéji. Je patrné, Ze se zcela zménil charakter dat - zistal trend, vy-
razné se ale projevila oscilaéni periodické sloZka. Z obou ptipadd vyplyva, Ze zvySeni frek-

Obr.1.2 Vyvoj incidence a mortality zhoubného nadoru prsu
v CR — a) rocni vzorkovani; b) mésicni vzorkovani

4 trend (angl.) — vyvojova tendence, celkovy obecny sklon sm&fovani dlouhodobé dynamiky; v tomto smyslu se
pouziva od konce 19. stoleti.

5 oscilace (lat. oscillatio) — houpani (se), kolébani (se), kyvani (se), resp. kmitani nebo kmitavy d&j, zména n&ja-
ké veli¢iny vykazujici opakovani, stfidani nebo tendenci k nému; slova oscillum se pouzivalo pro oznaceni malé
masky boha Dionyza (Baccha), ktera se vésela v blizkosti vinic a jeji houpavy pohyb zplisobeny vlivem vétru
plasil ptaky.

6 fasovd Fada (mat.) — je uspofadana mnozina hodnot urcité veli¢iny {y: t=t;, to, ..., t,}, kde index t urCuje Cas,
kdy byla hodnota y, ur€ena; v pfipad€, Ze jsou Casy t; rozmistény na ¢asové ose pravidelné, byva vyse uvedeny
zapis zjednoduSovan do formy {y;: t=1,2,...n}. Timto zptisobem zdpisu je ale potlaCovana Casova zavislost
sledované veliciny a je nahrazovana pouhou zavislosti na pofadi, coz mize byt v riznych situacich nezadouci, na
druhé strané tento zapis umoznuje pouzit teoretického aparatu ¢asovych fad i pro jiné formy zavislosti, napt. na
prostorovych soufadnicich.



vence vzorkovani odhalilo v datech nékteré zavislosti, které v ptivodnim vyjadreni nebyly
vidét, jinymi slovy frekvence vzorkovani mize byt podstatnd k zachyceni jednotlivych slozek
sledovaného d¢je.

Na rozdil od vySe uvedeného ptikladu zndme hodnotu sledovanych veli¢in az v okamziku
ukonceni intervalu, ve kterém kumulujeme pocty onemocnéni ¢i umrti. Jejich hodnoty tedy
nejsou definovany pro vSechny ¢asové okamziky, ale jen pro urcité zvolené casy. Obé zobra-
zované veli¢iny proto nejsou v ¢ase spojité, nybrz primarné v ¢ase diskrétni’, byt jsou jednot-
livé hodnoty na obréazcich prolozeny spojitou ¢arou.

Incidenci a mortalitu miZeme povaZovat za vstup a vystup systémud zdravotni péce
(obr.1.3). Vzajemny vztah mezi mortalitou a
incidenci formdlné charakterizuje vlastnosti

péce o pacienty — staticky mensi mortalita pfi =~ o) systém mortalita (n)
stejné incidenci znamena kvalitngjs$i 1écbu a ~ ———————— zdravotnipéte
naopak, dynamicky zmény incidence se pro- prevalence (n)

sttednictvim 1écebné péce odrazeji ve zme-
nach mortality. Stav systému zdravotni péce
je vrelaci mezi obéma epidemiologickymi  Obr.1.3 Systémovy pohled na epidemiologické
veli¢inami charakterizovan tzv. prevalenci, tj. veliciny

okamzitym absolutnim ¢i relativnim poctem pacientli s danym onemocnénim. Analyzou vza-
jemnych vztahi mezi uvedenymi veli¢inami mizeme charakterizovat vlastnosti zdravotni
péce a jeji kvalitu.

Kone¢né, na obr.1.4 je zobrazen pribéh elektrokardiografické kiivky koné (zdznamu elek-
trického napéti charakterizujiciho elektrické procesy na srdci zpusobujici stah jednotlivych
srdecnich bunék, které je snimédno z povrchu téla). Tvar EKG kiivky vypovida o elektrickych
a zprostfedkovan¢ i mechanickych vlastnostech srde¢niho svalu, pfip. ¢astecné celé kardio-
vaskularni soustavy. Napéti signdlu EKG je samoziejmé definovano v ¢ase spojité. Posloup-
nost jednotlivych hodnot ze

snimaného napéti opét ziska- ' ' '

vame pomoci vzorkovani, je- ~ [#V1%or l .
hoz frekvence musi respek- . J |
tovat vlastnosti ptivodniho ol | \ ‘\ i |

prib&hu napéti. I kdyZz pribéh ' |
EKG napéti vyjadiuje dy- | )\
namicky proces probihajici na °’f’w\“ W 1 /
srdci, pii jeho morfologické L W W T TN j [
analyze byva c¢ast priabéhu, 00l \ /
ktera reprezentuje jeden srdec-

ni cyklus, povaZzovana za sta- 0 1 2 3 4
ticky popis elektrickych vlast-

nosti srdce. Obr.1.4 Signdl EKG koné v kroku

7 diskrétni (franc. discret, lat. discernere, rozliSovat; discretus rozd&leny) v matematice, v technice a v informa-
tice znamena nespojity, nebo také digitalni. V technické odborné literature je vSak pojem diskrétni (v Case) po-
vazovan za podmnozinu pojmu digitalni (je diskrétni i co do urovné).

8 systém (fec. ovotnua) - slozené, v celek seskupené), soustava - souhrn prvki, sdruzeny vzajemnymi vazbami
do smysluplného celku, ktery se navenek projevuje urcitou formou chovani. Pivodné slovo vytvoieno slozenim
predpony gdv- dohromady a zakladu ioryu: znamenajicim stat, postavit se, vydrZet, stanovit, postaveni. Ve vy-
znamu ,,souhrn souvisejicich principi, skutecnosti, resp. myslenek” je pojem systém zminén jiz v 1. pol. 17.
stol., v souvislosti s zivymi organismy — ,,t¢lo jako organizovany souhrn vitalnich procest’” byl pouzit na konci
17. stoleti.



1.3 Pojmy z titulu

1.3.1 Signal a ¢asova Fada

Pokusme se nejdiive novy pojem definovat.

Signadl je jev fyzikalni, chemické, biologické, ekonomické ¢i jiné materidlni povahy, ne-
souci informaci® o stavu systému, ktery jej generuje, a jeho dynamice.

Vidime, Ze podle uvedené definice ma signal dvé zékladni slozky:

e hmotny nosi¢ - materidlni jev ¢i veli¢inu, ktera tento dé€j vyjadiuje (elektrické napéti ¢i
proud, potistény papir, zZalude¢ni §t'avy, u nichz métime napf. jejich kyselost, pocet osob

s ur¢itym onemocnénim);

e nehmotnou informaci o zdrojovém systému.

Prvni z obou uvedenych slozek zpiisobuje, ze pojem signdl je ¢asto spojovan s technickymi
problémy pfenosu a zpracovani dat, jako jsou otazky televizniho ¢i rozhlasového vysilani a
ptijmu, komunikace pomoci mobilnich i staciondrnich telefonti, radarové techniky, satelitni
navigace, apod. Nicmén¢ z hlediska analyzy vlastnosti zdrojového objektu, resp. systému neni
tato materidlni slozka zas az tak

o v roo I 1 -
duleZIt?’ Zcela pOdStatna Je ale PO e e e Mm\),“ J"‘,“\“\\Hl\ﬁi. ) r‘r\-\f‘f o, Wwa—M"
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Case, nebo prostoru (RTG sni-  wwe bt v k / A
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storové soufadnice a zadvislou — mw e e W

Ly , y o ry SRRSO PRSI SRTUR 1 i N J

veli¢inou uroven zcernani fil- NN !l e A

mové folie), zatimco pojem data ey el )
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prostorové neménnymi hodnotami.

Obr.1.5 Zdaznam signalu EEG

9 informace (lat. informatio) - predstava, obrys, vyklad, poudeni; i laik v latinském originalu slova nepochybné
pozna predponu ,,in-*“ s vyznamem do, v, na a kmen ,.forma“ vyjadtujici tvar.

e poznatek (znalost) tykajici se jakychkoliv objektl, napt. fakti, udalosti, véci, procesit nebo myslenek véetné
pojmu, které maji v daném kontextu specificky vyznam (ISO/IEC 2382-1:1993 ,,Informacni technologie — ¢ast I:
Zékladni pojmy*).

e nazev pro obsah toho, co se vymeéni s vnéjSim svétem, kdyz se mu pfizptisobujeme a pisobime na néj svym
pfizptisobovanim. Proces piijimani a vyuzivani informace je procesem naseho prizptisobovani k nahodilostem
vngjsiho prostiedi a aktivniho Zivota v tomto prostiedi (Wiener);

e poznatek, ktery omezuje nebo odstranuje nejistotu tykajici se vyskytu urCitého jevu z dané mnoziny moznych
jevi.

10 gata (plural, lat. datum) — dar, to co je dano.



Jistym dalS$im zobecnénim je pojem proces!! (nikoliv ndhodny proces, coZ je terminus
technicus pouzivany ve statistice), ktery miize byt reprezentovan nékolika signaly vyjadiuji-
cimi tutéz veliCinu, pfip. i veli€iny rtizné. Napfi. aktivitu mozkovych bunék reprezentujeme
zaznamem elektroencefalografického signalu (EEG), ktery predstavuje paralelni zaznam elek-
trického napéti vytvoreného v mistech, kde jsou zpravidla na povrchu hlavy umistény snimaci
elektrody jako dusledek elektromagnetického pole vytvareného prichodem lokalnich elek-
trickych proudii v a mezi mozkovymi neurony. Podle poctu elektrod a zptsobu jejich zapojeni
obsahuje zdznam zpravidla 16 az 32 soucasn¢ snimanych signalit EEG (obr.1.5). Druhym
ptipadem, kdy jsou veli¢iny rizné, mize byt napf. proces zdravotni péce v daném zdravotnic-
kém zafizeni, charakterizovany pomoci mésicné¢ vykazanych udaji o vynalozenych financ-
nich prostfedcich, poctem oSetfenych pacientii, poctem vyuzitych luzek akutni péce, ...

Informace obsazena v datech, ¢i signa-
lech je strukturovand, zahrnuje rizné sloz-
ky. Urcit¢ zahrnuje jednak deterministic-
kou sloZku, ktera jednoznacné souvisi se a000 [
stavem analyzovaného systému (ma-li pa-
cient chfipku, ma zvysenou télesnou teplo-
tu), jednak sloZku ndhodnou, ovlivnénou B
ruznymi vlivy bud’ pfimo u zdroje (ta zvy- “N‘\
Sena télesnd teplota je u nékoho nizsi, u 1500 |
n¢koho vyssi), nebo zplisobenou chybami
pfi méfeni ¢i pfenosu dat (chybnd metoda
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meéfeni, kone¢na presnost meéticiho zatize- t[s]

ni, zdravotni sestra se spletla, kdyZz zapiso-  Obr.1.6 EKG téhotné Zeny — M - zdaznam projevii
vala teplotu do chorobopisu, ...). Dale de- depolarizace bunék srdecnich komor matky, P -

terministicka slozka muZe obsahovat in-  zdznam projevii depolarizace bunék srdecnich ko-
formaci, kterd ptimo nesouvisi s cili analy- mor plodu

zy (elektrokardiograficky signal snimany z povrchu téla t€hotné Zeny obsahuje elektrickou
aktivitu srdce matky 1 plodu - viz obr.1.6 — zajima-li nés v jakém stavu je dité pfed a béhem
porodu, je maternalni EKG generované srdcem matky z hlediska dané tlohy slozkou mini-
maln¢ neuziteCnou, spise vSak parazitni, kterou je tteba odstranit).

K separaci ndhodné a deterministické slozky, resp. k vybéru ,,spravné* deterministické
slozky je tfeba nadstavbova znalost dalSich souvislosti a okolnosti spojenych s feSenou ulo-
hou. Ve vyse uvedeném ptikladu napf. cil analyzy — analyza stavu plodu pied a béhem poro-
du, tzn. je potieba eliminovat fetdlni EKG od vSech ostatnich slozek signalu. Aby se to poda-
filo, je tfeba urcit takové vlastnosti jednotlivych slozek signalu, jimiZ se navzajem liSi. Napf.
jaké maji vSechny ty slozky vlastnosti v Case, jaka je jejich velikost, jaké jsou jejich frekvenc-
ni vlastnosti? Jsou slozky signalu n&jakym zplsobem vazany, tj. existuje mezi nimi korelace?
A kdyz se extrakce fetalniho signélu povede, 1ze pokracovat v urovani jeho dalSich paramet-
rt, které umozni zhodnotit aktudlni stav plodu, napt. velikost srde¢ni frekvence plodu, jak
souvisi jeho srdecni frekvence s intenzitou déloznich stahti?

Mame-li vhodné pracovat s informaci obsazenou v signalu, tzn. analyzovat, resp. syntetizo-
vat, musime dokazat signal vhodn& matematicky popsat, to znamena vytvotit jeho matema-
ticky model'2. Matematicky model signalu by mél byt na jedné strané co nejjednodussi (aby

1 proces ( lat. procéssus, od procédere ) - postupovat, tihnout vpied, coZ je slozenina z predpony pro- ve vy-
znamu ,,pfed, pro, za“) a slovniho kmene cédere (,kracet, stoupat™). Tedy shrnuto, slovo proces znaci postup,
pokrok, prabéh.

12 Matematicky model je matematickymi prostiedky vyjadieny popis realného d&je, ktery mizeme povazovat za

projev chovani néjakého daného realné¢ho objektu, resp. systému. Z této formulace vyplyva, Ze matematického

modelovani se pouziva jak pro matematicky popis signald, tak i systémi.



se s nim dobfe pracovalo), na druhé stran¢ co nej-
presnéjsi (aby co nejlépe reprezentoval sledované
dgje).

Matematicky lze signal obecné popsat funkci x(t)
pomoci R nezavislych proménnych t = {t;, t,, ..., tr}
z oboru O, urcené¢ho kartézskym soucinem dil¢ich
defini¢nich obort O; jednotlivych proménnych t.
V ptipadé, ze R=1 (hovofime o jednorozmérnych
signalech), byva nezavisle proménnou zpravidla cas.
V pfipadé, ze R =2, byvaji nezavisle proménnymi
vétSinou prostorové soufadnice. Hovofime pak o
dvourozmérnych signalech, nékdy je oznafujeme
jako 2D signdly. Jsou jimi vSechny obrazy. Pokud je
R > 2, pak jsou nezavisle proménné né&jakou kombi-
naci Casu a prostorovych soufadnic. Jsou-li tii pro-

Obr.1.7 Dvourozmerny signal - RTG
snimek paty

meénné prostorové, pak hovofime o snimku trojdimenzionalni scény. Filmovy zaznam je re-
prezentovan casovou sekvenci 2D snimki, tedy se jednd o data se dvéma prostorovymi pro-

ménnymi spolu s jednou ¢asovou proménnou.

Obor proménnych t, ve které jsme schopni méfit hodnoty signalu, oznacime jako primdrni
(origindlni) oblast popisu signdlu. Je-1i potieba (napf. pro leps$i ndzornost) transformovat
signal z pavodni primérni oblasti popisu na funkci n¢jaké jiné nezdvislé veliciny, pak o vy-
sledku transformace hovotime jako o reprezentaci signdlu v sekunddrni oblasti popisu. To je
napiiklad pfi spektralnim popisu vlastnosti signalu, coz je vysledek transformace pivodnich
dat do tvaru, kdy jsou vlastnosti signalu vyjadieny pomoci zavislosti na frekvenci harmonic-

kych slozek, z nichz se piivodni pribéh sklada.
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Obr.1.8 Paralelni zaznam velicin popisujicich cinnost
srdce — a) a b) fonokardiogram snimany ve dvou pozicich
na hrudniku, c¢) signal EKG,; d) ultrazvukovy M-scan —
vodorovna osa je stejné jako v pripadeé vyse zndazornénych
signalii casova, vertikalni osa popisuje hloubku umisteni
Jednotlivych struktur v hrudniku (zkratkou MVE a Sipkami
Jje vyznacen pohyb srdecni mitrdlni chlopné)

Hodnoty signélu, které méfime
na skutenych, redlné existujicich
systémech, jsou vyhradné redlné.
Takto namétené hodnoty vSak mo-
hou byt béhem predzpracovani
podrobeny riiznym operacim, jejichz
vysledkem byvaji signdly s hodno-
tami jak redlnymi, tak i komplexni-
mi. Proto, 1 kdyZ ptipady, kdy signal
nabyva komplexnich hodnot, jsou
v praxi nesrovnatelné¢ méné Casté,
mély by byt matematické funkce
modelujici signal obecné schopny
vyjadfit 1 komplexni zavislosti.

Komplexni signal se sklada ze
dvou navzajem nezavislych slozek -
realné a imaginarni nebo modulové a
fazové, je tedy specidlnim ptikladem
vicesloZkového C¢i vicekandlového
signalu, ktery se obecné sklada
z K riznych pribéhl, zpravidla re-

prezentujicich tyz zdrojovy proces (obr.1.8). Na zaklad¢ uvedenych poznatkt je tedy funkce
x(t), popisujici signal, obecné vektorovou funkci vektorového argumentu.



Pouzité matematické prosttedky budou nepochybné zavislé na charakteru zpracovavaného
signalu. Z pojmu, které jsme az dosud uvedli, ¢i alesponi naznacili, jsou pro rozhodnuti o vy-
béru matematickych prostiedkl pro popis dat dilezité zejména:

a) determinovanost pritbéhu

Je-li prabéh funkce x(t) popisujici signal jednoznacné urcen pro jakoukoliv pfipustnou
hodnotu argumentu t, tj. je mozné vzdy pfedem stanovit, jaké okamzité hodnoty nabude sig-
nal v libovolném bodé defini¢niho oboru, pak nazyvame signdl deterministickym. Modelem
takového signalu je deterministickd matematickd funkce, napt. x(t) = Scos(ot+n), kde o je
uhlova frekvence.

Nejsou-li, naopak, hodnoty signélu pro libovolnou hodnotu argumentu jednoznacné, ho-
votime o signdlu nedeterministickém, ptip. nahodném. Nahodny signél je jednou z moz-
nych realizaci ndhodného procesu &(t), ktery vyjadiuje celkové vlastnosti chovani zdroje
signdlu. Nahodny proces i ndhodny signal jsme schopni popsat pouze jejich pravdépodob-
nostnimi charakteristikami. Neni to vSak jedind moznost jak popsat nedeterministicky pri-
beh signdlu, alternativou muze byt popis napt. pomoci teorie mlhavych (fuzzy) mnozin a
fuzzy logiky.

b) spaojitost Ci diskrétnost nezavislych velicin

Podle charakteru defini¢niho oboru argumentt signalu budeme nadale rozliSovat signaly
spojité a diskrétni, v piipade vice rozmérti miize byt jejich charakter i kombinovany.

Pokud je defini¢nim oborem O souvisla R rozmérna oblast, hovoiime o signdlu spojitém
v oboru argumentt, ktery budeme znacit xy(t) — viz napf. vySe uvedena harmonicka funkce
Xs(t) = Scos(wt+ ).

Sklada-li se ale defini¢ni obor argumentl z izolovanych intervali (bodil) této oblasti, na-
zyvame signdl signdlem diskrétnim v oboru argumentl. Diskrétni signél a jeho parametry
budeme oznacovat indexem d (napt. x4(t)), ptipadné pozdéji, kdy uz nebude hrozit nebezpe-
¢i zamény se symbolikou spojitych signdli, budeme pouzivat symboli bez jakéhokoliv
oznaceni. Body diskrétniho oboru argumentt tvoti v drtivé vétsiné piipadu pravidelnou sit,
neni to vSak nezbytnou podminkou. Diskrétnost nezavislych proménnych muize vyplyvat
bud’ z podstaty procesu (viz ptiklad podle obr.1.2), nebo v Case diskrétni reprezentace mize
vzniknout vzorkovanim plivodné spojité veli€iny (obr.1.4). Modelem pravidelné vzorkova-
ného diskrétniho signdlu mlze byt posloupnost dand funkénim piredpisem
x4(nTy,) = xfy(n) = 2cos(onTy, + n/2), kde Ty, je tzv. vzorkovaci perioda (Cas mezi kazdymi
dvéma vzorky) a celé Cislo n urcuje potadi vzorku. Jinou formou popisu diskrétni veli¢iny
muze byt posloupnost hodnot dané veli¢iny v ur€itych casovych okamzicich — ¢asovd rada.
Pojmy Casova tada a v Case diskrétni signal znamenaji v podstaté totéz, jejich pouziti se lisi
pouze dle zvyklosti té které aplikace — pojem Casova fada se pouziva zejména ve statistice,
ekonomice, nebo epidemiologii, pojem Cislicovy signal spiSe v technickych aplikacich, nebo
tieba 1 ve fyziologii.

Analyzované veli¢iny mohou byt diskrétni 1 z hlediska svych funkénich hodnot. Vzhle-
dem k cilim tohoto textu ale tato skutecnost nebude nadale podstatna. Budeme nadale uva-
zovat veli¢iny, jejichZ funk¢ni hodnoty jsou z celého intervalu realnych cCisel.

¢) periodicnost

Kdyz se pro libovolnou nezavisle proménnou t; € t pritb¢h deterministického signélu opa-
kuje tak, ze plati

xX(t) = x(t + k.T)), (1.1)



pro libovolné celé k, je signdl periodicky vzhledem k proménné t. a T; je jeho periodal3. Je-li
tteba, mizeme kazdy neperiodicky signal, deterministicky i nedeterministicky, povazovat za
periodicky s periodou T; — .

Nekteré biologické ¢i fyziologické procesy maji rytmicky, téméi pravidelné se opakujici
prabéh, Ze je lze, za jistych zjednodusujicich predpokladi, povazovat za periodické. Takové
jsou napf. signaly odvozené od srdecni aktivity, ¢astecn¢ i z dychani, procesy vazané na den-
ni, pfip. ro¢ni cyklus. Abychom zduraznili odlisnost od piesné periodicity mnohych signal
technického ptivodu, hovotime v tomto piipad¢ o signdlech repeticnich. Naopak, jiné signaly
maji natolik nepravidelny charakter, ze k nim lze pfistupovat jako k signalim ndhodnym —
elektrickd aktivita kosternich svalii — elektromyogram (EMG) nebo spontanni EEG (obr.1.5).
Jako protiklad vySe zminénych repeticnich signalti je nazyvame nerepeticni.

1.3.2 Systém

V podstaté ekvivalentni definice definici uvedené v pozn. 8 na str. 5 v o poznani formal-
néjSim podéni zni:

Systém S = {P, R} kde P je neprazdna konecna mnozina a R je neprazdna mnozina relaci
definovanych na P, pfi¢emz ob¢ mnoziny spole¢né urcuji vlastnosti a chovani celku.

Konkrétni usporadani prvki a vazeb systému urcuje jeho vnitini strukturu (viz obr.1.9).
Kromé¢ grafického vyjadieni lze strukturu formalné vyjadfit Etvercovou relacni matici.
V ptikladu podle obr.1.9 je relacni matice (bez podrobnéjsiho popisu vlastnosti jednotlivych
prvki a dalSiho kvantitativniho rozliSeni jednotlivych relaci).

p1

(0 1 1 0 0 O] 12 r41 r44
000010 r13
010100 P2 r32 34

R, = (1.2) r25 p3

110 01 0 0 63
000000 -
00100 0 P p6

Obr. 1.9 Priklad struktury systemu

Prvky systému jsou zékladni soucasti systému, které jsou na dané rozliSovaci urovni ned¢-
litelné. Neznamena to, Ze by na jiné trovni rozliSeni nemohl mit prvek velice sloZitou struktu-
ru.

V piikladu podle obr.1.10 se na dané urovni déli lidsky organismus na tfi zékladni elemen-
tarni Casti (prvky) — informacni a fidici subsystém a subsystémy latkové vymény a vystupnich
jednotek, i kdyZ je samoziejmé, ze kazdy z uvedenych prvkl (subsystémil) se realné sklada
z dalsich dil¢ich ¢asti, jak je naznaceno v piipad€ informacniho a fidiciho subsystému, ktery
1ze ¢lenit minimalné na geneticky a fyziologicky subsystém. Fyziologicky dale na nervovou a
endokrinni soustavu, nervova na centralni a periferni, atd. Na Grovni, kterd je dana cili analy-
zy, vSak ziejmé staci zékladni skladba obsahuyjici tfi prvky.

Prvky popisujeme veli¢inami, které definuji jejich stav, pfipadné dalSimi pomocnymi veli-
¢inami. Stavové veli€iny jsou ty, které jednoznac¢né definuji chovani prvku i systému. Jsou to
veli¢iny, které popisuji kumulacni procesy uvniti systému. Pocet stavovych veli¢in urcuje rad
systému. Stav prvku, ale i systému je dan okamzitymi hodnotami stavovych veli¢in v daném
casovém okamziku. Podle vyvoje hodnot stavu 1ze d€lit systémy na statické systémy (nevyka-

13 perioda (fec. mepiodoc) - chozeni dokola
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zuji zménu vzhledem k nezavisle proménné) a dynamické systémy. Chovani systému je urce-
no vnéj$imi projevy systému a je disledkem dynamiky systému, tj. schopnosti vyvolat zménu
v systému, piedevsim jeho stavu.

Vazby jsou reprezentovany vztahy mezi prvky systému, ptipadné mezi prvky systému a je-
ho okoli. Vazby mohou byt energetické (hmotné) a informacni (nehmotné). OvSem vzhledem
k tomu, co jiz vime o podstaté signald, i informacni vazba musi byt samoziejmé reprezento-
vana pfenosem pomoci néjaké materialni veli¢iny. Formalné jednotlivé vazby vyjadiujeme
matematickymi vztahy mezi veli¢inami popisujicimi stav prvkd, pfi¢emz zavislost ¢i nezavis-
lost proménnych pouzitych ve vazebnich vztazich je dana orientaci vazebnich relaci.

Obr.1.10 Lidsky organismus jako systém

Okoli systému je tvoreno prvky, které nepatii do systému, ale jsou s prvky systému svaza-
ny. Systém a jeho okoli jsou jednak objektivni skutecnosti, jednak i disledkem subjektivnich
pozadavkl na obsah, formu a ucel zkoumdani. Napft. pti zkouméani stavu zivotniho prostiedi
v urcité lokalité je otdzka, zda zdroje zneciSténi zahrneme do systému, ¢i je budeme zkoumat
oddé€len¢ a jejich plisobeni budeme povazovat za vstupy systému analyzované lokality. S po-
dobnou situaci se I1ze setkat pii teoretické analyze matematickych systémii. Zahrnuti vstupti do
systému analytické postupy zjednodusi.

Veliiny (vazby), které zprostfedkovavaji vliv okoli na systém, jsou vstupy systému a vngj-
§i projevy (vazby) systému, které reprezentuji jeho vliv na okoli, jsou vystupy systému. Prvek
systému, ktery ma vazbu na okoli (vstupni nebo vystupni nebo vstupni i vystupni) nazyvame
hrani¢nim prvkem systému a mnozinu vSech hrani¢nich prvka nazyvame hranici systému.

Ve vztahu k okoli rozezndvame systémy oteviené a uzaviené (konzervativni). Ofevieny
(neautonomni) systém je takovy, u néhoz dochézi k energetické ¢i informaéni vymeéné s jeho
okolim. Uzavieny (konzervativni, autonomni) systém je naopak od svého okoli izolovan.
Z praktického hlediska, abychom v ptipadé€ jeho analyzy dokazali zjistit (zméfit) jeho okamZi-
ty stav, pfipoustime existenci vystupnich informacnich vazeb.

To, zda mizeme okoli do daného systému zahrnout ¢i nikoliv, fesi tzv. podminka separabi-
lity systému. Systém je separabilni, jestlize jeho vystupy zpétné vlivem prostiedi podstatné
neovliviiuji vstupy.

Dilezitou vlastnosti systému je jeho stabilital4. Obecné ji mizeme definovat jako schop-
nost systému udrzovat si pii zméné vstupti a stavli svych prvki nezménénou vnéjsi formu

14 stabilita (lat. stabilitas, ze stabilis - staly, ustdleny, pevny vytrvaly) - pevnost, vytrvalost, stalost, , ...
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(chovani) 1 navzdory tfeba i1 velice bouflivym procesiim probihajicim uvnitt systému nebo
jako schopnost systému vratit se do ptivodniho stavu po nepiili§ velkém vychyleni.

Mame-li se systémy vhodné pracovat, tj. analyzovat jejich vlastnosti, resp. syntetizovat
(navrhovat jejich strukturu na zakladé¢ urcitych pozadavkil), je potieba, podobné jako v ptipa-
d¢ signalt, umét vytvofit jejich vhodny matematicky popis/model. Definice na zacatku této
na pro praktické tlohy. Mohli bychom se samoziejmé jiz zde zabyvat dalsi konkretizaci uve-
dené definice pro konkrétni situace, nechme to ale na pozdéji uvedené, specifictéji zamétené
kapitoly. Zde pouze uved'me, ze matematické prostfedky pro popis systémi se mohou liSit
podle:

e typu casové zakladny (spojita, diskrétni, na ¢ase nezavisla);

e formaln¢ 1 charakteru proménnych, se kterymi systém pracuje (spojité, diskrétni, logické,
nomindlni, ordinalni) — z hlediska obsahu tohoto textu se v dalSim budeme zabyvat pouze
kvantitativnimi proménnymi, pfi¢emz neni podstatnych rozdili mezi zpracovanim pro-
ménnych se spojitym €1 diskrétnim funkénim oborem,;

vgtahu k okoli (autonomni, neautonomni);

proménnosti parametri’ (linearni, nelinearni, ¢asoveé promeénné);

vztahu k minulosti (bez paméti, s paméti);

determinovanosti proménnych a parametrit (deterministické, nedeterministické — nahod-
né, fuzzy, ...);

o poZadavkit na znalost vnitini struktury systému (vné&jsi, resp. vstupni/vystupni popis, sta-

VOVY popis).

Priklad:
Elektricky obvod, jehoZ schéma je : i
uvedeno na obr.1.11, lze povazovat (s 14 . L 2

pouzitim elektromechanickych ekviva-
lenci) za fyzikalni model cévniho seg-
mentu. Odpor R vyjadiuje sily, ktery-
mi cévni stény a viskozita krve pisobi
proti pohybu krve, civka (induktor) s
induk¢nosti L reprezentuje setrvacnost
krevni hmoty a kondenzator, jako
akumulacéni prvek elektrického néaboje,
nahrazuje objemovou kapacitu cévy
stim, ze kapacita C v podstaté vyjadfuje objemovou roztaznost (komplianci) cévy:
C=AV/AP — zména objemu cévy vyvoland zménou krevniho tlaku. Uvedena napéti u,
(p=1,2,R, L, C) ve schématu vyjadiuji tlakové poméry v dané cévé, proudy i, pritok krve
cévou. Tento systém ma ti1 prvky — odpor, civku, kondenzator, jejichZ vlastnosti popisuji pa-
rametry R, L a C a okamzity stav kazdého z uvedenych tii prvki je vyjadifen okamzitymi
hodnotami napéti a proudu témito prvky — ug(t), ir(t), ur(t), ir(t), uc(t) a ic(t) (vSechny tyto
uvedené veli€iny jsou samoziejmé funkcemi Casu, jehoz defini¢ni interval tvofi celd realna
osa, tzn. ze vSechny veliiny jsou definovany ve spojitém Case). Kontakt na okoli je vyjadien
prostfednictvim vstupniho napéti u;(t) a proudu i,(t) (krevniho tlaku na zacatku cévy a prito-
ku krve do ni z pfedchazejiciho segmentu) a vystupniho napéti uy(t) a proudu ix(t) (krevniho

2
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Obr.1.11 Pasivni sériovy RLC obvod jako elektricky
model cévniho segmentu

Q =— 0

IS parametr - slovo vychazejici z fedtiny spojenim piedpony mapa- s vyznamem kromé&, mimo, pii a slovniho
kmene unpwv — mira. Plivodné pouzivané v geometrii, ve 20. letech minulého stoleti se zacatky systémové
teorie ziskalo vyznam ,méfitelny faktor, umoziujici definovat dany systém®, ptipadné ,,hranice ¢i ,,limit” tak,
jak tento pojem vnimame v soucasnosti. Tedy, parametry, na rozdil od proménnych, které slouzi k popisu stavu
prvkd, popisuji zakladni vlastnosti ¢i charakteristiky prvkt a vazeb systému.
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tlaku na konci segmentu a priatoku krve ven; orientace proudové Sipky na vystupu segmentu
je pouze formalni, v pfipadé¢ o¢ekavané¢ho vytoku krve z cévy ven bude mit vypocitand hod-
nota proudu v tomto ptipadé zaporné znaménko).
Matematickym modelem vazeb mezi jednotlivymi prvky a veli¢inami, které je popisuji,
mohou byt nasledujicimi vztahy:
e pro napéti a proud odporem plati Ohmiv!6 zakon
u(t) = R.in(0); (13)

e pro proud civkou a indukované napéti je
1 t
i, (t)= EJ;uL(t)dr ; (1.4)
e pro proud a napéti na kondenzatoru (srvn. definici stazlivosti, resp. kompliance)

u(t) =é jic(t)dr . (1.5)

Dale plati 1. Kirchhoffav!7 zakon (algebraicky soucet proudd v uzlu je roven nule), proto
dle formalizma uvedenych v schématu

ic(®) = ia(8) + 200 (1.6)
a 2. Kirchhoffiiv zakon (algebraicky soucet napéti ve smycce je roven nule), je
u(t) = ugr(t) + ur(t) + uc(t)
a (1.7)
ux(t) = uc(t).
Konec¢né, vzhledem k tomu, ze se vstupni vétev obsahujici odpor i civku nedéli (v ptipadé
rozpojeného vystupu — tzv. vystupu naprazdno), musi byt
11(t) = ir (= (V). (1.8)
Protoze kumulaéni charakter maji dle defini¢nich vztahti (1.4) a (1.5) proud civkou ir a na-
péti na kondenzatoru uc, budeme je povazovat za stavové veli¢iny (jak pozdé€ji uvidime,
opravdu lze z jejich hodnot spocitat hodnoty vSech ostatnich zde uvedenych veli¢in). Protoze
pocet stavovych veli¢in urcuje fad systému, je analyzovany systém 2. fadu.
ooo

1.4 Casové rady — co s nimi

Ulohy, které s ¢asovymi fadami fesime, spadaji jako mnohé jiné, do dvou zakladnich kate-
gorii — analyzy jejich vlastnosti a syntézy jejich matematickych modelii. Zpravidla ulohy obou
typl velice Gizce souviseji.

16 Georg Simon Ohm (*1789, Erlangen, Bavorsko; +1854,Mnichov) - némecky fyzik; jeden ze zakladnich z4-
kontl nejen elektrotechniky, definujici vztah mezi napétim a proudem v elektrickém obvodu zformuloval tak
jednoduse, Zze ho némecka védecka komunita té doby naprosto nebrala vazné a vzala ho na védomi, az kdyz ho
v roce 1841 britska Kralovska spolec¢nost vyznamenala za vysledky jeho védecké prace.

17 Gustav Robert Kirchhoff (*1824, Konigsberg, Prusko, nyni Kaliningrad, Rusko; +1887, Berlin) - némecky
fyzik, ktery se zabyval piedevsim elektiinou a spektroskopii. Jeho ucitelem byl Carl Friedrich Gauss.

13



b)

. | " ™R

— f‘[Hz]

Obr.1.12 Casovy priibéh (a) a frekvencni spektrum (b)

signalu EKG ovlivnéného sitovym rusenim. Ruseni se
v casoveé zavislosti projevuje rozsirenim stopy zdzna-
mu, ve frekvencnim spektru vyraznou carou na frek-

Analyza

Rozklad na zakladni slozky tady a
pfipadné¢ navazujici separace jednotli-
vych komponent je zakladni cinnosti
souvisejici se zpracovanim jakékoliv
casové fady. Rozklad mize vychazet ze
znalosti procest, které se podileji na
vzniku dané ¢asové tady, nebo je zalo-
zen na teoretickych vychozich piedpo-
kladech o jejich vlastnostech.

Ptikladem prvniho zuvedenych po-
stupi mize byt zpracovani signalu
EKG, snimaného bud’ v klidu, nebo pfi
zatézi — ptirozené nebo uméle vyvolané.
Cilem analyzy je zpravidla diagnosticky
vyrok o kvalité¢ ¢innosti srdce vySetio-
vané osoby. K tomu, aby se toho dosah-
lo, je potteba ptivodné spojité snimané

venci 50 Hz. elektrické napéti vzorkovanim pievést
na jeho diskrétni verzi (Casovou tadu) a
v diskretizovanych datech odd¢lit slozku, kterd nese uzite¢nou informaci z hlediska tvorby
diagnostického vyroku, od komponent rusivych, parazitnich. Ty, v zavislosti na podminkach
vySetfeni, mohou vznikat napt. jako dasledek indukce sitového napéti (obr.1.12), procest na
rozhrani pokozka — snimaci elektroda, vlivem dychani ¢i jinych pohybl pacienta. Vlastnosti
ruseni 1 uzite¢né slozky jsou jak v Casové, tak i frekvencni oblasti dostate¢né znamy (na za-
klad¢ experimentalnich i teoretickych znalosti) a byla vytvofena fada rtiznych algoritma pro
separaci obou signalovych komponent. Algoritmy vyuZivaji principt linearni frekvencni fil-
trace, statistickych vlastnosti obou slozek pfi zprimérovani, ¢i jinych sofistikovanéjsich po-
stupli vyuzivajicich rGznych transformaci, jako je napf. vinkova transformace, zpracovani
pomoci neuronovych siti, apod.

Jind situace je, pokud analyza nevychazi z apriorni informace o vlastnostech jednotlivych
komponent ¢asové fady. Cilem analyzy je v tom piipad¢ odhalit jednotlivé dil¢i procesy, které
utvafeji vyslednou ¢asovou fadu a zjistit jejich dil¢i vliv na findlni pribéh fady. Zplsob sepa-
race pak vychazi ze dvou zakladnich modelud struktury ¢asové fady — aditivniho a multiplika-
tivniho. V ptipadé prvniho z obou uvedenych modeli plati predpoklad, Ze hodnoty vzorka
casové fady jsou dany souctem

x(kTy,) = r(kTy,) + z(kTy,) + s(kTy,) + v(kTy,), (1.9)
v ptipad€ multiplikativniho modelu souc¢inem
x(kTy,) = r(kTy,)-z(kTy,)-s(kTy,)-v(kTy,), (1.10)

kde r(kT,,) reprezentuje k-ty vzorek (monoténni) posloupnosti ¢asu oznacované jako trend,
z(kTy;) popisuje nendhodné dlouhodobé oscilac¢ni procesy s periodou vyznamné delsi nez je
doba sledovani casové tady, s(kTy,) vyjadiuje hodnoty deterministické periodické, tzv. sezon-
ni slozky a konec¢né v(kT,,) pfedstavuje ndhodnou Sumovou slozku, kterd zohlediuje vSechny
odchylky vzorka ¢asové fady od pribéhu deterministické ¢asti modelu dané prvnimi tfemi,
vyse uvedenymi slozkami ¢asové fady. Zpravidla se o¢ekdva, ze nahodna slozka v(kT,,) ¢a-
sové fady reprezentuje tzv. bily Sum s normdlnim rozdélenim a nulovou stiedni hodnotou.
Mezi obéma krajnimi ptipady modelti mohou existovat rizné smiSené aditivné-multiplikativni
piistupy, sezénni slozka mize byt nasobnd a vyvolana riznymi procesy. V nékterych piipa-
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dech se trendova slozka a slozka dlouhodobych oscilaci spojuje v slozku oznacovanou jako
drift

d(KTy,) = r(kTyy) + z(kTy). (1.11)

Jednoduché pravidlo pro rozhodnuti, ktery z obou zakladnich modelii pouzit, vychazi
z toho, zda rozkmit periodické sezonni slozky zavisi na okamzité hodnoté trendu. Zatimco
velikost oscilaci, pokud existuji, v situaci zobrazené na obr.1.1 nezdvisi na velikosti trendové
slozky (Ize pouzit aditivni model), hodnoty rozkmitu sezénnich oscilaci popisujici incidenci a
mortalitu nadorového onemocnéni na obr.1.2b zjevné na velikosti hodnot trendu zavisi, coz
vede k tivaham o pouziti multiplikativniho modelu.

Cilem analyzy v tomto pfipad¢ je rozliSit jednotlivé dil¢i slozky, vzajemné je separovat a
poté zabyvat se pfi¢inami jejich vzniku i formami jejich vzdjemnych zavislosti.

Syntéza

Vytvotfeni matematického modelu Casové fady rovnéz ptispiva k schopnosti porozumét pti-
¢inam jejiho vzniku, ale s vytvofenym modelem i odhadovat (predikovat) jeji prubéh vné in-
tervalu, ve kterém zname jeji hodnoty — do budoucna, ptip. 1 do minulosti, pokud je tato tloha
zajimava. Mozna je i klasifikace jednotlivych slozek fady zaloZenad na hodnotach parametra
odpovidajicich modela.

Metodika tvorby modelti miize byt zaloZena na znalosti podstaty procest, které piispivaji
ke vzniku Casové fady (tento pfistup Casto vede do sféry nelinedrnich soustav), nebo muze
vyuzivat postupy bez apriorni informace. V tom ptipad¢ se metody podle pouzitych matema-
tickych nastroji déli na dvé zékladni skupiny — metody vyuZzivajici regresni modely a metody
zalozené na aplikaci teorie linearnich dynamickych soustav bud’ s konstantnimi parametry,
napt. podle metodiky Boxe a Jenkinse, nebo s Casoveé proménnymi parametry pomoci riznych
variant adaptivnich systému. Zatimco regresni modely maji zejména vyznam pro popis sledo-
vanych jevi, dynamické soustavy umozni lépe nahlédnout i do jejich podstaty.
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2 Signaly spojité v Case

2.1 Véty na uvod

Jak bylo uvedeno v ptfedchozi kapitole, charakter matematickych modeld signala (funkci,
posloupnosti) zavisi jednak na vlastnostech zpracovavanych signalii, jednak na cilech zpra-
covani.

Zm¢étena data, ktera stoji za zpracovani, vzdy obsahuji smés deterministické a ndhodné
slozky. Jakakoliv metoda zpracovani dat se snazi eliminovat ndhodné fluktuace a zdlraznit
slozku, deterministicky souvisejici s analyzovanymi procesy, které jsou zdrojem dat (zvyse-
na teplota organismu vyvolana aktivitou imunitniho systému, vyskyt kardiovaskularnich
onemocnéni jako dasledek zivotniho stylu, ...). Tato skute¢nost piredurcuje vyznam, ktery
v tomto textu nadale pfiznavame deterministickym modeltim signalu.

Ttida deterministickych funkci se dale, pfedevSim z hlediska teoretickych pfistupti a
moznosti navazujici analyzy, d¢li na funkce periodické a neperiodické, resp. jednorazové.

Navzdory faktu, ze v soucasné dobé dominantni vétSina experimentalnich dat vyjadiuji-
cich ¢asovou zavislost sledovanych veli¢in je diskrétnich (bud’ ze své vlastni podstaty, nebo
disledkem vzorkovani ptivodné spojitych veli¢in), nékteré zdkladni principy a jejich disled-
ky jsou srozumitelnéjsi pro spojitou reprezentaci dat. Z tohoto diivodu vidime jako vhodné;j-
$i zabyvat se obéma piipady — spojitymi i diskrétnimi modely a témi diive uvedenymi dfive.

DialeZita poznamka

Budeme-li nadale hovofit o spojitych a diskrétnich signalech, veli¢inach a funkcich, bu-
deme tim rozumét, az na piipadné explicitn¢ uvedené vyjimky, spojitost ¢i diskrétnost Casu
jako nezavisle proménné, nikoliv spojitost ¢i diskrétnost z hlediska funkénich hodnot. Nepo-
chybné se tak dopoustime, z matematického pohledu neodpustitelného prohtesku, ale do-
mnivame se, Ze z pragmatického pohledu cilt tohoto textu je takto definované déleni dosta-
cujici. Abychom si povést zas az tak nezkazili, budeme tuto skute¢nost pfipominat alesponl
v nazvech hlavnich kapitol.

Co bychom v nasledujicich kapitolach chtéli

Predev§im bychom chtéli, aby byl ¢tenaf po precteni prvni z nésledujicich kapitol sezna-
men se zakladnimi principy tvorby modell v ¢ase spojitych signaldi, aby véd¢l, co je to har-
monicky signél a jaké riizné zpiisoby jeho popisu se pouzivaji (a budou pouZzity v nasleduji-
a skoku. V dalsi kapitole by se m¢l seznamit se zdkladnimi operacemi se signaly, zejména
rozumét pojmim konvoluce a korelace, resp. korelacni funkce. Tyto zaklady by pak mély
byt podkladem pro pochopeni vyjadieni vlastnosti v ¢ase spojitych signali ve frekvencni
doméné, tj. pomoci frekvencniho spektra. Mél by rozumét rozdilim mezi frekvencnimi
transformacemi periodickych a neperiodickych signali a vlastnostmi tomu odpovidajicich
spekter.

Snad to neni moc a snad se to povede.
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2.2 Zakladni typy matematickych modeli signalu spojitych v ¢ase

2.2.1 Periodické funkce

V duchu obecné definice vice-
rozmérného periodického signalu
podle vztahu (1.1) mizeme jedno-

rozmérny periodicky signal (funk- 5
ci) definovat nasledovné.
Definice:

X(t)

Spgjité iedpor(?zmémfi fange 0 02 05 1.0 15 2.0 25 1ps)
Xs(t) je periodicka, kdyz existuje
takové Cislo T > 0, pro které a pro 0br.2.1 Periodicky signdal podle vztahu (2.2)
vSechny redlné hodnoty t je
Xs(t) = x4(t + kT), 2.1)
kde k je libovolné celé ¢islo. Nejmensi hodnotu T (pokud takova hodnota existuje), pro kte-
rou plati rovnice (2.1) nazyvame zdkladni periodou signalu (funkce). (N

Priklad:
Ptikladem periodické funkce miize byt obdélnikovy pulz definovany vztahy (obr.2.1)

5, prote(0,5-k02+0,5k) [s;
X, (t) = (2.2)
0, prote(0,2+0,5-k;0,5-(k+1)) [s],
prok=...,-2,-1,0,1,2, 3, ... . Jeho zakladni perioda je 0,5 s. oog

Harmonicka funkce

Je jednou ze zakladnich periodickych funkci. Popisujeme ji pomoci goniometrické funkce
sin(x) nebo cos(x)'®. Vzhledem k dalsim souvislostem je tfeba rozhodnout o jedné z obou
funkei jako referen¢ni. Proto rozhodnéme (jsou pro to i nékteré dost dobré divody, se kte-
rymi se seznamime pozdéji), Ze nadale budeme povaZovat za referencni harmonickou funkci
definovanou vztahem

x(t) = A.cos(ot + @), (2.3)

kde A je kladna realna konstanta, kterou nazyvame amplitudou' harmonického signalu
(udavame ji v jednotkach veli¢iny, kterou harmonicka funkce popisuje), o je rovnéz kladna
realna konstanta, kterou oznadujeme jako #hlovy (kruhovy) kmitodet (frekvence®®) (mé&time
jej v rad/s) a @g je redlna konstanta, kterd urcuje posunuti pribéhu harmonické funkce vici
pocatku, tj. pro okamzik t = 0. Nazyvame ji pocdtecni faze a uvadime ji v thlovych mirach
— v radianech, resp. v thlovych stupnich. Argument funkce urcuje hodnotu faze harmonic-
kého signalu. Zakladni perioda harmonické funkceje dana vztahem (je-li ® v radianech)

2

T (2.4)

®

'8 Nazev funkce sinus prochézel s vyvojem astronomie a matematiky dle teritoria zajmu (Arabie, Indie, ..) aZ
k arabskému dZaib, coz znamenalo nadra, vystiih, vypuklost, atd. Tento vyznam pak ve 12. stoleti v podstaté
prevzala latina, kde slovo sinus znaci zahyb, oblouk, ohyb, zékrut, ale i splav, pfipadné dutina.

" amplituda (1at.amplitudo) — rozsahlost, rozpéti, velikost, znamenitost, diistojnost

* frekvence (lat. frequentia) — hojny pocet, Eetny dav, velka ucast, zastup, hojnost, mnozstvi, detnost; ve fyzice
se toto slovo zacalo pouzivat pro oznaceni Cetnosti vyskytu (pocet vyskytt uréitého jevu za ¢asovou jednotku)
od 1. pol. 19. stol.
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Se zékladni periodou i zdkladnim whlovym kmito¢tem souvisi kmitocet harmonické
funkce f, pro ktery je

o 1 o
T o (2.5)
a ktery v jednotkach SI udavame v [Hz] s fyzikalnim rozmérem [s™].
Piiklad:

Prikladem harmonické funkee je pri- / f \
béh zobrazeny na obr.2.2 a definovany R T R
vztahem R Y R

x(t) = 10.cos(2n. 10t + /2).  (2.6) L\ / \ /]

0.1 02 03 0,4 t[s]

Amplituda je vtomto piipadé rovna ., o
A=10 (e urdena maximélni vjchylkou Obr.2.2 Priklad harmonického signalu podle vztahu

2.6,
harmonického pribéhu), zdkladni tihlovy (2.6
kmitodet je 2.10.7 [rad.s'], kmito&et 10 Hz a po&atetni faze @o = n/2 [rad]. 000

Jak plyne z defini¢niho vztahu (2.3), je pritbéh harmonické funkce pro vSechny hodnoty
Casu jednoznaéné urcen hodnotami tii parametrii - amplitudy A, thlového kmitoctu o, a
pocatecni faze @o. Mohli bychom tedy jeji vlastnosti vyjadfit, krom¢ ¢asového prubéhu i
graficky vzajemnou zavislosti téchto parametrli, zpravidla vyjadifenou ve dvou rovinach —
jednak v rovin¢ amplituda vs. tthlovy kmitocet (resp. kmitocet), jednak v roviné pocatecni

faze vs. thlovy kmitocet (resp. kmitocet).

e (rad) Uvidime dale, Ze tento koncept zobrazeni
10 > vlastnosti (harmonické) funkce v zavis-

losti na jejim kmito¢tu vyuZzijeme pro
znézornéni spektra®’ funkce (signdlu).
Pro funkci definovanou vztahem (2.6) a
0 207 ofaals] 0 207 olradss zobrazenou na obr.2.2 je spektrum vyob-

2.3.
Obr.2.3 Grafické vyjadreni zavislosti (a) amplitudy razeno na (31br. 3 , . .
N . , . . Pro dalsi si tedy zatim pamatujme, Ze
a (b) pocatecni faze na uhlové frekvenci harmonic- ., ., .
ké funkce podle vziahu (2.6) frekvencni spektrum funkce (signdlu) je
vyjadieni rozloZeni amplitud a pocatec-
nich fazi jednotlivych harmonickych sloZek, ze kterych se signal sklada, v zavislosti na
frekvenci.
Kromé¢ defini¢niho vztahu harmonické funkce podle (2.3) ji 1ze popsat jesté i jinymi zpii-
soby, které vyplyvaji z Eulerovych* vztahi™

! spektrum (lat. spectrum) — obraz, objeveni, zjeveni (se), vzhled; poprvé pouzito pro vysledek optického

rozkladu svétla kolem r.1670.

2 Leonhard Paul Euler (*1707 Basilej, Svycarsko; +1783 Petrohrad, Rusko) §vycarsky matematik a fyzik,
ktery je povazovan za nejlepSiho matematika 18. stoleti a za jednoho z nejlepSich matematikli viibec. Vyznam-
n¢ prispél k feSeni otazek diferencidlniho poctu, pfispél k zdkladim teorie grafli, mechaniky, optiky, astrono-
mie. Je po ném pojmenovan asteroid, byl zobrazen na Svycarskych bankovkach, 24. kvétna je dokonce piipo-
minan v luteranském kalendari svatych.

# V matematickych textech je zvykem pro vyjadieni imaginarni jednotky pouzivat pismeno i. Teorie signali a
systémil je vSak dominantné povazovana za elektrotechnickou disciplinu, kde se téhoz symbolu (i) pouziva
k oznaceni jedné ze zakladnich elektrotechnickych veli¢in a to okamzité hodnoty elektrického proudu. Proto se
v publikacich zabyvajicich se problematikou zpracovani signalti pouziva k oznaceni komplexni jednotky sym-
bolu j. Budeme se drzet této symboliky navzdory skutecnosti, Ze tyto texty jsou ureny piedevsim pro ctenaie
s matematickym vzdélanim a doufame, Ze tato malickost jim nezptsobi zavazné trauma.
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el 4o

coS o =
2
a (2.7
o _ oo
sino = -
2]

Tohoto pfistupu se obvykle vyuziva vzhledem k (za uréitych okolnosti) snadnéjsim vy-
poctim s komplexni exponencidlni funkci €' nez s tradiénimi goniometrickymi funkcemi
sin o a cos o.

Imi(t) Vynasobime-li prvni rovnici dvéma a
ot druhou rovnici 2j, pak po secteni vy-

ImC \ sledkt dostavame vyraz
Co \ 1 . .
~ AN ¢*=cosatjsina. (2.8)

P T~ X(0) P\ A2 "> X0 , N . -
0 0 -"rec O\ i) Znamena to, Ze prib&h harmonické
I

/
- [Co -~ funkce definované vztahem (2.3) lze
Co / vyjadfit téZ jako redlnou slozku prib&hu
Lot komplexni funkce €'* a tedy je

x(t) = Re{A.exp[j(otteo)]},  (2.9)
a) b) coz odpovida primétu kruhového pohy-

) . o 5 bu reprezentovaného pohybem vrcholu
Obr.2.4 a) Komplexni amplitudy exponencialnich slozek K A ot k 1 ,
harmonického signdlu; b) casova dynamika exponencial- ¥ toru A.exp[j(ottgo)] v komplexni

nich slozek harmonického signdlu rovin€ na redlnou osu.
Protoze funkce cos je suda, pak plati i

x(t) =Re{x(t) } = Re{A.exp[j(ot+po)]} = Re{A.exp[j(-wt — @o)]} = Re{ X*(t) 3, (2.10)

kde Xx'(t) je komplexn& sdruzend hodnota k x(t)>*. Timto vztahem je zaveden zaporny th-
lovy kmitocet, ktery Ize geometricky interpretovat (fyzikalni interpretace se hleda tézko)
pomoci uhlové rychlosti otaceni vektoru A.exp[j(-ot - ¢¢)] v opacném sméru (ve sméru ho-
dinovych rucicek) nez v ptipade vektoru A.exp[j(mt+@o)].

Ze vztahu (2.7) pro cos(*) mame

x(t) = A.cos(ot + @g) = Y. {A.exp(jpo).exp(jot)} + V2. {A.exp(-j@o).exp(-jot)}. (2.11)

Oznacime-li
C, =A.exp(jo,)/2 a C_, =A.exp(—jo,)/2 (2.12)
je
x(t) =Co.exp(j(x)t)JrC_o.e)qf)[j(-oa)t]. (2.13)

To znamend, ze harmonickou funkci lze vyjadfit sou¢tem dvou komplexné sdruzenych
vyrazi, které jsou rovny okamzitym hodnotdm komplexnich exponencialnich funkei vyja-

diujicich protibézné otaceni vrcholti vektori Co.exp(j(ot) a C_O.e)q:)[j(-oa)t] v komplexni
roving (obr.2.4). Harmonicka funkce je tedy opét vyjadiena pomoci komplexnich exponen-

** Tam, kde to bude nezbytné kviili srozumitelnosti a odliseni od proménnych nabyvajicich realnych hodnot,
budeme oznacovat komplexni proménné teckou nad symbolem proménné.
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[-] [rad]
10 n/2
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Obr.2.5 Grafické vyjadreni zavislosti (a) amplitudy a (b) pocdtecni faze na uhlové frekvenci har-
monické funkce podle vztahu (2.6) vyjadrené podle vztahu(2.11)

cidlnich funkci, tentokrat sice souc¢tem komplexné sdruzenych hodnot, zato bez nutnosti
mnohdy nesikovné hledat realnou hodnotu funkce C,.exp(jot) .

Na zakladé vySe uvedenych uvah lze frekvencni zdvislost amplitudy a pocatecni faze
harmonického signalu podle vztahu (2.3) vyjadiit graficky nejen formou podle obr.2.3, ny-
brz i tak, jak je uvedeno na obr.2.5.

2.2.2 Neperiodické funkce

Signaly, které nespliluji vztah (2.1), nazyvame neperiodické. Lze také fici a tohoto kon-
statovani je mozné v riznych matematickych uvahach s vyhodou vyuzivat, ze neperiodické
funkce jsou takové periodické funkce, jejichz zakladni perioda je nekonecnad, tj. x(t) = x(t +
+ kT) pro T—>o. Neperiodické funkce s relativné kratkym casovym intervalem, ve kterém
pozici dva deterministické signdlové modely — jednotkovy (Diracitv) impulz a jednotkovy
skok (Heavisidova funkce).

Jednotkovy (Diraciiv’®) impulz, resp. Diracova delta funkce — neformalné je to takova
funkce” 8(t), ktera je nulova pro viechny hodnoty realné osy, kromé nuly, kde nabyva (ne-
konecné) hodnoty, tj.

10

Poo(X) | /

04

00 I
Obr.2.6 Riizné matematicke popisy e
Jjednotkového impulzu

5 Paul Adrien Maurice Dirac (*1902, Bristol, V.Britanie, +1984 Tallahassee, Florida) britsky teoreticky fy-
zik, ktery se zabyval kvantovou teorii, obecnou teorii relativity a kosmologii. V roce 1933 dostal spolu s Erwi-
nem Schrddingerem Nobelovu cenu za fyziku.

%0 7 &isté matematického hlediska neni Diractiv impulz funkei, protoZe jakakoliv redlna integrovatelna funkce,
ktera je rovna nule v celém rozsahu argumentu, vyjma jednoho bodu, ma integral roven nule. Matematicky
presnéjsi definice fika, Ze Diractiv impulz neni funkce, ale zobecnéna funkce nebo funkcionat, zvany distribu-
ce.
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+00 prot=0;
5(t) = (2.14)
0 prot#0

plati
j S(t)dt=1. (2.15)

Zjednodusené¢ lze tici, ze jednotkovy impulz d(t) je velice uzky (limitn€ s nulovou Sitkou)
a velice vysoky (limitn¢ s nekonecnou vyskou) obdélnikovy impulz, jehoz vyska je rovna
pievracené hodnoté Sifky, tzn. ze mohutnost, definovana plochou, kterou signal ohranicil
spolu s ¢asovou osou je jednotkova (obr.2.6a).

Srozumitelnou predstavu o vlastnostech Diracova impulzu poskytuje i1 limita ze vztahu
pro normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptyl ¢ jdouci k nule (viz obr.2.6b)

3(t) = lim——=¢™"". (2.16)

1
-0 G\/E ©

Vzhledem k platnosti vztahu (2.15) plati 1
jsa—to)dt:l, (2.17)

kde argument delta funkce vyjadiuje posunuti impulzu o hodnotu ty v kladném sméru osy t.
Z tohoto vztahu pak mizeme dale odvodit

Tf(t)&(t —t,)dt = Tf(to )a(t—t,)dt =f(t,). TS(t —t,)dt = f(t,). (2.18)

Tento vysledek 1ze geometricky interpretovat tak, Ze plocha vymezena soucinem spojité
funkce f(t) a jednotkového impulzu 6(t — ty) je rovna hodnoté¢ funkce f(t) v tom okamziku,
kde se vyskytuje jednotkovy impulz. Tato vlastnost se nazyva vzorkovaci vlastnosti jednot-
kového impulzu (obr.2.7).

Jednotkovy skok o(t) (Heavisidova®’ funkce) (obr.2.8) je definovan vztahem napf.

® 0, prot<O; 519
o(t)= .
I, prot=0. (2.19)

Navzdory skute€nosti, Ze obé funkce jsou v idedlnim teoretickém tvaru fyzikalné nereali-

fﬁt) )

( ftt o)
f(t)
T
f(t)
- 0 —

0 to ty t, —t

Obr.2.7 Vzorkovaci viastnost jednotkového Obr.2.8 Jednotkovy skok
impulzu

*7 Oliver Heaviside (*1850, Londyn; +1925 Torquay, Devon, V.Britanie) britsky elektricky inZzenyr, matematik
a fyzik, samouk. Vyznamny pfedevsim pro zavedeni komplexni a vektorové analyzy elektrickych obvodd,
vytvofil nové metody feseni diferencialnich rovnic.
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zovatelné¢ (diky nekonec¢né rychlym zméndm hodnoty), maji velky vyznam piedev§im
v experimentalni analyze. Piedstavuji modely dvou =zakladnich zpisobli zmény
experimentalnich podminek. Diractv impulz pfedstavuje model kratkodobého stimulu
(svétleny zablesk pii evokovani reakce zrakového systému, vojensky povel, ...), jednotkovy
skok reprezentuje trvalou zménu experimentalnich podminek (zména stupné zatéze pti
zatézovém vySetfovani kardiorespiraéniho systému, zavedeni nového zpiisobu terapie,
skonc¢eni koufeni, apod).
Pro obé funkce formalné¢ plati

j 8(t)dt = o(t) (2.20)
a stejné tak 1 naopak
do(t)
—= =9(1). 2.21
it (t) (2.21)

Nahodné funkce jsou dalsi dalezitou formou neperiodickych funkci. Povazujeme je za
realizaci néjakého ndhodného procesu. V teorii signald je ¢asto oznacujeme pojmem Sum, ve
statistice se spiSe setkdvame s ponékud obecnéjs$im pojmem variabilita. Diky své ndhodné
podstaté nemohou byt presné charakterizovany svym pribéhem, nybrz pouze parametry
definujici vlastnosti Sumu v casové, ale napf. i ve frekvencni oblasti. Nejcastéji pouzivanou
abstrakci je tzv. bily §um s normalnim rozlozenim funkénich hodnot, s nulovou stiedni hod-
notou, definovanym rozptylem a s nezavislymi sousednimi hodnotami. Oznaceni bily vy-
chéazi z ekvivalence s bilym svétlem, které obsahuje rovnomérné zastoupené slozky vSech
vlnovych délek, resp. frekvenci. Proto podobné i bily Sum zahrnuje rovnomérné zastoupené
slozky o vSech kmitoctech.

Pfi praci s ndhodnymi procesy a funkcemi jsou dilezité dva pojmy - stacionarita®™ a er-
godicitazg.

Staciondrni nahodny proces je takovy, jehoz forma chovani (jeho pravdépodobnostni
struktura, dan4 napf. rozdélenim pravd&podobnosti) nezavisi na ase®’. Jinak formulovano,
stacionarni nahodny proces je takovy, jehoz libovolné pravdépodobnostni charakteristiky
nezaviseji na poloze pocatku ¢asové osy.

Z praktického hlediska ¢asto vnimame pojem stacionarity v tzv. $ir§im slova smyslu, kdy
staci, aby se s nezavisle proménnou neménily pouze statistické momenty 1. a 2. fadu, stiedni
hodnota, rozptyl a autokorelacni, resp. autokovarian¢ni funkce.

Ergodicky nahodny proces je takovy, jehoZ vSechny realizace maji tutéz pravdépodob-
nostni strukturu, tytéz pravdépodobnostni charakteristiky. Pravdépodobnostni charakteristi-
ky pak lze odhadovat z jediné, libovolné realizace ndhodného procesu.

Zpravidla pozadujeme (je to z hlediska analyzy pohodlngjsi), aby byl analyzovany proces
jak stacionarni, tak i ergodicky, ale obecné ergodicky proces nemusi byt nezbytné i stacio-
narni a samoziejme i1 naopak.

8 stacionarita (lat. stationarius, ze statio — stoj, postoj, misto pobytu, bydlists; pavodné ze slovesa stare — stat,
pevne stat, stat v fadé, stat ve zbrani) — nepohyblivy, neménny

* ergodicita (fe¢. slozenina slov épyov prace a 6doc cesta). Slovo bylo zavedeno Boltzmannem pii fedeni sta-
tistickych problémt mechaniky. Pouzival je pro oznaceni dynamickych systému, které zhruba feceno mély
stejné chovani v Case i prostoru.

%0 Pestoze stacionaritu intuitivné vnimame jako ¢asovou vlastnost procesu, je tfeba podotknout, Ze stacionaritu
muzeme chapat jako vlastnost vici jakékoliv nezavisle proménné, pii zpracovani obrazové 2D informace jsou
to prostorové soufadnice, atd.
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2.3 Jesté dva dilezité pojmy

Pti zpracovani signali a Casovych tfad maji znacny
vyznam i pojmy energie, ptip. vykon signdalu. Ty jsou
odvozeny z primarni piedstavy signalli, reprezentova-
nych zékladnimi elektrickymi veli¢inami — elektrickym
napétim, piip. proudem. Na zakladé fyzikalnich zékoni-
tosti plati, ze okamzity vykon p(t) v Case t, vykonavany Obr.2.9 Jednoduchy elektricky
na realném odporu R je roven soucinu okamzitého napéti obvod s odporem
na odporu a proudu, jim protékajicim, tedy

p(t) = u(t)-i(t). (2.22)
Podle Ohmova zakona je
u(t) = R-i(t) (2.23)

a po dosazeni z (2.23) do (2.22) mizeme psat, Ze

p(t) = R-i(t)-i(t) = R-i*(t) = u(t)-u(t)/R = v’(t)/R. (2.24)
Kdyz je R =1 Q, zjednodusi se vztah (2.24) na
p(t) = i°(t) = u’(t) (2.25)
a celkova prace (energie) vykonana (spotfebovand) za ¢as T na jednotkovém odporu je dana
A= j p(t)dt = j i2(t)dt = j u?(t)dt. (2.26)
T T T

Na zakladé této rozvahy definujeme obecné energii spojité funkce (signélu) x(t) vztahem

EX ZJ.XZ(t)dt. (227)
T

Vykon je prace (energie) vykonana (spotfebovana) za ¢asovou jednotku, tj.

E
P=— 2.28
= (2.28)
a z toho

Pokud se energie kumuluje v nekone¢né dlouhém €asovém intervalu, pak se vztah (2.29)
modifikuje do limitniho tvaru

1,
P, =lim l x2(t)dt . (2.30)

2.4 Zakladni operace s matematickymi modely signalua spojitych v ¢ase
2.4.1 Operace s jednou funkci

Nasobeni konstantou OkamZzitd hodnota funkce se zvetsi (zmensi) A-krat po ndsobeni
funkce konstantou. Pro A >1 hovofime o zesileni, pro A <1 o zeslabeni, resp. utlumu
(obr.2.10).
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Zmeéna casového méiitka
, . i w1 rx x(t
Po vynasobeni hodnot nezavisle proménné (casu) kon- (-]

stantou k dochdzi k modifikaci casového méfitka — pro 1071

k>1 hovofime o cCasové kompresi, pro k<1 o Casové 5/‘

eXpanzi. E IR E T EE
. . . . . v . o, ., x(t) t [Casova jednotka]

Je tteba si uvédomit, Ze po zméné métitka nabyva funkce (-]

v ¢ase t tychz hodnot jako ptivodni signal v Case k.t, pro 101

k > 1 tedy plyne Cas rychleji, pro k<1 plyne Cas pomaleji /‘

(0br211) 3 2 A 0 1 2 3 4 5

t [tasova jednotka]

Posunuti v Case Obr.2.10 Nasobeni konstantou —

Po pficteni (odecteni) hodnoty ty od pivodniho Casu t

A=2
dochazi k posunu casového prabéhu funkce vlevo (vpra-
x(t) x(t) x(t)
[=] [=] [=]
101 %) 101 %) 101 %)
3 -2 4 0 1 2 3 4 5 3 -2 4 0 1 2 3 4 5 3 -2 4 0 1 2 3 4 5
X(t) t [Easova jednotka] X(t) t [Easova jednotka] X(t) t [Easova jednotka]
[-] [-] [-]
10} b) 10} b) 10} b)
/] il AN
3 2 4 0 1 2 3 4 5 3 2 4 0 1 2 3 4 5 3 2 4 0 1 2 3 4 5
x(t) t [¢asova jednotka]) X(t) t [¢asova jednotka]) X(t) t [¢asova jednotka])
[-1 [=1 [=1
10} c) 10 c) 10 c)
/‘ / . \
"3 2 4 0 1 2 3 4 5 3 2 4 0 1 2 3 4 5 3 2 4 0 1 2 3 4 5
t [Easova jednotka] t [Easova jednotka] t [Easova jednotka]
Obr.2.11 Zména casového me- Obr.2.12 Posunuti v ¢ase - a)  Obr.2.13 Inverze casové osy - a)
Fitka - a) original; b) k=2; origindl x(t); b) funkce x(t-1); origindl x(t); b) funkce x(-t);
c) k=2/3 ¢) funkce x(t+1); ¢) funkce x(-t-1)

vo) na ¢asové ose. Jinymi slovy po pficteni hodnoty ty dochazi ke zpozdéni funkce, po ode-
Cteni se funkce predchazi (obr.2.12).

V Case posunuta funkce nabyva v Case t+ty) hodnot, kterych nabyva ptvodni signal
v Case t. Kterym smérem dochazi k posunu si 1ze nejsndze uvédomit pro cas t = 0. Aby po-
sunuty signal nabyl téZe hodnoty jako plivodni signal v ¢ase t =0, pak musi byt argument
t = tp téZ roven nule. Tedy, pfi¢itame-li ty, je argument nulovy pro t = -ty, odecitame-li to, je
argument nulovy pro t = t.

Inverze casové osy
Inverzi casové osy provedeme zménou znaménka Casového argumentu. Ma-li soucasné
dojit k ¢asovému posunu, je tieba zménit znaménko u vSech ¢lenti argumentu (obr.2.13).

2.4.2 Konvoluce

Pokud pomineme takové legracni operace, jako jsou soucet a soucin, ¢i jiné¢ elementarni
bindrni, napf. logické operace s binarnimi funkcemi, je zdkladni operaci, pracujici se dvéma
funkcemi, pouZivanou v teorii signali a soustav konvoluce. V této kapitole se seznamime
s jeji definici a nckterymi jejimi vlastnostmi, jeji prakticky vyznam vyplyne az z kapitol
zabyvajicich se popisem linedrnich systémii.

! Konvoluce (lat. convolutus; com — s-, volvere — valit, valet, otacet) — stoCeny, sbaleny, ovinuty.
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Definice
Konvoluce je matematicka operace mezi dvéma funkcemi x;(t) a X»(t) téhoz argumentu
definovany v piipad¢ spojitych funkci integralem

x(t) =X, () *x,(0) = [x,(0x,(t-1)d1, (2.31)

—00

kde funkce x,(t) se asto nazyva konvolucni jadro.

Funkei x(t), jez je vysledkem konvoluce, 1ze povazovat za jednu z obou funkci (zpravidla
x1(t)) modifikovanou vlastnostmi konvolu¢niho jadra (x,(t)). Jak vyplyvéa hned z déle uve-
deného komutativniho zakona, vyznam obou vstupnich funkci 1ze zaménit. Vyznam konvo-
luce Ize vnimat jesté 1 jinak — jako vahovany pramér funkce x;(t) v Case t, pfi¢emz vahovani
je dano funkci x,(-1) posunutou o ¢as t. Pfestoze v kontextu téchto ucebnich textd vnimame
proménou t jako ¢as, mtize opét obecné byt jakéhokoliv charakteru.

Konvolu¢niho vztahu se pouziva nejen v oblasti zpracovani signald, ¢i jak posléze na-
hlédneme casovych fad, nybrz i v teorii pravdépodobnosti, statistice, pocitacovém vidéni a
jinych technickych oborech.

Pro konvoluci plati nasledujici zakonitosti:

e komutativni zdkon

X (0 * X, (1) =X, (1) *x,(1). (2.32)
Dukaz:
. u=t—r<
X, (1) *x,(t) = jxl(r).xz(t—r).dr =lt=t-u|=
- dt=—du (2.33)

=— sz(u).xl (t—u).du =x,(t)*x,(1).

uad

e distributivni zakon
X, (8) %[, (1) 45 (0] = %, (1) £, (1) + %, (1) %X, (0); (2.34)

e asociativni zakon
X, (8) %[, (1) #x (0] =[x, (1) % x, ()] x4 (1); (2.35)
e zakon o posunu v case

Je-li x, (t)*x,(t) =c(t), pak
X, (D %X, (t=T) =c(t—T), x,(t=T) *x, () =c(t —T)
a (2.36)
X, (t—T)*x,(t=T,)=c(t—T, =T,).

Geometricky vyznam konvoluce

Jak vyplyva z definicniho vztahu, je konvoluce rovna hodnoté urcitého integralu ze sou-
¢inu dvou funkci, z nichZ jedna setrvava ve své pozici a druhd (zpravidla konvolué¢ni jadro)
je invertovana vzhledem ke svému argumentu (¢asu) a posunuta o hodnotu, kterd odpovida
argumentu funkci, pro ktery je vypocet provadén (obr.2.14).

Pti vypoctu je potieba si uvédomit, ze integracni proménna v definicnim konvolu¢nim
vztahu je 1, proménna t je pouze parametrem. V piikladu na obr.2.14 jsou tfi useky, kdy je
soucin signalu x;(t) a posunutého x,(t— 1) nulovy (t > 1), konstantni (t < t; — 12) a proménny
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(te( T — 12, T1)). Proménna ¢ast se v tomto ptipadé fidi kvadratickou zavislosti, jak si ¢tenar
jisté snadno vypocita.

X411 Xz(t1)
\ a)
0 t 0 t
XA(T)| 4 )(2(1?1)
\ b)
-, O T 0 T2 T
X(T)
1 X4(T)
xz(-r«t’g,,»i / t=1, resp.t>1, C)
- L
' -1, O T
X(T) X4(T)
P X(-T) t=0 d)
-, O T
X(T) 1 X4(T)
Xz(-Tfl)“f t=-T, resp.t<-T, e)
_‘[_'1 0 1:2 T
Xq(1) % x,(t)
f)
_'L'1 0 1I:2 -T1 . t

Obr.2.14 Geometricky vyznam konvoluce
Priklad
Urcete konvoluci c(t) funkei x;(t) a x,(t) podle obr.2.15.
Reseni:
Pro feSeni tohoto zadani pouZijme druhé varianty definicniho konvoluéniho vztahu, tj.

vyrazu X,(t)*Xx,(t)= j X, (t=1).x,(1)dt. Vtom piipadé¢ se vypocet konvoluce rozdeli

podle vzajemné polohy obou funkci na néasledujicich pét ptipadii podle hodnot parametru t:

e t< -1 — soucin obou funkci je v tomto ptipad¢ nulovy, tedy i plocha vymezena timto
souc¢inem a konvoluce je rovna nule (obr.2.15a);

e te (-1, 1)— plocha soucinu je vymezena pribcéhem funkce x,(t) v intervalu od 1=0 a
polohou horni, tj. sestupné hrany funkce x;(—t + t), ur€ené hodnotou t + 1 (obr.2.15b,c);
hodnota konvolu¢niho integralu je

o(t)_y,; =%, (1) *x,(t) = Txl (t—1)x,(v)dr = T%T.dr = %{%} = %; (2.37)

e te(l,2)—vtomto intervalu je plocha sou¢inu ohrani¢end opét funkci x,(t), tentokrat a
v daném konkrétnim pfipadu v intervalu od t— 1 do t + 1 (obr.2.15¢,d)
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X,(-T+t) | X(T)
| j/’/IXZ(T} t=-1 a)
2 1 0 1 2 3 41
x{(-T+t) | X(T)
% oo
2 -1 0 1 2 3 4 1
x(T) x1(-1:+t)’/| )
? t=1 c)
2 1 0 1 2 3 41
X(t) Xi(-T+1)
4 t=2 d)
2 -1 0 1 2 3 41
X(T) X(-T+t)
1")(2(‘!) t=3 e)
2 1 0 1 2 3 41
4/3 | c(t)
2/3—/\ f)
2 -1 0 1 2 3 4 t

Obr.2.15 Konvoluce zadanych signalii

t+1
1t

1

o(t), > =X, (1) ¥, (1) = j-m:{ﬁ} RV ] Ul VAP (2.38)

t-1

e te(2,4)— plocha soucinu je nenulova

3 3

2 6 3

v intervalu od vzestupné hrany funkce x;(-t-+t),

ktera je na pozici t — 1, do sestupné hrany funkce x,(1), tj. T=3 (obr.2.15¢), tedy plati

3

c(t>2,4=x](t)*xz(t)=I%wal{i} B e U U O )

e t>4 — soucin obou funkci je opét nu-
lovy, proto 1 konvoluc¢ni integral.
Vysledny pribéh konvoluce obou sig-

nali dany vyse vypocitanymi dil¢imi pri-

behy je uveden na obr.2.15f. 000
Siikovd viastnost konvoluce

Pokud jsou doby trvani (Sitky, tj. doby,
kdy jsou hodnoty funkci rtizné od nuly)
funkci x;(t) a x2(t) kone¢né, napft. 1, v pfi-
pad¢ funkce x;(t) a 1, pro x»(t) je doba tr-

vani konvoluce obou funkci rovna t; + 1,

(obr.2.16).

2 6 6
xa(t)
0 T t
Xa(t)
0 Tz t
Xq(1) = XAt)
0 fz T T+ T, t

Obr.2.16 Konvoluce dvou obdélnikovych impulzii
delky v, a1,
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Konvoluce funkce s jednotkovym impulzem

Vysledkem konvoluce funkce x(t) s jednotkovym impulzem je funkce x(t).

Dukaz:
Z definice konvoluce vyplyva, ze

x(t)*0(t) = Tx(t).S(t —1)dr.

(2.40)

Protoze d(t — ) reprezentuje jednotkovy impulz pro T =t, podle vzorkovaci vlastnosti jed-
notkového impulzu je integral ve vztahu (2.40) roven hodnoté x(t) v T = t, tj. X(t). Proto

x(t) *3(t) =x(t).

Kauzalita®

Kauzalita je vlastnost spiSe sys-
tému, v ptipadé funkci vyplyva az
z podstaty  kauzalnich  systémd.
Kauzdlni je takovy systém, jehoz
vystup v kazdém ¢asovém okamziku
tp zavisi pouze na prub¢hu vstupniho
signalu x(t) pro t <tp. Jinymi slovy,
hodnota vystupu systému v kazdém
okamziku zavisi pouze na vstupu
v daném okamziku a jeho pribéhu
v minulosti, nikoliv na budoucich
hodnotach vstupniho signalu. Systém,
ktery tento pozadavek nespliiuje, na-
zyvame nekauzdlni, ptip. anticipa-
tivni. Nebo jesté¢ jinak, systém je
kauzalni, pokud se vystup systému
neobjevi diive, neZ je na vstup piive-
den vstupni signdl. VSechny rozumné
realné systémy jsou systémy kauzal-
ni. Signdly zpravidla zac¢inaji v urci-
tém referencnim okamziku, ktery
nazyvame pocatkem Casové osy. Jako
kauzalni signaly zprostfedkované
oznacujeme takové signaly, pro které
plati x(t) = 0 pro t < 0 (obr.2.14).
Z toho plyne, ze je mozné zménit
integra¢ni meze v defini¢énim vztahu
pro konvoluci na

Obr.2.17 Kauzalni signal
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0

T —==

(a)

st -1)=0

T—m

(b}

st -1)= 0

T ——

{c)

st -1)= 0

t 0 T —

(d)

vypoctu konvoluce

(2.41)
ooo

(tzM

(t=20)

t<(

Obr.2.18 Vzdjemné pozice dvou kauzalnich funkci pri

(2.42)

X, () *x,(t) = jxl(r).xz(t —1).dr.

Dutivody snad nazorné plynou z obr.2.18.

** kauzdlni (1at. causalis) — p¥i¢inny, vazany na p¥i¢inu; kauzalita znamena vztah mezi p¥ic¢inou a jejim nasled-
kem, vyjadiuje situaci, kdy jeden jev vyvolava druhy, popiipadé¢ se oba vzajemné podporuji;
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2.43 Korelace™

Slovo korelace obecné¢ znamena vzajemny vztah, souvztaznost mezi dvéma znaky,
veli¢inami, objekty, dé&ji. Jsou-li dvé veli¢iny korelovany, pak pokud se jedna veli¢ina méni,
piiméfené se méni, dle miry souvztaznosti, i velicina druhd. Obecny pojem ale nevyjadiuje
ani kvalitu vztahu (napf. zda je linearni, nebo nelinearni, zda je pfimo ¢i neptfimo umeérny,
apod.), ani kvantitu — miru vzdjemného vztahu. Nelze ani posoudit orientaci této
vzajemnosti, tj. kterd veli¢ina zavisi na druhé, kde je pfi¢ina a kde dusledek piipadnych
zmén — to fesi kauzalita.

Matematika, resp. statistika vnima korelaci zpravidla jako linedrni vztah mezi dvéma ve-
li¢inami, ¢i procesy a za tohoto piedpokladu umi stanovit i miru tohoto vzajemného vztahu.

Korelacéni koeficienty

Miru korelace mezi hodnotami dvou statickych™ veligin (vektortl) uréujeme pomoci ko-
relacnich koeficientl. Zptsob jejich vypoctu zévisi na charakteru veli¢in, jejichz vztah
zkoumame.

V piipadé¢, ze veli¢iny X; a X, jsou ndhodné kvantitativni veli¢iny, pak pro dvojice reali-
zaci (X11, X21), (X12, X22), ---, (X1N, X2n) je hodnota tzv. Pearsonova korelacniho koeficientu
déna vztahem

P _cov(X,,X,) _ E((X; —pyx )X, —Hxy)) _ ;(X“ TR )

x1,x2 0 n
\/Z(Xl.i _HX1)ZZ(X2,i _sz)z
i=1 izl

(2.43)

Gx10x2 Ox10x2

Hodnoty Pearsonova korela¢niho koeficientu se pohybuji v intervalu (-1; 1). Ob¢ mezni
hodnoty znamenaji pfesny linedrni vztah. V ptipad¢ -1 se jedna o nepiimou zavislost, tj. s
ristem hodnot jedné z proménnych hodnoty druhé proménné klesaji (funkéni vztah mé za-
pornou smérnici), pro +1 je uméra ptima — s ristem hodnot jedné proménné rostou hodnoty i
druhé proménné (funk¢ni vztah ma kladnou smérnici). V ptipad¢, Ze veli¢iny maji vzdjemné
dvourozmérné normalni rozlozeni, pak nulova hodnota korela¢niho koeficientu znamena i
nezavislost obou veli¢in. Pokud ale tento pfedpoklad neni splnén (a nutno fici, Ze v praxi se
tento predpoklad ne vzdy ovétuje), pak o obou veli¢indch nemiizeme fici vice, neZ jen, Ze
jsou nekorelované.

a) b)

Obr.2.19 Priciny mozného nadhodnoceni Pearsonova korelacniho koeficientu — a) vlivem odlehlych
hodnot; b) viivem shlukii (upraveno podle [21])

3 korelace (lat. correlatio; latio — neseni, poskytovani; relatio — neseni zpét, odnaseni, opakovani, zprava,
vztah, pomér) — vzajemny vztah, souvislost

** Staticka data nezavisi na &ase, ani na zadné dalsi veli¢ing — potadi, v jakém jsou sefazena, neni v jadru dile-
zité; data nejsou tzv. usporadana. Popisuji urcity objekt, jehoz stav se nemeéni, nebo jehoz zmény nejsou
z hlediska analyzy podstatné. Typickym piikladem jsou napf. pacientské registry, nebo soubory popisnych dat,
které slouzi ke klasifikaci rostlin nebo zivocichd, piip. pacientské zaznamy, na zakladé kterych se stanovi dia-
gnobza.
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Hodnoty Pearsonova korela¢niho koeficientu mohou byt nesplnénim piedpokladu o vza-
jemné dvourozmérné normalité veli¢in X; a X, nepfiznivé ovlivnény (nadhodnoceny), napi.
pii ptitomnosti odlehlych hodnot, pokud jsou data rozd€lena do shluki, nebo 1 vlivem dalsi
skryté veli¢iny (obr.2.19).

V piipadég, ze ptedpoklad o rozdéleni ndhodnych proménnych X; a X, neni splnén, resp.
v ptipad¢ ordinalnich dat, je 1épe pouzit napt. neparametrického Spearmanova korelacniho
koeficientu definovaného vztahem

62 (Rx1,i - sz,i )2
i=1

Pxix2 = (2.44)
' n.(n’ 1)
kde Rx;.i a Rxz jsou pofadi hodnot ndhodnych veli¢in X; a X,.
Korelacni funkce
Vysledek vypoctu korela¢niho koeficientu je skalar %4(1)
a je proto vhodny pro posouzeni korelace dvou static- !
kych veli¢in. Pokud chceme zkoumat, jak se velikost
korelace méni v ¢ase u dynamickych dat, je potieba 5 9 "
pouzit jinou, funkéni formu popisu korelace. Takovou
moznost poskytuje tzv. korelacni funkce Ryix(t1,12), X(t-T)
ktera je mirou souvztaznosti mezi hodnotami realizace
x; ndhodného procesu &; v okamziku t; a hodnotami < 0ol §-% "
realizace X, ndhodného procesu &, v okamziku t;. V R(T)
souladu s definici Pearsonova korelac¢niho koeficientu
je korelacni funkce definovédna vztahem /\
R, (t,t,)= E[(Xl(tl)_“tl)(XZ(t2)_Mt2)]. (2.45) -9 0 8 '
’ G, 0, Obr.2.20 Priklad priibéhu korelacni
) ) funkce pro dveé stejné siroké obdélni-
V oblasti zpracovani signaldl, resp. Casovych fad se kové funkce

data Castéji pouzivaji bez standardizace, tj. bez odeci-

tani stfedni hodnoty a déleni smérodatnou odchylkou. V tom piipadé a déale za predpokladu
stacionarity a ergodicity obou ndhodnych procest &;(t) a &(t) a jim odpovidajicim redlnym
realizacim x;(t) a X»(t), je odhad vzdjemné (kiiZové) korelacni funkce (cross-correlation
function) ur€eny z nekonecného ¢asového intervalu zavisly pouze na rozdilu obou ¢asovych

okamziki T =t; —t, a je definovan vztahem
T/2

.1 .1 3
Ry (1) =lim — j X0, (t+ Dt = lim 7 j XD, 1+t (2.46)
kde T je doba pozorovaného ¢asového intervalu.

3V odborné literatute se &asto lisi definice korelaéni funkce ve znaménku pred argumentem t ve funkci x,
v integralu na pravé strané vyrazu. Tato diference znamend, Ze se definice liSi ve vnimani posunu druhé funkce
v Case. Je-li 1> 0, pak vyraz x,(t + 1) reprezentuje posun funkce x, smérem k zapornym hodnotam Casu (viz
kap.2.4.1) a vyraz x(t—1) posun funkce x, smérem ke kladnym hodnotdm casu. Jak posléze uvidime,
z hlediska autokorelacni ¢i autokovariancni funkce, které jsou sudé, nema volba znaménka na vysledny prubch
zadny vliv, z hlediska vzajemné korelacni, resp. kovarian¢ni funkce reprezentuje volba znaménka inverzi ¢aso-
vé osy vysledné funkce. To samoziejme¢ mize zptisobovat nedorozuméni v interpretaci vysledkd, proto je tieba
byt si védom této skutecnosti a volby. Protoze se varianta s kladnym znaménkem vyskytuje castéji, davame
v tomto textu prednost této varianté.
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Podobné vlastnosti ma tzv. kovarianéni funkce, ktera se od korelacni 1i8i pouze tim, Ze
hodnoty obou procesti jsou centrovany pomoci stfednich hodnot pu; a p, danych realizaci
x1(t) a x5(t). Je definovana vztahem

o (9= lim [ 5,0 = o () 1 M =

Ve (2.47)
= lim ;_Tj/gxm—ul)(x2<t+r>—uz)dt-

Pokud se zajimame o dynamiku vztahu mezi tiseky jedné realizace ndhodného procesu, tu
1ze posoudit na zéklad¢ znalosti tzv. autokorelaéni funkce, jejiz odhad pro ergodicky proces
(1) s realizaci x(t) 1ze pro pfipad se spojitym ¢asem urcit podle vztahu

) 1 T/2
R, (1) =lim — [x(O)x(t+1)dt, (2.48)
T—oo T _To
resp. autokovarianéni funkce definované jako

) 1 T/2
C.(v)= %1m T I(x(t) — u)(x(t +1)— u)dt. (2.49)
-T/2
Je zfejmé, ze hodnoty korelaéni, resp. kovarianéni funkce pocitané pomoci uvedenych
limitnich vyrazi jsou za ptredpokladu, Ze je hodnota integralu v obou defini¢nich vztazich
konec¢nd, nulové. Proto se v tom pitipad€ pouzivaji pro urceni obou funkci pouze vyrazy

R',\,(0)= TXI (t)x, (t+1)dt, (2.50)

—00

resp.

o0

Cun@®= I(xl(t)_lvll)(xz(t+17)_uz)dta (2.51)

—00

které ale vyjadiuji pouze relativni miru vzajemnosti obou funkei v zavislosti na jejich vza-
jemném posunu. TotéZ samoziejmée plati i pro autokorelacni a autokovarian¢ni funkci.

Nekonecné integracni meze jsou urcité teoretickou zalezitosti, pti zpracovani realnych dat
jsou k dispozici vzdy jen kone¢né useky signall. Pak nezbyva nez pribéh korelacni ¢i kova-
rian¢ni funkce odhadnout z toho co je k dispozici. Tedy pro odhad vzajemné korelacni funk-
ce dvou proménnych je

Ry ()= [x,(0x,(t4 Dk, (2.52)

kde T je konec¢na doba trvani zndmého useku dat.

Principu korela¢ni funkce Ize pouZit i1 pro deterministické, zejména periodické funkce.
I v tom ptipadé hodnota korela¢ni funkce definuje miru podobnosti obou funkci v zavislosti
na jejich vzajemném posunuti. Pokud uvazujeme dva periodické priibéhy s toutéz periodou
T, je korelacni funkce periodickd s toutéZ periodou. Vzajemna ¢i kiizova korelacni funkce
dvou periodickych funkci x;(t) a x2(t) o téZe period¢ T je definovana vztahem

RMAQ:%IMGkAHWMt (2.53)

a ekvivalentné autokorela¢ni funkce periodické funkce x(t) je
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R_(1)= % j x(D)x(t + T)dt. (2.54)

Navzdory skutecnosti, Ze jsou pravé strany ve vyrazech (2.52) a (2.53) stejné, diky perio-
di¢nosti funkci x;(t) a x,(t) ve vztahu (2.53) ptfedstavuje tento vztah vypocet skutecného
prabéhu korela¢ni funkce, zatimco vztah (2.52) pouze odhad.

Autokorela¢ni i autokovarian¢ni funkce jsou sudé, pro vSechny redlné hodnoty posunu t
je R(0) > R(7), stejné tak jako C(0) > C(t) a R(0) je rovna vykonu funkce, resp. C(0) vykonu
variability dané funkce. V ptipad¢, ze je zkoumana funkce periodicka, je jeji autokorelacni
(autokovarianéni) funkce rovnéz periodicka s toutéz periodou.

Piiklad
Urcete prubeh autokorelacni funkce pro x(t) = exp(—at).o(t), kde o(t) je jednotkovy skok.

Ptedpokladejme, ze T > 0. Ovéite, jaky vliv na pribéh vysledné autokorelacni funkce ma
alternace znaménka v druhém ¢lenu defini¢niho vztahu pro vypocet autokorelace.

Reseni:
Integral
j lexp(—at).o(t)| dt (2.55)
je koneény, proto budeme autokorela¢ni funkci pocitat podle vztahu
R'_ (1) = j X(O)x(t +1)dt = j (exp(—at).o(t) Nexp (—a(t + 7)).o(t + 1) )dt (2.56)

Abychom si vypocet trochu usnadnili, pfipomeiime si, ze jednotkovy skok je definovan

vztahem (2.19), ;.
0, prot<O0;
o(t) =
I, prot=0.
ProtozZe t > 0, plati pro posunuty jednotkovy skok

G(t-l—‘l:):{

Z téchto dvou definic plyne, Ze pro soucin obou jednotkovych skokil (posunutého 1 neposu-
nuté¢ho) je

0, prot<-t;
(2.57)
I, prot>-t.

0, prot<O0;
o(t)o(t+1) = (2.58)
I, prot=0.
To kone¢n€ znamena, Ze vypocet integralu ve vztahu (2.56) mize byt formulovan
ﬁ'xx (1) = Iexp(—at) exp(—a(t+1))dt = Iexp(—at).exp(—at).exp(—ar)dt =
0 0
o _ _ _ . (2.59)
= exp(—a'[)j exp(—zat).dt = _M [CXp (_2at)];° = M (() — 1) = M
0 2a 2a 2a
Uvazme ted’ alternativu vypoctu autokorelacni funkce podle vztahu
R (1)= j x()x(t —1)dt (2.60)

—00
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To znamena, ze je

R', (1) = [x()x(t-7)dt = [ (exp(-at).o(t) fexp(-a(t —7)).o(t — 1)t (2.61)
V tom piipad¢ pro soucin obou jednotkovych skokovych funkci (posunuté i neposunuté) je
0, prot<rt;
o(t)o(t—1) = (2.62)
I, prot=>r

a vypocet integralu z (2.61) je

ﬁ'xx (1) = Texp(—at)exp(—a(t —1))dt = Texp(—at).exp(—at).em(ar)dt =

T

= exp (at)Iexp(—Zat).dt = —%(ar)[exp (=2at)[” = (2.63)
a
__ow(n) (0 —exp(—2ar)) = exp(ar) .
2a 2
Oba vysledky nam na konkrétnim piikladu demonstrovaly konstatovani o sudosti autokore-
lacni funkce, protoze oba ziskané vysledky jsou stejné bez ohledu na volbu znaménka v de-
fini¢nim vztahu pro vypocet korelace. 0ood

Priklad

Vypoctéte pribéh vzajemné korelaéni funkce funkci x;(t) =cos(mt) a x,(t) = 4sin(nt).
Ovétte, jaky vliv na pribéh vysledné korelaéni funkce mé alternace znaménka v druhém
¢lenu defini¢niho vztahu.

Reseni:
ProtoZe argumenty obou harmonickych funkci jsou nt = wt = 2nft = 2nt/T = 2nt/2, maji
ob& harmonické funkce tutéz periodu T = 2 [¢asové jednotky]. Tedy

R ,,(0)= ljxl (H)x,(t+1)dt = lJz.(:os(7tt).4 sin(n(t + ‘E))dt =

= 2.[ cos(mt).sin n(t + r))dt = I sin(7t) + sin 2nt + m))] (2.64)

= j sin(rr)dt + j sin(2nt + ) )}t = sin(ro)[t]2 + 0 = 2sin(rr).

Pokud by byla korela¢ni funkce definovana pomoci vztahu

R s ()= [ %, (0% (t= 0k,

pak je
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2

R}, (1) = % [x,(0x, (t=7)dt = % [ cos(nt).4sin(m(t - 7))dt =

_ 2J' cos(nt).sin(n(t — 1) )dt J. sin(—mt) + sin(27t — m))]dt = (2.65)

= —jsin(m)dt + j sin(2nt — ) )dt = —sin(o)[t]2 + 0 = —2sin(wr).

Lot Tentokrat se oba vysledky lisi
05| /\ /\ A / ve znaménku a pro oba pfipady je
hodnota korela¢ni funkce pro t=0
t[S] rovna nule. V podstaté se pro dany
-05F N v v 7
konkrétni  pfipad  vypoctena

1L

vzajemna korelacni funkce jevi
jako liché (pozor - nelze zobecnit).

dsin(wt) Pokusme se pomoci obr.2.21 tento

/\ A /\ A rozdil alespon zhruba
interpretovat.

, \ / \ / \ / \t[sl Pii vypoétu korela¢ni funkce

4l pomoci vztahu s +t dochazi pii

17> 0 k posunu funkce sin smérem
2 k mens$im hodnotdm na &asové ose
(vlevo). To znamena, ze podobnost
obou kiivek posunem z vychoziho
postaveni nejdiive roste. Protoze
funkce sin(nt) s nartstem hodnoty

o

r\)

o

r\)

t[S]

2 b) T také nejdfive roste, odpovida to
oc¢ekdvanému nartistu  hodnoty

Obr.2.21 a) Harmonické funkce dle zadani prikladu, korelace.
b) vysledna korelacni funkce Pfi vypoctu korelatni funkce

pomoci vztahu s -t dochazi pifi > 0 k posunu funkce sin smérem k vétSim hodnotdm na
Casové ose (vpravo). To znamend, zZe podobnost obou kiivek posunem z vychoziho postave-
ni nejdiive klesa. Protoze funkce sin(nt) s naristem hodnoty t od nuly nejdfive roste, odpo-
vida to ocekavanému poklesu hodnoty korelace vyjadiené funkci —2sin(mt). aono

Priklad

Urcete hodnotu autokorelaéni funkce pro x(t)=cos(wt) a korelacni funkce pro
x1(t) = cos(mt) a x,(t) = cos(kwt), kde k je celé ¢islo, pro T = 0.
Reseni:

Funkce cos(mt) je periodickd, autokorelaéni funkci proto budeme pocitat podle vztahu
(2.54). Je tedy

T T T
R, (1)= %J‘cos((ot) cos(ot + 1)dt = % I cos(t)dt +% I cos(2ot + 1)dt =
0 0 0
cos(r)
2T

oSV 140 = S50

apro T = 0 bude R(0) =0,5.
Pro zadanou korela¢ni funkci bude
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T T T
R _(7)= %Icos(oat) cos(kwt + 1)dt = %Icos[(k — 1ot —t]dt +%J.cos[(k + ot + t]dt.
0 0 0

Protoze oba ziskané vyrazy integrujeme pies periodu funkce cos(wt), kde ®w=2n/T a
frekvence druhé funkce je dana celoCiselnym nasobkem frekvence prvni funkce, jsou oba
dil¢i integraly rovny nule, tedy je 1 R(0) = 0.

Pokusime-li se zobecnit tyto vysledky, pak miizeme konstatovat, ze hodnota korela¢ni
funkce periodické funkce s jddrovou harmonickou funkci se stejnou periodou pro t =0 na-
byva néjaké, obecné nenulové hodnoty (jeji velikost zatim nerozebirejme). Pokud budeme
pocitat hodnotu korelace mezi periodickou funkci a jadrovou harmonickou funkci, jejiz
frekvence je rovna celo¢iselnému nasobku frekvence dané periodické funkce, pak korelacni
funkce a tim 1 jeji hodnota pro t = 0 je nulova. 0ood

2.5 Rozklad spojitych periodickych funkci na dil¢i harmonické slozky

Zpracovavané redlné signdly a je popisujici matematické funkce zpravidla nemaji jedno-
duchy pribéh a proto se snazime vyjadrit je néjakym jednodussim zplsobem, napt. rozkla-
dem na soucet néjakych jednoduchych funkci. Takovym postupem je tieba Taylorlv, resp.
Maclaurintv rozklad funkce v okoli bodu na polynomiélni slozky.

Rozklad periodické spojité funkce pomoci Fourierovy® fady na soudet harmonickych
funkci mize byt povazovan za alternativni zplisob, samoziejmé za jinych okolnosti a jinych
podminek. Harmonické funkce jsou v tomto ptipadé pouzity diky jejich pfirozené piijemné
fyzikalni nebo geometrické interpretaci, i kdyz, jak se posléze ukazuje, vypocetni pracnost
spojena s vypoctem jejich hodnot pfinasi nemalé trampoty. Proto nastup vypocetni techniky
do védeckych vypoctli zpusobil i vyuziti v analyze funkcei i jinych bazovych funkci, napft.
binarnich.

Kazdou periodickou funkci x(t+kT) = x(t), ktera vyhovuje Dirichletovym podminkam®’,
muzeme rozlozit ve Fourierovu (trigonometrickou) fadu, kterou v origindlnim tvaru, pted-
pokladajicim rozklad na harmonické kosinové a sinové slozky bez ¢lenu vyjadiujiciho poca-
teCni fazi v argumentu, piSeme

x(t) = %0 +3(a, cosnQt +b, sinnQx), (2.66)
n=l

kde Q =2n/T je thlovy kmitocet zakladni harmonické slozky urceny zékladni periodou T
rozkladané funkce x(t) a a, a b, jsou Fourierovy koeficienty dané vztahy

%% Jean Baptiste Joseph Fourier (*1768, Auxerre, Francie, +1830, PaiiZ,) byl francouzsky matematik a fyzik,
zkoumani problému Sifeni tepla v pevnych latkach ho ptivedlo az k teorii rozkladu funkei do trigonometrické
fady (1807). Byl velkym pfiznivcem Napoleona Bonaparte, se vS§emi osobnimi dusledky, které mu to v t¢ dobé
prinaselo. Rovnéz objevitel sklenikového efektu (1824).

°7 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (*1805, Diiren, Némecko, +1859, Gétingen), némecky matematik,
ktery se zabyval pfedevsim teorii ¢isel a teorii Fourierovy fady, ptipadné dal§imi oblastmi matematické analy-
zy, matematické statistiky i geometrie. Byl jednim z prvnich matematikd, ktefi se pokusili o formalni definici
funkce.

Dirichletovy podminky pro rozklad periodické funkce x(t) do Fourierovy fady jsou:

1) x(t) je absolutng¢ integrovatelnad nad kazdou periodou; 2) x(t) ma nad kazdou periodou pouze kone¢ny pocet
maxim a minim; 3) x(t) ma nad kazdou periodou kone¢ny pocet nespojitosti.

Dirichletovy podminky jsou postacujici, nikoliv nutné. Lze konstatovat, ze vSechny rozumné, tj. fyzikalné
realizovatelné funkce Dirichletovy podminky spliuji.
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2 T/2
a, = —I x(t).cosnQt.dt, n=0,12,..;
T J-1/2 (2.67)

2 (T/2 .
b, = —I x(t).sinnQt.dt, n=123,...,
T J-1/2

pfipadné s vyuzitim uplného defini¢niho tvaru kosinové funkce ve tvaru tzv. harmonické
Fourierovy fady

x(1)=C,+ Y (C, cos(nQt +9,)), (2.68)
n=1
kde
a

C, = ?‘) (2.69)

apron>1
C, = a2 +b] ; (2.70)

b
—arctg—, proa, =0;

¢, = b 2.71)

b,
—arctg—+m, proa, <0

avyraz C,.cos(nQt + ¢, ) nazyvame n-tou harmonickou slozkou signélu x(t).

Oba uvedené zpusoby zapisu Fourierovy fady souvisi s tim, jak 1ze obecny fazové posu-
nuty tvar harmonické funkce vyjadrit souctem kosinové a sinové slozky.

Je-1i x(t) suda, tj. x(t) = x(-t), pak b, =0 pro vSechna n. Na rozvoji sudé¢ funkce se tedy
podileji pouze kosinové, tj. sudé slozky. Podobné, je-li x(t) licha, tj. x(t) = -x(-t), je pro
vSechna n a n = 0. K rozvoji liché funkce x(t) proto pfispivaji pouze liché sinové slozky.

KdyZ podrobné&ji pohlédneme defini¢ni vztahy (2.67) pro koeficienty Fourierova rozvoje
a pfipomeneme si vztahy pro vzajemnou korelaci dvou funkei, pfedev§im vztah (2.52) pro
korelaci dvou periodickych funkci, vidime, Ze vyjadiuji hodnotu korelaéni funkce pro t =0
mezi analyzovanym prabéhem x(t) a pribéhem harmonickych funkei kosinus a sinus s nulo-
vou pocatecni fazi a s frekvenci, ktera se rovnd celoCiselnym nasobklim uhlového kmitoctu
zékladni harmonické slozky dané periodou rozkladané funkce x(t). Jinymi slovy amplitudy
harmonickych slozek, ze kterych se analyzovana funkce x(t) sklada, jsou dany velikosti ko-
relace mezi funkci x(t) a danymi harmonickymi slozkami. Aby se do vypoctu korelace ne-
promital vliv dal§ich harmonickych funkci (s jinou frekvenci), je tieba, aby funkce, na které
dany pribéh rozkladame, tzv. bazové funkce (v ptipad€ Fourierovy fady funkce harmonic-
ké) byly ortogonalni nad danym intervalem.

Pokud preferujeme pro vyjadieni harmonického pribéhu komplexni exponencidlu, 1ze
Fourierovu fadu psat ve tvaru

x(t)= Y ¢, (2.72)
kde ¢, jsou komplexni Fourierovy koeficienty definované vztahem
1 T/2
¢, =— [x(t)e " dt 2.73
T j X0 (2.73)
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a Q=27/T je opét uhlovy kmitocet zdkladni harmonické slozky urceny zékladni periodou T
rozkladdané funkce x(t). Modul komplexniho Fourierova koeficientu ¢ urcuje amplitudu
odpovidajici harmonické slozky, jeho faze hodnotu pocatecni faze odpovidajici harmonické
funkce.

Pron=0 je

1 T/2
— | x(t).dt, 2.74
T j (). (2.74)
coz je sttedni hodnota (stejnosmérna slozka) funkce x(t).

Pro realné funkce x(t) je ¢, = é: (symbolem * oznacujeme komplexné sdruzenou hod-
notu).
Piiklad:

Urceme vlastnosti jednotlivych harmonickych slozek, z nichz se sklada obdélnikovy pulz

(obr.2.22) o zékladni period¢ T, dob¢ trvani jednotlivych impulzii § a vySce A. Necht je
prvni z impulzii umistén symetricky kolem pocatku casové osy.

x(t)

A

0
-9/2 | 9/2 T —1

Obr.2.22 Zadani obdélnikového pulzu
Reseni:
Spocitejme nejdiive hodnotu pomocného integralu

I[(nQ) = j-eij“mdt : (2.75)
Pron=0je A
1(0) = jeij(’mdt = jdt =2a (2.76)
apron#0 N h

—jnQa 2 eana —jnQa

a +jn0t |2 jnQa _ :
I(nQ) = [ dt =| -— S S €7 g SR -, oo
+jnQ | nQ nQ) 2] nQ.a

—a

Tvar vypocitané funkce Sa(x) = sin(x)/x je
na obr. 2.23. Funkce je primarné déna pribeé- Sa(x)
hem funkce sin(x), je vSak tlumena s linear-
nim ristem hodnoty x ve jmenovateli zlomku.
Pro urceni hodnoty Sa(0) = 1 pouzijeme limi-
tu vyrazu sin(x)/x pro x — 0, coz lze snadno ’_\ N
spocitat podle I’Hospitalova pravidla. —27t = n—2n 3m X
S timto vysledkem lze spocitat Fourierovy
koeficienty zadaného obdélnikového pulzu  Obr.2.23 Pribeh funkce Sa(x) = sin(x)/x
podle nasledujiciho postupu
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| T2 ' 1% A2
¢, =— Is(t).e_J“Q‘dt =— IA.e_J“Qtdt =— J.e_J“Qtdt =
T 5n T 5, T 5, (2.78)

— .= é.Z.g.Sa(gan - A.§.Sa1[g nQJ — A.g.Sa(nSEj.
T 272 T\ 2 T T

Koeficienty ¢ tedy nabyvaji hodnot funkce Sa(x) pro diskrétni hodnoty argumentu $nQ2

vynasobené vyrazem A9/T, tj. plochou jednoho impulzu normalizovaného na jednotku peri-
ody. Protoze koeficienty c, jsou obecn¢ komplexni, lze jejich hodnoty vyjadfit pomoci za-
vislosti jejich modult a fazi na frekvenci jednotlivych harmonickych slozek. Tyto zavislosti
oznacujeme jako amplitudové (modulové) a fazové frekvencni spektrum periodického sig-
nalu. Protoze jsme vychazeli z exponencialniho tvaru Fourierovy fady, je tieba predpokladat
jak kladné, tak zaporné hodnoty n a tim uvazovat frekvenc¢ni slozky o kladnych i zépornych
frekvencich. Vzhledem k tomu, ze hodnoty koeficientii poc¢itame jen pro urCité kmitocCty,
které jsou celociselnymi nasobky kmitoctu zakladni harmonické slozky, je spektrum této
funkce a vSech periodickych
funkci diskrétni (Carové).

a) |c’i_, . Grafické znazornéni hodnot

ARE . moduld a fazi koeficientl c,

N . pro obdélnikovy pulz podle

y 04 \ zadani je na obr.2.24. Obé ¢asti

[~/ 02 N spektra, tj. amplitudové i fazo-
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

& 9 1 v¢ jsou diky periodicité¢ analy-
zované funkce diskrétni, resp.
-30-20-Q 0 Q 2Q 3Q4Q 5Q 6Q ... @ garové. To znamend, Ze jsou
b) @(¢y) definovany pouze pro urcité

A : frekvence, které jsou rovny
| | | celo¢iselnym nasobkiim  za-
I R 7 3 a4 & s 7 & ¢ wn kladni harmonické frekvence
Q=2n/T, kde T je zakladni
] a [rad]  perioda analyzovaného signalu.
-30-20-0Q 0 Q 2Q30Q 40 50 6Q ... (0] Jednotlivé amplitudové Spekt—
ralni ¢ary nabyvaji hodnot pra-
vé rovnych hodnotdm obalkové
funkce reprezentované carko-
vanou Carou, ktera je dana for-
muli

Obr.2.24 (a)Amplitudove (moduloveé) a (b) fazové frekvencni
spektrum obdélnikového pulzu symetrického podle pocatku
casove osy.

A. g Sa (g mj
T 2

Protoze amplituda musi byt kladn4, je obalkova funkce uréena absolutni hodnotou. Nulo-
vé hodnoty nabyva pro argumenty funkce Sa(x) rovné celo¢iselnym nasobklim , tj.

gwo =tkn
2
a tedy pro frekvenci
o, =*k 2—n
9

Jak plyne ze vztahu (2.78), jsou hodnoty Fourierovych koeficientli ryze redlné a nabyvaji
kladnych 1 zdpornych hodnot podle pribehu funkce Sa(x). Zobrazeno v komplexni roviné to
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znamena, ze faze koeficientl je nulova, pokud jsou jejich hodnoty kladné a rovny hodnoté &
(180°), resp. —m (—180°) na zaporné frekvencni poloose, pokud jsou hodnoty Fourierovych
koeficientli zaporné. (N

Obr.2.25 Zadani posunutého obdélnikového pulzu

Priklad:
Co se stane, kdyz posuneme obdélnikovy pulz z predeslého ptikladu tak, aby nédstupna
hrana obdélnika byla v po¢atku ¢asové osy (obr.2.25)?

ReSeni:
V tomto ptipadé spocitdme Fourierovy koeficienty nasledovné

1 j 18 Al (R
¢, =— '[ s(t).e " Mdt =— '[ Ae™dt = Je_”‘g‘dt = —e™| =
T+ Ty T JnQ o

AL L gweny LA L (g o)
T mnQ mQ) T jnQ
A

A D oinR9/2 o-in08/2 o -in09/2 ~jn08/2

_a . _ i ein8/2 _ o=jnQ25/2 iz _ (2.79)
T jnQ 2 T nQ 2j
i .}
— é' 28 Sln(nQS/z)e—JnQS/z — A_S‘- SIH(nQ8/2) .efans/z _ Agsa an o ] QZ -
T nQ3Y T nQS/2 T 2

Srovnanim vysledkti obou naslednych piikladt zjistime, ze vysledné vztahy se lisi pouze
v tom, Ze ve druhém piipadé vysledek nasobime jeSté exponencidlnim ¢lenem exp(-jnQ23/2).

[ Cal - a)
s 08 ~
y 06 \
{HERN}
02 -
I.\-./I/ | | | \\/T ]\\h/IﬁT\r\,ﬂ
-4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o [rad]
30-20-Q 0 Q 2Q304Q 5Q 6Q ....... ®
(P(Cn) b)
\I\ﬂ \l T\ 4 L —
-4 -3 - ~Js ] T
S
™ ‘ o [rad]
-30-20-Q 0 Q 2Q304Q 5Q 6Q ... ®

0br.2.26 (a) Amplitudove (modulové) a (b) fazové frekvencni spektrum obdélnikového
pulzu s nastupnou hranou v pocdtku casové osy
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Co nasobeni timto ¢lenem znamend? Protoze komplexni exponenciala exp(jo) predstavuje
komplexni Cislo s jednotkovym modulem a fazi a, znamena to, Ze Fourierovy koeficienty jiz
v tomto ptipad€ nejsou ryze redlna Cisla, nybrz obecné komplexni, pfiCemz faze a = nQ9/2
je pfimo imérna celociselnym nasobkiim zakladni ahlové frekvence piivodniho periodické-
ho pulzu Q =27/T. Dosadime-li za Q do vyrazu pro fazi o = nQY/2, dostaneme o = nmd/T.
Tedy, hodnoty modulti Fourierovych koeficient se neméni, pouze jejich faze pro n-nasobky
zékladni harmonické frekvence nabyvaji hodnot nmd/T (obr.2.26).

2.6 Rozklad spojitych neperiodickych funkei na diléi harmonické slozky
— Fourierova transformace

2.6.1 Definice

vvvvvv

konecné dlouhou periodou. Protoze kmitocet zakladni harmonické slozky periodické funkce
je

Q=2n/T, (2.80)
pak pro T—wo je
mzlimﬁzo. (2.81)
T T

Graficky to predstavuje zhuStovani spektralnich €ar s prodluzujici se periodou az do li-
mitniho pfipadu, kdy se vzdalenost mezi spektralnimi ¢arami blizi limitn€ nule. Pro neperio-
dicky signal tedy budou spektralni ¢ary na sebe navazovat, z diskrétni reprezentace tthlové
frekvence jednotlivych harmonickych slozek se stava velicina spojita a defini¢ni sumacéni
vztah pro Fourierovu fadu (viz napt. (2.72)) piechédzi na vztah integracni, kde koeficienty ¢,
uréime na zakladé nasledujici tivahy.

Ve vztahu (2.73), ;.

N vk —inQt
cn_ﬁ_mx(t).e dt

je T=2n/do a tedy pro limitni rozdil dvou sousednich frekvenci do — 0 je T— o a
nQ — ®. Meze integralu budou pro nekone¢né dlouho trvajici funkci —oo a +o0. Pro T —o0
budou rovnéz amplitudy spojitého spektra jednordzového impulzu nekone¢né malé. Vyjad-

feme vztah (2.73) pro ¢ v limitnim tvaru a dostavame

T/2

¢, =lim 1 [x@®e™dt. (2.82)

_)OOT—T/z

Potom se definicni vztah Fourierova rozkladu transformuje do podoby

x(t) = T (21—:( Tx(t).ej‘”tdt].ejmt = 2%[ TX(@).ej“tdm , (2.83)

—00 —00

kde vztah

X(w) = Tx(t).ej“’tdt (2.84)

—00
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pro vypocet funkce X(®), kterou nazyvame spektrdlni funkci nebo spektrdlni hustotou
funkce x(t), nazyvame Fourierovu transformaci. Linearni integralni Fourierova transforma-
ce prevadi funkci x(t) z Casové domény na funkci X(o)v kmito&tové oblasti. Aby bylo
mozné Fourierovu transformaci spocitat, staci, aby funkce x(t) bylaabsolutné integrovatelna
na celém definiénim intervalu (—oo, 00)*®. Spektralni funkce uz nevyjadiuje skute¢né ampli-
tudy jednotlivych harmonickych slozek signalu jako v pfipadé rozkladu pomoci Fourierovy
fady, nybrZ jen jejich pomérné zastoupeni.

Vztah (2.83) definuje inverzni relaci, tj. zptisob vypoctu ¢asového priabéhu signalu z jeho
spektralni funkce. Tento vypocet nazyvame inverzni (zpétnou) Fourierovou transformaci.

2.6.2 Vlastnosti Fourierovy transformace

Bez odvozeni a podrobnéjSich vysvétlujicich komentaii uved'me nasledujici zakladni
vlastnosti Fourierovy transformace (zapisem x(t) ~ X(®) vyjadiujeme, ze X(m) je spektral-
ni funkci funkce x(t)):

o linearita - princip superpozice

x1() + x2(t) ~ X, (0) + X, () ;

ax(t) ~ aX(o); (285)
e zména znaménka
xX(-t) ~ X * () ; (2.86)
e zména méiitka
x(t/a) ~ a.X(aw), kde a > 0; (2.87)
e translace funkce
x(t-1) ~ X(0) e (2.88)
e transpozice spektra
x(t).e? ~ X(0-Q). (2.89)

2.6.3 Hrstka prikladi na konec

Priklad:

Urceme spektralni funkci jednotkového skoku.
Reseni:

Jednotkovy skok o(t) bohuzel nevyhovuje podmince absolutni integrovatelnosti, tzn. ze
neexistuje Fourieriv integral. PomiZeme si proto pomoci exponencialni funkce

x(t)=Ae™, prot>0;

(2.90)
x(t) =0, prot <O0.

Protoze funkce ma nenulovy pribéh pouze pro t >0, Ize pouzit Fourieriiv integral pouze
v mezich od 0 do . Je tedy

*¥ Uvidime zéhy pii vypoétu spektralni funkce jednotkového skoku, Ze tato dostateéna podminka neni zcela
nutna a lze ji jesteé jistym zobecnénim zeslabit.
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exp(-t) o
06}
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02t
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-80
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b)

Obr.2.27 Casovy priibéh a spektralni funkce
exponencidaly e”, f=1

X(0) = J.A.e"ﬁt e dt =
0

b)
Obr.2.28 Casovy priibéh a spektralni funkce
Jjednotkového skoku

A
B+jo

(2.91)

Za jednotkovy skok lze povazovat vyse uvedenou exponencidlni funkci za predpokladu,

ze Utlum B = 0 a koeficient A = 1. Potom

X (@)= -
_](D

a tedy
1

‘Xo‘ (03)‘ s

Priklad:

Urcete spektralni funkci obdélnikového impulzu o x(t)
vySce A, dobé trvani t a s ndbéZnou hranou v pocat- A

ku Casové osy.

Resent:

Obd¢lnikovy impulz o pozadovanych vlastnostech
muzeme zkonstruovat ze vzajemné posunutych sko-

T
a ¢, ()= —5.

(2.92)

(2.93)
000

(1)

kovych funkci, jak je znazornéno na obr.2.29. Spekt- 0 t

rum jednotkového skoku jsme spocitali v predchozim (1) T

ptikladu a co se spektrem mimo jiné udéla posunuti 0 t

v Case fesi kap.2.6.2. Tedy plati
x(t) = A.o(t) — A. o(t-7).

Potom je

(2.94)

Obr.2.29 Konstrukce obdélnikového
impulzu ze vzajemné posunutych
skokovych funkci



X(o) = A{i -~ i.eﬂ'mj -

jo  jo
jot/2 —jo1t/2 A © ot (295)
:A_;'e—jm/2 B G O w2 A S jewa
Jjo 0 2 ot
Z toho plyne, ze modul spektralni hustoty je dan vztahem
X(0) = A Sa[%j . (2.96)

Modul spektralni funkce je dan pribéhem funkce Sa(wt/2). Nulové hodnoty nabyva tato
funkce pro hodnoty argumentu rovny celociselnym nasobkiim T, tj. pro

o1/2 =kmn, k=1,2,..., (2.97)
resp.
2nft/2 =kn (2.98)
a tedy
f=k/t. (2.99)

To znamend, ze ¢im je obdélnikovy impulz uZzsi, tim plossi je jeho modulové spektralni
funkece.
Féazové spektrum je dano souctem funkce

¢1(w) = 01/2 (2.100)
a faze vyplyvajici ze zmény znaménka funkce. 000
Piiklad:
Urcete spektrum Diracova impulzu.
Reseni:
Diracliv impulz mé z pohledu svého vztahu k funkcim nékteré ponckud nestandardni
vlastnosti. Zkusme proto vyiesit ulohu radé¢ji jednoduchou uvahou na zakladé¢ diive dosaze-

nych vysledkd.
At T T 1
[X(e)] | X(a)| ¢
0 b ﬁ:lt 3n
T T
o) | o(@)
) I
| 0
o 0 T I2‘."E 3n 7 \ . . . s s s s .
=0T 0 T 2n 3n
2 . o= %
Obr.2.30 Spektralni funkce obdélnikovéeho  Obr.2.31 Spektralni funkce jednotkového im-
impulzu - a) modulové spektrum, b) fazove pulzu

spektrum
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Protoze jednotkovy impulz
muzeme povazovat za obdélni-
kovy impulz s limitn¢ nulovou T
Sitkou a limitn€ nekonecnou vys- | I |
kou, jejichz soucin je roven 1,

pak soucin A.t definujici multi- T 0l T 2T
plikativni koeficient u modulové —=t
spektralni funkce obdélnikového | énl
impulzu (vztah (2.95)) je roven —
jedné a prvni nulové hodnoty
dosahuje spektralni funkce pro 1fT
o — . To znamena, Ze modul
spektralni funkce jednotkového —1 o
impulzu je roven 1 pro vSechny —30-20-Q Q 29 30 40 50
frekvence a faze je v celém frek-
o , T 2
vencnim rozsahu n}llova. - (| Q= T?T ®,= %r S
Mulzeme také s vyuzitim ?
(2.84) a (2.18) psat, ze I _ -
~ K ; 3020 - Q 2Q 3Q 4Q 5Q
Ao) = [3(t)e " di= 30202 0 ¢
=e ' =1, e
000 Obr.2.32 Casovy priibéh a spektrum periodického sledu
Piiklad: Jjednotkovych impulzii

Urcete spektrum periodického sledu Diracovych impulzt s periodou T.
Reseni:

Podobné jako v ptipad€ jednordzového jednotkového impulzu, lze i v tomto piipadé na-
1ézt feSeni rozborem dfive feSen¢ho piipadu periodického obdélnikového pulzu.

Z periodického charakteru signalu vyplyva, Ze jeho spektrum musi byt diskrétni, nabyva
hodnot pouze pro frekvence rovné celociselnym nasobktim zakladni thlové frekvence signa-
lu, kterd je dana periodou T opakovani impulzi, tj. nQ =2nn/T. ProtoZze hodnoty modul
Fourierovych koeficientii ¢, obdélnikového pulsu jsou dany hodnotami funkce Sa(Sw/2)
(pfipomenime obr.2.24) a protoze doba trvani jednotlivych impulzii § jde limitné k nule,
posouva se prvni nulova hodnota funkce Sa(S3®/2) limitné do nekone¢na. Moduly jednotli-

ke kladnym redlnym hodnotam koeficientti, rovna nule.
uad

Priklad:

Predpokladejme, ze funkce x;(t) ma spektralni funkci Xl((n) a funkce x»(t) ma spektralni
funkeci Xz (o) . Urcete vztah pro Fourierovu transformaci funkce, ktera se rovna konvoluci
obou dil¢ich funkei x;(t) a x,(t).

Reseni:
Konvoluce x(t) dvou dil¢ich funkci x,(t) a x»(t) je ddna podle vztahu

o0

x(t) = x, () * X, (t) = le (1)x, (t —1).dr.

—00
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Fourierovu transformaci funkce x(t) spocitdme jako

X(0) = Tx(t).e‘j“’tdt = T[ Txl (1).x,(t— t).dtJ.e_j“"dt =

—00 —00\_—00

= Txl (‘C).[ sz (t— r).e_j‘”tdtj.dr.

—0

(2.101)

Vnitini integral predstavuje Fourierovu transformaci funkce x,(t) posunutou v ¢ase o .
Podle vztahu (2.88) pro spektrum takové funkce plati

x(t - 1) ~ X(w).e¥" .
Dosadime-li z tohoto vyrazu do (2.101), dostaneme

X(w) = ]le (‘C){ sz (t— r).e‘j“’tdtJ.dt = Txl (1).X, (w).e " dr. (2.102)

—00 —00

Protoze X, (w) neni funkci 1, Ize tento &len vytknout pied integral
X(w) = j x,(1).X, (0)e 7 dr = X, (o). j x,(1)e " dr. (2.103)

V tomto ptipad¢€ integral v druhé casti vztahu (2.103) ptredstavuje Fourierovu transformaci
funkce x,(1), resp. x;(t), takze mizeme psat, ze
X(m) =X, (0).X, (o). (2.104)

oo
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3 Signaly diskrétni v Case

3.1 Par uvodnich mySlenek, aneb co bychom v tieti kapitole chtéli

Za prvé doufame, Ze Ctenaf tohoto textu chépe vSechny pojmy z predchozi kapitoly a ro-
zumi konceptu vyjadieni vlastnosti casovych funkci ve spektralni oblasti. Protoze svét zpra-
covani dat a signald je v souCasnosti jiz téméf vyhradné orientovan na metody cislicového
zpracovani, je potfeba vysvétlit princip piechodu od spojitych signali k jejich diskrétni repre-
zentaci — vzorkovdni. Zabyvame-li se zde zpracovanim predevsim informace zavislé na case,
pak vysledek vzorkovani nazyvame podle aplikacni oblasti diskrétnim signdlem, nebo caso-
vou Fadou. V kazdém ptipad¢ je ale reprezentovan posloupnosti hodnot zpravidla ziskanych
z puvodni spojité veliCiny.

Poté bychom chtéli ¢tenare seznamit s nékterymi zakladnimi typy diskrétnich posloupnos-
ti, jejich vlastnostmi a operacemi s nimi, z nich zejména s diskrétni konvoluci a korelaci.
V mnohém se bude zdat, ze opakujeme fakta z ptedchozi kapitoly, ale soucasné se budeme
snazit upozornit na odliSnosti diskrétniho pfistupu — v n€kterych ptipadech to bude jednodus-
§i, v n€kterych naopak slozitéjsi. A kdyz toto vSechno Ctendf zvladne, piikro¢ime podobné,
jak tomu bylo v pfedchozi kapitole, k vyjadieni casovych fad ve spektralni oblasti.

3.2 Vzorkovani

3.2.1 Nékolik obecnych definic na ivod

Vzhledem k zaméfeni téch, jimz je tento text urcen ptredevs§im, musime zacit trochu obec-
néji.

Vzorkovdni je postup vybéru jednotlivych pozorovéni, na jehoz zdkladé ziskavame infor-
maci o vlastnostech sledované skute¢nosti ¢i jevu. Kazdé pozorovani mize obecné zahrnovat
vice vlastnosti (v€k, diagnéza onemocnéni, velikost napéti, ...), které mohou byt pouzity
k identifikaci daného jevu ¢i jeho ¢asti.

Pokusime-li se o zobecnéni definice pojmu vzorkovani, pak miZeme konstatovat, Ze vzor-
kovanim rozumime postup vybéru urcité podmnoZiny (vzorku) dané mnoZiny (signdlu, po-
pulace, dat, materidalu) tak, aby vlastnosti vybraného vzorku (dostatec¢né) piesné reprezen-
tovaly vlastnosti celé mnoZiny (signdalu, populace, dat, materidlu).

V této definici miize byt problém s vymezenim pojmu dostatecné piesné reprezentace
vzorkovaného déje. Protoze vzorkovani je postup, ktery je soucasti technické praxe, zejména
spojené s oblasti zpracovani informace, signalt jedno- ¢i vicerozmérnych (obrazil, videosek-
venci, apod.), stejné tak jako praxe statistické, napt. pii kontrole jakosti vyroby ¢i 1é€ebného
procesu nebo tfeba i pii prizkumu vetfejného minéni, budou pozadavky na ptesnost vyjadieni
vzorkovaného dé€je vyplyvat z aplikaci.

Piiklady:

volba frekvence a mista odbéru pro hodnoceni tirovné znecisténi vodnich tok;
volba parametrii digitalizace obrazu pro jeho ptenos ¢i archivaci;

volba tématu a mnoziny respondenti pfi prizkumu vetejného minéni;

vybér vyrobkl pii vystupni kontrole kvality vyroby;

vybér pacientil pro odhad vyvoje daného onemocnéni.
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Kazda z obou aplikacnich oblasti ma své specifika v terminologii i piistupech. Napf. statis-
tickd analyza pojima vzorkovani pon¢kud Sifeji, 1 jako soucast planovani experimentu a vy-
chazi z existence variability dat, jejiz pfi¢iny nemusi byt vzdy jasné a navic je variabilita po-
vazovana za vicemén¢ nezadouci slozku, kterou neni nutné v navzorkovanych datech zacho-
vat. Lze proto v statistickych publikacich nalézt i definici fikajici, ze vzorkovani je postup
selekce jednotlivych pozorovani s cilem ziskat urcitou znalost o dané populaci, zejména pro
ucely statistické inference®. Tedy zatimco oblast zpracovani signalli predpoklada, ze veskera
informace v datech zistane zachovana (tzn., ze tieba za urCitych podminek (omezené frek-
venc¢ni spektrum) I1ze piivodni pribéh signalu z navzorkovanych dat beze zbytku zrekonstruo-
vat), vzorkovani v oblastech pfipoustéjicich urcitou neurcitost v datech netrvaji na moznosti
zrekonstruovat ptivodni data, nybrz pouze pozaduji, aby zavéry vyvozené z porizenych dat
byly spravné.

Podle vSech vyse uvedenych definic je vzorkovani pojem oznacujici proces potfizovani
vzorkit, prvki mnoziny urcené definicnim oborem danych pozorovani a urovéani funkcni
hodnoty, kterd vzorek charakterizuje.

Definiéni obor miize byt tvofen napf. mnoZinou viech onkologickych pacienti v Ceské re-
publice (statistika Casto pouziva pro oznaceni této definiéni mnoziny pojem populace), vSech-
ny automobily vyrobené ve StfedoCeském kraji, vSechny vodni toky a plochy v Evropé, ba-
revna fotografie. Z uvedenych ptikladl plyne, ze defini¢ni obor mize byt jak mnozina spojita,
tak 1 diskrétni.

Vzorky musi byt vybrany tak, aby bylo mozné z funkénich hodnot jejich vlastnosti urcit
hodnoty funkce vlastnosti v celém definicnim oboru, podle aplikac¢ni oblasti, bud’ zcela ptes-
n¢, nebo alespont odhadnout s dostate¢nou pozadovanou piesnosti, piip. alesponn odhadnout
jejich globalni charakteristiky.

Pro kvalitu rekonstrukce funkce vlastnosti je rozhodujici zptisob vybéru vzorki. Strategie
jejich vybéru mize byt uréena néjakym pevné stanovenym deterministickym pravidlem, nebo
mize byt i ndhodna.

3.2.2 Vzorkovani signali - spinéni kratee kazdjch  2)

; . T, ¢asovych jednotek

- vzorkovaci teorém
X(t) o x(nTv)
. r , e v L

Vzorkovanim 51gnalu rozumime C1nnost, p11 L c e
Kkteré ibsh %ité velidi kterd e defi signal ve diskrétni
tere z prub€hu urcite veliCiny, ktera je definova- spojitém Gase posloupnost

na na spojitém definiénim oboru, vybirdme hod-
noty pouze v urcitych casovych okamzicich, resp.
pro urcité hodnoty prostorovych soutfadnic. Ty x(t) b)
hodnoty ¢asovych ¢i prostorovych souradnic mo-
hou byt rozmistény v definiénim prostoru obecné¢ ' | _______
nerovnomérné, z hlediska prace s daty je ale vy- 0 T -
hodngjsi, pokud jsou soufadnice vzorkil rozmis- I ]
tény rovnoméerné (a v tom pripad¢ 1ze 1 teoreticky 0 o .
dovodit pravidlo pro maximalni vzdalenost mezi —t
kazdymi dvéma vzorky).

Ptedpokladejme nadale (bez ztraty obecnosti),
7ze nezavislou proménnou je cas. Pak princip

Obr.3.1 (a) Princip vzorkovani, (b) spojita
funkce a jeji navzorkovand varianta.

3 Inference (lat.inferre vnaset, pfinaset, dedukovat; in- do, ferre nést, nosit) ~ usuzovani, odvozovani vyroku
z jinych souvislosti. Pojem pouzivany ve filosofii, matematice, statistice a logice, psychologii, atp. V psychologii
muzeme pouzit tohoto pojmu pro rozpoznani praveé prozivaného emocniho ¢i afektivniho stavu pozorované oso-
by z vyrazu jejiho obliceje, v informatice se pouziva pro konstrukei substitu¢nich pravidel gramatik ze znalosti
slov formalniho jazyka, ... .
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vzorkovani priibéhu jakékoliv spojité proménné je zndzornén na obr.3.1, kde jednotlivé vzor-
ky jsou od sebe vzdaleny o ¢as Ty,. Tuto hodnotu nazyvame vzorkovaci periodou.

Aby bylo mozné zjednodusit analyzu vlivu vzorkovani na vlastnosti vzorkovaného signalu,
je navzorkovana verze puvodni spojité veliiny x(t) vyjadfovana ve tvaru x(t).p(t), kde p(t) je
periodicky sled jednotkovych impulst definovany jako

p(t)= > 8(t-nT,,). 3.1)
Z toho pro navzorkovany signal plati
x(O.p(t) = Y x(H)8(t —nT,,) = Y x(uT,,).8(t —nT,,). (3.2)

Tento vztah tika, Ze navzorkovany signal x(t)p(t) je dan sledem impulsti, jejichz trovné jsou
rovny hodnotdm vzorkd ptvodniho signdlu v ¢asech nT,,. (Vzorkovani popsané vztahem
(3.2) oznacujeme jako idedlni vzorkovdni.)

Podstatné z hlediska vzorkovani je stanoveni délky vzorkovaci periody T,,, resp. vzorko-
vaci frekvence f,, = 1/T,, nebo w,, = 27/T,,.

Minimalni hodnota frekvence vzorkovani, ktera je dana prevracenou hodnotou vzorkovaci
periody, je urCena tzv. vzorkovacim teorémem (Casto spojovany se jmény Clauda E. Shanno-
na, Harry T. Nyquista, pfip. Vladimira A. Kotelnikova%?), ktery fika, Ze ptesna rekonstrukce
spojitého, frekvencné omezeného signalu z jeho vzorki je teoreticky mozna tehdy, pokud byl
vzorkovan frekvenci f,, nejméné dvakrat vyssi, pfip. rovnou maximalni frekvenci rekonstruo-
vané veli¢iny. Vyjadfeno matematickym vztahem, musi platit

1

f, T >2f (3.3)
kde fiax je frekvence harmonické slozky, kterd ma nejvyssi frekvenci ze vSech harmonickych
sloZek, které jsou v dané veli€¢in€ obsazeny.

Pro¢ tomu tak je, lze samoziejmé& matema-

ticky odvodit. Nejdiive se ale spokojme jen s () A -~
nasledujicim pomérné prostym zdivodnénim. T i
Jak jsme si diive uvedli, harmonicka funkce T/2
je déna tfemi parametry - amplitudou, frek- 0 = H
venci a pocatecni fazi. Abychom mohli tyto
tfi parametry urcit, potiebujeme tfi rovnice
pro hodnoty funkce ve tfech riznych casech At
z jedné periody (protoze je harmonicka funk-
ce periodickd). Maji-li byt jednotlivé Easové Obr.3.2 Princip zditvodnéni vzorkovaciho teoré-
okamziky vzdaleny rovnomérné, je nutné, aby mu
doba mezi nimi, tj. vzorkovaci perioda, byla mensi neZ polovina periody harmonické funkce
(obr.3.2). Ma-li toto pravidlo platit i pro harmonickou slozku signalu s nejvyssi frekvenci,
musi byt vzorkovaci perioda mensi, nez je polovina periody této harmonické slozky.

40 Claude Elwood Shannon (*1916, Petoskey, Michigan, USA; + 2001, Boston, USA), americky elektrotech-
nicky inzenyr a matematik, zakladatel teorie informace; Harry Therodor Nyquist (*1889, Stora Kil, Svédsko;
+1976, Harligen, Texas, USA), §védsky elektrotechnicky inzenyr Zijici v USA, zabyval se teorii signall a teorii
tizeni; Viadimir Alexandrovi¢ Kotelnikov (*1908, Kazan, Rusko ;+ 2005, Moskva, Ruska federace), rusky elek-
trotechnicky inzenyr a radioastronom, mistopfedseda Ruské AV, piedseda Nejvyssiho sovétu RSFSR, zabyval se
teorii signald, harmonickou analyzou a radiastronomickym prizkumem Merkuru a Venuse.
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Obr.3.3 Vzorkovani signadlu a jeho spektrum

0o mq Zfsz

max

Trosku sofistikované€jsi zdivodnéni vzorkovaciho teorému vychézi ze spektralnich vlast-

nosti navzorkované spojité funkce.

Necht’ mé vzorkovana funkce x(t) (obr.3.3a) spektrum zobrazené na (obr.3.3b). Puls Dira-
covych impulst s periodou T ma spektrum ve tvaru periodického sledu Diracovych impulst
ve frekvencni oblasti s periodou my,, tak jak bylo urceno v ptikladu ke konci kap.2.6.3 a jak je

zobrazeno na obr.3.3d. ProtoZe navzorkovana po-
sloupnost je dana soucinem plvodniho spojitého
signalu a sledu jednotkovych impulst (vztah (3.2))
je vysledné spektrum navzorkované posloupnosti
dano konvoluci obou dil¢ich spekter. A protoze
defini¢ni vlastnosti jednotkového impulsu je, zZe
vysledek jeho konvoluce se signdlem je hodnota
signalu v misté vyskytu jednotkového impulsu, je
vysledné spektrum takové, jaké je uvedeno na
obr.3.3f. M4 periodicky charakter s periodou rov-
nou vzorkovaci frekvenci a tvar jednotlivych seg-
mentl odpovida tvaru spektra vzorkovaného signa-
lu. Digitalizace signéalu tedy zptsobuje periodizaci
frekven¢niho spektra, pti¢emz jednotlivé spektralni
periody maji tvar spektra ptivodniho spojitého sig-
nalu. Z obrazku vyplyva, Ze jednotlivé segmenty
spektra se nebudou prolinat za pifedpokladu, Ze
maximalni frekvence sloZzek signdlu neni vétsi nez
polovina vzorkovaci frekvence.

Z obr.3.3 a predevs§im z obr.3.4 vyplyva i prin-
cip moznosti jak realizovat zpétny prevod diskrétni
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Obr.3.4 Spektralni princip zpétného prevo-
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reprezentace signalu
na spojitou. Dosah-
nout toho Ize potla-  X(t) 1
cenim téch casti 0.5
spektra, které jsou
kolem nenulovych
nasobki vzorkovaci 05l
frekvence. Toto
potladeni se provadi -1
selektivnim  systé-
mem, ktery dokaze Obr.3.5 Princip aliasingu — pokud je signdl s vyssi frekvenci (¢arkovanda

propustit harmonic-  kFivka) podvzorkovan frekvenci niZsi nez vyplyva ze vzorkovaciho teorému,
ké slozky signalu ma rekonstruovany signal frekvenci (plna cara), ktera vyplyva
sniz$imi  frekven- z predpokladu, Ze byl vzorkovaci teorém respektovan

cemi a naopak po-

tlacuje slozky s vys§imi kmitocCty - takovému systému (filtru) fikame dolni propust. Pokud by
vzorkovaci frekvence pravé splitovala vzorkovaci teorém (fy, = fi.x), pak by vysledné spekt-
rum vypadalo, jak je zobrazeno na obr.3.4 dole. Z hlediska zpétného ptevodu by to znamena-
lo, Ze pouzitd dolni propust by méla mit idedlni vlastnosti, tj. harmonické slozky diskrétniho
signdlu o frekvencich do f,,/2 by m¢la zachovat bez jakéhokoliv zkresleni, naopak vSechny
harmonické slozky, jejichz frekvence jsou vyssi nez f,,/2 by méla beze zbytku odstranit. Ta-
kovy idedlni systém bohuzel sestrojit nelze a tak je potieba pii feSeni redlnych uloh vytvofit
vzorkovanim ponékud mén¢ vyhranénou situaci, tedy pouzivat vzorkovaci frekvenci vyssi nez

ptesné definuje vzorkovaci teorém.
V praxi se vzorkovaci frekvence voli dvakrat vét$si nez maximalni frekvence obsazena
v signalu plus n¢jaké rezerva. Napt. v telekomunikacich se pouziva kmitocet 8 kHz pro pre-
nos telekomunika¢niho signalu ve standardnim pasmu od 0,3 do 3,4 kHz. U zdznamu zvuku
na CD je to 44,1 kHz, nebot’ zdravé lidské ucho slysi zvuk o frekvenci maximalné 20 kHz. U
medicinskych signald je rezerva zpravidla vétsi — vzorkovaci frekvence se zatim voli az jako
IX(0)] 4 — 5 nésobek maximalni frek-

vence ve spektru.

1 pavodni spektrum vysledné spektrum Pokud by vzorkovaci teorém
nebyl splnén, tedy vzorkovaci
/\_/ frekvence by byla niz$i nez ma-
ximalni frekvence v signalu (sig-

» * ’ + +

e . 2 nal by byl tzv. podvzorkovin)
P AR - pak by doslo k jevu nazvanému
0 %ww o 2 cizi slovem aliasing nebo také

spektralni sloZky navzorkované funkce Cesky prekryvani spekter. Vliv

podvzorkovani mizeme sledovat
jak v casové, tak 1 frekvencni

doméné. V casové doméné by pfi
podvzorkovani byl mél rekonstruovany signal nizsi frekvenci ve srovnani s pavodnim vzor-
kovanym signdlem (obr.3.5). Ze zobrazeni v kmito¢tové oblasti je patrno, proc jev nazyvame
ptekryvani spekter (obr.3.6). S pozadavkem na vzorkovaci frekvenci souvisi 1 tzv. strobosko-
picky jev zptisobujici, Ze se kola jedouciho vozu na filmovém zébéru toci zpét pii nevhodném
poméru frekvence otaceni kola a frekvence snimki filmového zdznamu. Vlivem pouziti nizké
vzorkovaci frekvence a vlivem skutecnosti, ze spektrum diskrétni reprezentace signalu je pe-
riodickeé, dochdzi k tomu, Ze maximalni frekvence diskretizované funkce piekroc¢i polovinu

Obr.3.6 Prekryvani spekter vlivem nevhodné vzorkovaci frek-
vence
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vzorkovaci frekvence a ob¢ ¢asti spektra se secitaji. K ¢im vétSimu podvzorkovani dojde,
k tim vétSimu vyrovnani vysledného spektra dochazi (pfi daném tvaru spektralni funkce).

3.3 Zakladni typy matematickych modeli signalu diskrétnich v ¢ase

3.3.1 Konvence na zacéatek

Diskretizace spojité funkce zptisobuje, Ze danou funkci zndme pouze v ¢asovych okamzi-
cich, které jsou dany celo¢iselnymi nasobky vzorkovaci frekvence. Vzorkovanim jsme zpiiso-
bili konverzi x(t) — x(nT,,). Tento zapis stale znaci, ze i diskrétni posloupnost zavisi na cCase.
Vzorkovaci perioda je ale konstanta, proto v mnohych odbornych textech byvéa zvykem zapi-
sovat vzorky diskrétni posloupnosti pouze ve tvaru x(n), resp. x,. Tato forma zapisu ma vyho-
du, Ze jiz neni jednozna¢né vazana na Cas jako nezavislou proménnou, miize byt pouzita pro
Casové tady, stejné tak, napi. ve tvaru x(n,m) pro popis digitalnich obrazii. Na druhé strané¢
tato vyhoda mtze byt soucasn¢ i nevyhodou pfi snaze o vysvétlovani nekterych dalSich sou-
vislosti, napt. pti pievodu posloupnosti z pivodni primarni reprezentace do spektralni. Frek-
venci jsme si definovali jako pocet vyskytd néjaké skutecnosti za ¢asovou jednotku. Pokud
vztah k asové jednotce pfi definici frekvence zrusime, miiZzeme se dostat do problému se
srozumitelnosti vykladu frekvence. To je diivod, pro¢ se obcas vyskytuje zdiivodnéni zkrace-
né¢ho zapisu zalozené na predpokladu jednotkové vzorkovaci periody, ¢ehoz dosdhneme jeji
normalizaci. V tom pfipad¢ zlstdva rozmér argumentu casovy (i kdyz to na prvni pohled neni
vidét) a souCasné lze pouzivat zkrdcenou, pohodInéjsi formu zdpisu. V nasledujicim textu
budeme pouzivat predev§im tohoto rozsifeného zptisobu zapisu (protoze je 1épe uvédomovat
si ¢asovou dimenzi argumentu, piipadné tomu odpovidajici frekvencni dimenzi ve spektru).

[ 24

3.3.2 Periodické posloupnosti
Diskrétni posloupnost x(nTy,) je periodicka s periodou NTy,, pravé kdyz plati

x[(n+k.N)T,,] =x(nTy,), pron, k=0, *1,£2, ..., 3.4
ve zkraceném tvaru argumentu
x[n+tk.N]=x(n), pron, k=0, £1,+2, .... 3.5

Vzhledem k tomu, Ze periodicita diskrétnich posloupnosti je vazana na celo¢iselny ndsobek
vzorkovaci periody, je logické, ze vzorkovany spojity periodicky signal s periodou T je repre-
zentovan periodickym diskrétnim signalem pouze tehdy, je-li perioda T pravé rovna celoci-
selnému N-nasobku vzorkovaci periody, tj. plati T = NT,,. Pokud by tomu tak nebylo, pak
dochazi k prodluZovani periody diskrétni posloupnosti v zavislosti na zbytku po celo¢iselném

BN AN
‘”;?i\f \/ U \JLL

Obr.3.7 Zména periodicity funkce po vzorkovani frekvenci, ktera neodpovida bezezbytkovému celoci-
selnému podilu f,, div f.
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déleni T div Ty,. Je-li zbytek do déleni roven ', prodluzuje se perioda na dvojnasobek, je-li
roven 1/3, pak na trojnasobek, atd. Je-li pomér obou period T/Ty, iracionalni ¢islo, pak je vy-
sledné posloupnost neperiodicka.

Jako piiklady periodickych posloupnosti mizeme povazovat harmonické posloupnosti po-
psané formuli

2nnT
x(nT,,)=A.cos2nf nT , +¢@,) = A.cos(% +@,)= A.cos(zn?n +¢,), ¥ (3.6)
kdyz T = NT,, a tedy f = 1/NT,,nebo
2wk
XOT,) = Aep( = +,). (3.7)

Komplexni exponenciala samoziejmé rovnéz reprezentuje periodicky signdl, protoze plati
2n(k +N) j2mk

exp ——.exp(j2mn), 3.8
N Xp N Xp(j2m) (3-8)

kdy exp(2mj) = cos(2m) + j.sin(2m) =1 +j0 = 1.

x[(n+N)T,, |=exp

3.3.3 Jednorazové posloupnosti

Zakladnimi jednorazovymi modely diskrétnich signald, jsou stejné jako v ptipad¢ spojitych
funkeci, jednotkovy impulz a jednotkovy skok.

8(nTz) c(nTy)
1 1 I T T
——————+—+—
2T, Tz 0 T=2Ty; nT; -2T-T, 0 Tz2T; nT,;

Obr.3.8 Diskrétni reprezentace jednotkového impulzu a jednotkového skoku

Diskrétni jednotkovy impulz (t¢Z mize byt Kroneckerovo*” delta) je diskrétnim analogem
Diracova impulzu. Je definovan vztahem

ST, =5 =1 "o 39
n =08(n) = )
v 0, n#0. (3.9)
Diskrétni jednotkovy skok je definovan vztahem
(0T, =om =1 " 3.10
o(n =o(n) = )
v I, n>0. (3-10)
Podobné jako pro spojitou nezavisle proménou plati i pro diskrétni, Ze
2 f(nT,,)3(nT,,) = £(0), (3.11)
resp.
> f(nT,,).8(nT,, —mT,,) =f(mT,,). (3.12)

n=-—oo

4 Vysledny vyraz ve vztahu (3.6) je nazornou ukazkou toho, ze ¢asovy faktor v definiénim vztahu pro diskrétni
harmonickou posloupnost mizi, i kdyz ptivodni zamér byl ponechat jej.

4 Leopold Kronecker (*1823, Leignitz, Prusko; +1891, Berlin, Némecko), némecky matematik, logik a filosof
matematiky. Autor vyroku: ,,Pfirozena ¢isla nam dal dobry Pan Buih, vSechno ostatni je lidsky vymysl.«
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A také
> 8(nT,,) =o(mT,,) (3.13)

8(nT,,) =o(nT,,) —o[(n-1DT,,]. (3.14)

3.4 Zakladni operace s matematickymi modely signali diskrétnich v ¢ase

3.4.1 Uvodni poznimky

Na tomto misté se domnivame, Ze jiz neni tfeba opakovat zakladni principy unarnich ope-
raci, jen graficky pfipomeinime dusledek inverze ¢asové osy a posun v ¢ase na obr.3.8), proto
se nadale vénujme jiz jen dilezitym binarnim operacim, z nich pfedevsim konvoluci a korela-
ci a zvlaStnostem, které vyplyvaji z diskrétni reprezentace pivodné spojitych prubehii.
3.4.2 Diskrétni konvoluce

Zopakujme nejdiive, ze konvoluce pro dve spojité funkce x;(t) a x(t) byla v kap.2.4.2 de-
finovana vztahem (2.31)

x(t) = x, (1) *x, (1) = j x,(1).x, (t—1)dr.

Pokusime-li se vytvofit diskrétni ekvivalent tohoto vztahu, pak i bez velkého pfemysleni lze

psat
x(n)=x,(n)*x,(n)= ixl(m).xz(n—m). (3.15)

m=—o0

A protoze konvoluce ma komutativni vlastnost plati samoziejme stejné jako ve spojitém pti-
padé i

x(n) =x, () *x, () = > x, (n — m).x, (m). (3.16)

x(n)

mll il

0 Rl -

X(n - no)

” |‘|Ul:u,ﬂﬂlﬂ"'n 0"'ﬂml Hh, Al

||

Obr.3.9 Zakladni matematické operace se signaly - inverze casové osy (vlevo), posun v case (vpravo)

Ny
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Xa(m) [Xro]Xa1] Xr2[ X13] X14[ X135] xi(n) 2

X2(m) N | |
4] | ln
-2
X1(m) [ X0 X1 Xaz] Xa3] Xa4] Xa5]
T X X2(n) 2
X2(-m) == 1 |
01 I .
X1(m) [ Xao] Xaa] Xaz] Xas] X1a] Xag] 2
T Oox X X
Xa(2-m) = w0 3]
2
Obr.3.10 Schéma vypocetniho algoritmu konvo- 1
luce konecnych posloupnosti 0 I | n
1 ||
Pro kauzélni posloupnosti, tj. takové, pro které -2
plati x(n) =0 pro n<0 se konvolu¢ni vztah méni -3

(ekvivalentn¢ vztahu (2.42)) na
Obr.3.11 Zadani a reseni prikladu

x(n)=x1(n)*x2(n)=ixl(m).xz(n—m). (3.17)

V realnych podminkach pti zpracovani realnych dat samoziejme nejsou posloupnosti x;(n)
a X»(n) nekonecné, nybrz maji kone¢nou délku. Pifedpokladejme obecné N, vzorki v piipadé
posloupnosti x;(n) a N, vzorka v pfipadé posloupnosti x,(n). Déle polozme x;(n) =0 pro
n ¢ (0, N;-1) a analogicky x,(n) = 0 pro n ¢ (0, N»-1). V tom piipad¢ je

min(N,—1,N, —1)

@) =x@*x,@m= 3 x (m)x, @ -m). (3.18)

Algoritmus vypoctu konvoluce dvou konecnych posloupnosti spociva v souctu dil¢ich sou-
¢inli prvkl posloupnosti x; a v ¢ase invertované a o n prvkll smérem v kladné casové ose po-
sunuté posloupnosti x; (obr.3.10).

Priklad
Vypoctéte konvoluci posloupnosti x; = {Xj¢, Xi1, ... X13} @ X2 = {X20, X21, X22}-

ReSeni:
Pro vypocet se také obc¢as uvadi nasledujici vypocetni schéma:
{X10, X11, - X13} * {X20, X21, X2} =

= (x10. X20) (X10- X21) (X10. X22)
(x11- Xo0) (X11. X21) (X11. X22)
(x12- X20) (X12. X21) (X12. X22)
soucet dil¢ich soucint v jednotlivych sloupcich 0o

Piiklad
Podle vyse uvedeného vypocetniho schématu spocitejte konvoluci dvou posloupnosti
xi(n)={1,2,-2,-1} axy(n)= {1, -1, 1} (obr.3.11).
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Resent:

(1,2,-2,-1} * {1,-1,1} = Xa(m) [X1o[X11] X12] X13[ X14] Xa35]
= 1 -l 1
2 ) Xz2(m) [X2o] X21] X22[ X23] X24] X25]
-2 2 2
-1 1 -1
1 1 -3 3 -1 -1 X1(m) [0 X11] Xa2] Xa3] Xa4] X15]
Vysledkem konvoluce obou posloupnosti Xa(-m) > |x>;n| :2=| ;;4 ?:;3| )"22| :21|
je tedy posloupnost x(n) = {1, 1, -3, 3, -1, >
-1} (obr.3.11). oono
Zobr. 39 i zvypoletnich schémat X1(m) [X10] X11] X12] X13] X14] X15]

¥ox o o® o o®w o o®m o oxm o ox

v predchozich piikladech je zfejmé, Ze na
Xz2(2-m) [ Xz2[ X21] X20] Xas] Xz4] X23]

zacatku, ale je tomu tak i na konci vy-
poctu, konvoluéni suma nezahrnuje
vSechny dil¢i souciny, jak by plnohod-
notn¢ ndlezelo podle délky obou posloupnosti — nastava jisty prechodny dé;.

Tento jev by bylo mozné eliminovat za piedpokladu periodicnosti alesponi jedné z obou
posloupnosti.

Ptedpokladdejme, ze délka obou posloupnosti je N, coZ je soucasné perioda posloupnosti

Obr.3.12 Vypocetni schema kruhové konvoluce

X»(n). Potom miizeme konvoluéni vztah definovat jako

X(0) =X, (0) * X5 () = 3 X, ()X, (n — m) =
N - " - (3.19)
=3 ), (- m) 3 (), (N = m) =Y, (m).x (0 — ), |

m=n+1

Takovy zplsob vypoctu nazyvame kruhovd konvoluce a jeho vypocetni schéma je
55utoknéno na obr.3.12.

3.4.3 Diskrétni korelace

Opét ptipomenime vztahy pro vypocet korelace dvou spojitych funkei x;(t) a x»(t) uvede-
nych v kap.2.4.3 (nebudeme se zde rozptylovat ani pfipadem kovarian¢ni, ani autokorelacni
funkce, protoze uz vime, jak vSechny tyhle funkce navzajem souvisi). Obecné pro korelacni
funkci plati

R0t t) =E[x, (t)x,(t,)] (3.20)

a za predpokladu stacionarity a ergodicity pro funkce s definicnim oborem t € (-0, o0) plati
podle vztahu (2.46)

) 1 T ) 1 T/2
R, ., (1)= %ﬂxl ()X, (t+ T)dt = yﬂik' (1).x, (t + T)dt

a abychom se vyhnuli limitnim komplikacim 1 v podstaté¢ nulovym hodnotam takto urcené
korelacni funkce, vyuziva se pouze integralni ¢asti vztahu, tj. (podle (2.50))

R, (M= TX1 (t)x, (t+1)dt.

V pfipad€ znalosti funkci x;(t) a x»(t) pouze na kone¢ném intervalu T se limitni podminky
zbavujeme pfirozenou cestou a je podle (2.52)
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- 1
R,,(1)= —le ()X, (t + T)dt.
T T
Ur¢ité pro vSechny ze zde pripomenutych definici korelac¢ni funkce 1ze vytvofit jejich dis-
krétni ekvivalent, protoze ale prace s diskrétnimi posloupnostmi je zpravidla vyvolana potie-

24

zuvedenych vztahti bude odhad korela¢ni funkce pro konecnou posloupnost odvozeny z
(2.52), tj.

1 N-1
ﬁxlx2 (mTvz) ZEZXI(HTVZ)XZ(HTVZ +mTvz)' (321)
n=0

Ekvivalentné tomu bychom mohli vytvofit vztahy pro odhad diskrétni kovarian¢ni funkce,
resp. autokorelacni funkce. Odhad diskrétnich korela¢nich funkci je ale zatizen jinymi téz-
kostmi, proto se ted’ rad€ji zabyvejme jimi, nez planym uvadénim dalSich variant korelacni
funkce, které jsou jen opakovanim téhoz defini¢niho principu.

Abychom si co nejnazornéji demonstrovali problém, ptredpokladejme dvé posloupnosti
x1(n) a xa(n) téze délky N vzorkl (obr.3.13).

N = 8; m=0; N-|m|=8 N =8; m=1, N-|m|=7
n=0 1 2 3 ... N-1 n=0 1 2 3 ... N-1
x1(n) 1 1 x1(n) 1 ‘
LILTT] HERRN
Z X X X X X X X Xn z X X X X X X X n
X2(n+m) L] e ® x2(n+m) ¢ [ L]
REREREN REREREN
a) " b ’
N = 8; m=N-1, N-|m|=1
n=0 1 2 3 ......... N-1
x1(n)
HEREN
X X n
X2(n+m)
REREREN
C) "

Obr.3.13 Schéma vypoctu odhadu diskrétni korelacni funkce dvou posloupnosti téze konecné délky
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Obr.3.13a zobrazuje situaci pro vychozi polohy obou funkei, tj. pro m = 0. V tomto piipade
je mozné spocitat vSech N dilCich soucint, které se posléze seCtou a pod¢€li N tak, jak nalezi
urceni stfedni hodnoty. Pro m = 1 (obr.3.13b) dojde k posunu posloupnosti x,(n) o jeden vzo-
rek vici x;(n) a za této situace uz nelze urcit vSech N dil¢ich soucinti, pouze N - |m| (pro prvni
vzorek posloupnosti x;(n) a posledni vzorek posloupnosti x,(n) uz neexistuje korespondujici
vzorek v druhé posloupnosti) a tudiz déleni vysledku hodnotou N pro urceni stiedni hodnoty
uz neni zcela adekvatni. Mezni situace nastava pro posun o m = N — 1 vzorkt (obr.3.13¢), kdy
existuje uz jen jedind dvojice dil¢ich Cinitelti. Pro vétsi posun, tj. m > N jiz prvky obou po-
sloupnosti mezi sebou vynasobit nelze — korelacni funkce neni definovana. Co z tohoto rozbo-
ru vyplyva pro odhad korela¢ni funkce? Za danych okolnosti soucet ve vztahu (3.21) neprobi-
ha pres N scitanct, nybrz pouze pro N — |m| s¢itancti. To by znamenalo, Ze prvni modifikace
vztahu (3.21) sméfuje ke zméné sumacnich mezi na (tzv. odhad korelacni funkce
s konstantni vahou)

N—|m|-1

! Xm(m):§ D x,(m)x,(n+m); m=0L.N-1, (3.22)

kdy se kazda hodnota korela¢ni sumy povazuje za hodnotu autokorelac¢ni funkce se stejnou
vahou, ktera se rovna prevracené hodnoté celkového poctu vzorkl vstupnich posloupnosti
x1(n) a x(n), N je délka posloupnosti. Stfedni hodnota tohoto odhadu je (bez dikazu)

R N —|m|
[ xlxz]:ﬁ; (n)xz(n+m)]= N R ix2 (M), (3.23)

kde Ryix2(m) je skute€na hodnota korelacni funkce. To znamen4, Ze stfedni hodnota odhadu se
nerovna spravné hodnot¢, ale blizi se ji, kdyzZ N—oo a |m| << N. Plati tedy, ze

lim E(‘ R, )= R, (m), (3.24)

N—oowo

odhad je asymptoticky nevychyleny. Odhad rozptylu pro posloupnosti realnych ¢isel je pfi-
blizné

~ I & 2
Var[l Rxlx2 ]z E z ﬁR x1x2 (n)| + Rx1x2 (n - m)Rxlxz (n + m) . (325)

ProtoZe odhad rozptylu konverguje pro N — o k nule, je odhad korela¢ni funkce If{xlxz kon-

zistentnim odhadem Ry x>(m). Z praktického hlediska to v§echno znamena, Ze se sniZzujicim se
poctem soucini v korela¢ni sumé se relativné zvySuje véha, kterou je hodnota sou¢tu nasobe-
na a tedy 1 v ptipadé¢ periodickych posloupnosti neni priibéh jejich korela¢ni funkce periodic-
ky, nybrz se jeji kmity tlumi.

Popsanému zptsobu vypoctu by ziejmée 1épe slusel vypocet stiedni hodnoty podle vztahu

N—|m|-1

R, ,(m)= | | Zx (n)x,(n+m); m=0,l..,N—-1. (3.26)

Stfedni hodnota tohoto odhadu je rovna

Nm|

Z [x,(m)x, (n+m)]=R , (m), (3.27)

E[’R
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Obr.3.14 Princip vypoctu kruhové konvoluce

coZ znamena, Ze je rovna, pro libovolné N a m, skute¢né hodnoté korelacni funkce. Rozptyl

tohoto odhadu
(3.28)

Var[z R ]z Lz z thlxz (n)|2 +R,,,(n—m)R ,,(n+ m)]

(N = )" =
je vSak ponékud vétsi nez v ptipad€ prvniho odhadu. Sumacni ¢leny v obou vyrazech pro roz-
ptyl jsou stejné, vyrazy se lis$i pouze vahovym koeficientem, ktery je v ptipadé m =0 tyz,
s ristem hodnoty posunuti m se vahovy koeficient ve vztahu (3.28) oproti vztahu (3.25) zvét-
Suje. To samoziejmé odpovidé elementarni tivaze zaloZzené na myslence, Ze s menSim poctem

Obr.3.15 Odhad autokorelacni funkce pravidelného sinusového signalu EKG s potlacenou komoro-
vou slozkou — (a) analyzovany signal; (b) autokorelacni funkce podle (3.22); (c) autokorelacni funkce
podle (3.26); (d) kruhova autokorelacni funkce podle vztahu (3.29). [V grafech 58utokorelacich funk-

ci jsou vyznaceny nasobky srdecni periody.]
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s¢itancil v korelacnim souctu se zvétSuje rozptyl a tim klesa spolehlivost odhadu.
Stejné jako v piipadu konvoluce, lze za piedpokladu periodi¢nosti obou korelovanych
funkei s periodou N vzorki pouzit vypoctu pomoci kruhové korelace podle vztahu (obr.3.14)

N—{|m| N

5 1
R 1x2 = 1 2 1 2 N-1)|,
c1p (M) N Z;x (n)x, (n +m) +n_1;§1 (n)x,(n+m+ (N —1)) (3.29)

m=0,1,...,N-1.

Tento vztah zachovava konstantni pocet vzorkli zahrnutych do vypoctu tim, Ze schazejici
vzorky na jedné stran¢ posloupnosti doplituje vzorky z jeji druhé strany. Stfedni hodnota od-

hadu ° ﬁxlxz (m) je rovna Ryjx2(m), stejné jako u zlixlxz (m), jeho rozptyl je naopak tyz jako

v ptipad¢ odhadu lﬁxlxz (m). Na druhé strané cyklické dopliiovani schazejicich vzorki mutize
znamenat, pokud zpracovavané posloupnosti nebudou primarné periodické, vnuceni umélé
periodicity analyzovanym posloupnostem s periodou rovnou délce zpracovavané posloupnosti
a také zachovani konstantni pracnosti pti vypoctu kazdého vzorku korelaéni funkce, zatimco u
prvnich dvou vzorcli dochdzi s riistem vzajemného posunuti signalii k linedrnimu sniZzovani
pracnosti vypoctu.

3.4.4 Rozklad diskrétnich periodickych posloupnosti na dil¢i harmonické slozky

Rozklad spojitych funkci na harmonické slozky jsme zacali rozkladem periodickych funkci
pomoci Fourierovy fady. Pfipomenme dva zakladni vztahy (2.67) a (2.68), podle kterych Fou-
rierovu fadu v exponencialnim tvaru pro spojité periodické funkce piSeme

x N
x(t)= Y ¢,e",
n=—o0

kde ¢, jsou komplexni Fourierovy koeficienty definované vztahem

1 T/2 )
&= j x(t).e " dt

-T/2

a Q=2n/T je opét thlovy kmitocet zakladni harmonické slozky uréeny zakladni periodou T
rozkladané funkce x(t). Modul komplexniho Fourierova koeficientu ¢, urcuje amplitudu od-
povidajici harmonické slozky, jeho faze hodnotu pocatecni fdze odpovidajici harmonickeé
funkce.

Fourierova fada pro spojité funkce je definovana nekone¢nou fadou. To vyplyva ze sku-
teénosti, ze komplexni exponenciala se spojitym ¢asem ¢/ jako jadrova funkce rozkladu na-
byva riznych hodnot pro rizné hodnoty uhlového kmitoctu . Situace je ale zcela odli$na u
diskrétni posloupnosti &*""*, jejiz hodnoty se opakuiji s periodou kmito&tu 27 (jak je uvedeno
ve vztahu (3.8). Chceme-li tedy najit diskrétni ekvivalent Fourierovy fady pro spojité funkce,
pak musime vzit v potaz tuto zndmou skutec¢nost a pocet frekvencnich sloZzek ve spektru dis-
krétni posloupnosti jiZz nebude nekonecny, nybrZ omezeny vzorkovaci frekvenci, protoze je
Q =2n/NT,,, na N vzorki.

ProtoZze je diskrétni Fourierova fada reprezentovana kone¢nym souctem dil¢ich slozZek,
nejsou problémy, na rozdil od piipadu se spojitym ¢asem, s jeji konvergenci.

Necht' tedy x(kT,,) je periodickd posloupnost s periodou NT,,. Tu lze rozlozit pomoci
komplexni exponencidlni Fourierovy fady pomoci vztahu

N-1 ;
x(kT,,) =D ¢,.exp % k=0+1,%2,...,

n=0

(3.30)
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kde

1 & j2mkn
=—» x(kT,  ).exp| — , n=01..,N-1. 3.31
~ kZ(; (kT,,) Xp[ N j (3.31)
Diikaz:
Zménme index sumace ve vztahu pro vypocet koeficientu ¢
=LY xmT, ) ep(- 2T
N )P (3.32)
Pak je
N-1
s(kT,,) =D _c,.exp(2jmnk/N) =
n=0
N 1 N
= Zﬁ(Zx(mTvz).exp(—z jnmn/N)j.eXp(2 jmnk /N) = (3.33)
71 N- N-1
ﬁZx(mTVZ).Zexp[z jan(k —m)/N],
m=0 n=0
Potom pro k =m je
N-1 N-1
> exp[2jm(k —m)/N]=> e’ =N; (3.34)
n=0 n=0
pro k #m pomoci vztahu pro soucet geometrické posloupnosti
= ) 1- 2jnN(k —m)/ N
> exp[2jmn(k —m)/N] = ep[2imN(k—m)/N] _, (3.35)
= I—exp[2jn(k —m)/ N]

a tedy (protoze soucet je nenulovy pouze pro k = m)

x(kT,,) = 1 Ex(mTVZ)Eexp [2jmn(k —m)/N]=
Nz n=0 (3.36)
= %X(kTVZ).N = x(kT,,).

Tedy x(kTy,) = s(kTy;), coz bylo to, co jsme chtéli dokézat. 000
Piiklad:

Urcete spektrum posloupnosti x(kTy,) = A.cos(2nk/N).
Resent:

Nejdiive spocitejme ulohu jen na zakladé logické ivahy Zadana posloupnost x(kT,,) je pe-
riodicka s periodou N a mtizeme si ji vyjadfit pomoci Eulerovy vztahu ve tvaru

Acos%—é e 2jnk+e _2imk
. N | exp N Xp N |

Nyni protoze

2jnk(N—l)_e 2jnkNe _ 2jmk e _ 2jmk
P N PN U PITN

je
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N2 o 2 400 1 2 N2 — n
@,
N/2 2 40 1 2 N2 — n
a) b)

Obr.3.16 Amplitudové a fazové spektrum posloupnosti x(kT,,) = A.cos(27k/N) — a) s periodou (0,N-1);
b) s periodou (-N/2,N/2)
2nk A 2jmk 2jn(N -1k
A.cos—=—|exp —+exp| —————
N 2 { P N xp( N
Z toho plyne, ze
. A A . y o
¢, = > Cy =—ac, =0 pro vSechna jina n.
Spektrum tohoto signalu pak mizeme graficky vyjadrit s periodou (O,N-1) a diky periodic-
nosti jadrové funkce fady 1 v periodé€ (-N/2, N/2), jak je tomu na obr.3.16.
Pokusme se nyni spocitat koeficienty diskrétni Fourierovy fady pro danou posloupnost
podle defini¢niho vztahu. Nejdtfive stejnosmérnou slozku, tj. pro n = 0. Podle (3.31) je

A 1 & 27k 2nk0) _ 1 = 2nk
Co=—) A- cos( T j.exp Ll j A-c [ T j
Ni= N N N =0 N
Protoze soucet vzorkl kosinové posloupnosti pies jednu celou periodu je nulovy, je hodno-
ta ¢,rovnéz nulova (pro stejnosmérnou slozku urcité dle ocekavani).

Nyni uréeme hodnotu Fourierova koeficientu pro n = 1.
1 & (2711(] j2mk ) 1 & (2711(] (2711(] .. (2nkj
:—ZA-cos — |.exp| — A - cos cos| —— |—jsin| — | |=
Ni= N ) N pre N N N
N-1 :
= e A- cos(znkj (%] ——ZA cos( j [anJ
N k=0 N N

AY {cos(o) R cos(%ﬂ D) {sm(o) R sm(%ﬂ _

2NkO k=0

A ¥ O (4nk) JANE . AN (4nk
el fEel) R A5
2N i N 2N i 2N

Soucet v prvnim ¢lenu je N, druhy soucet, stejné jako treti i ctvrty jsou nulové (druhy a
ctvrty, protoze se tykéd souctu vzorkl kosinusovky, resp. sinusovky ptes dvé celé periody —
sice pfes N vzorkd, ale obé harmonické funkce maji dvojnasobnou frekvenci nez je zadana,
treti soucet je snad hanba vysvétlovat). Takze vysledna hodnota je

61



(O

tak jak v vodni fazi feSeni. Vypocet pro n=-1, N—1 a pro vSechny ostatni n je uz ekviva-
lentni. N

3.4.5 Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem (DTFT)

Pokusme se zde uplatnit podobnou strategii jako v ptipad¢ prechodu od Fourierovy fady k
Fourierové transformaci v ptipadé funkci spojitych v ¢ase

Necht’ x(kTy,) je asové omezeny posloupnost s diskrétnim ¢asem s x(kTy,) = 0 pro vSech-
na celd k <-N; a k> Ny, kde N; je celoCiselna konstanta. Dale, necht’ pro jakékoliv kladné
celé sudé ¢islo N > 2N, oznac¢ime X, (kT,, )posloupnost s periodou NT,,, ktera je x(kT,,) pro

k=-N/2, -(N/2)+1, ....-1,0, 1, ..., (N/2)-1 (obr.3.17)

#(kTyz)
M1 0 M1 -k
*(kTy=z)
- -1 0 M1 M -k

Obr.3.17 Podminky prechodu od diskrétni Fourierovy rady k Fourierové transformaci

Z definice X (kT,,) mame
x(kT) = lim X (kT,,). (3.37)

Protoze X (kT,,) je periodickd funkce s periodou NTy,, ma Fourierovu fadu

- N-1 2' Iﬂ(
X (KT, = ¢, .exp o (3.38)
n=0 PJ
kde
1 N2 2inkn
c.=— > X (KT,).exp| -0 | n=01..,N-1, (3.39)
k=-N/2
Z definice X (kT,,) vyplyva, ze lze posledni uvedenou rovnici piepsat do tvaru
1 & 2jnknT
c. =— » x(kT,)).exp| —-————2% |, n=0,,..,N-1 3.40
n Nk:Z_OO ( VZ) )(p( NTVZ J ( )

a potom

62



X(w) = Zx(kTVZ).exp(—jkwTvz), o=2mn/NT,,, (3.41)
k

=—00

kde o je pro N — oo spojita (nediskrétni) veli¢ina.

Uvedené odvozeni jen potvrzuje, co uz zname z rozkladu spojitych funkci, totiz ze spoji-
tost i nespojitost spektra nesouvisi se spojitosti ¢i nespojitosti rozkladané funkce, nybrz s jeji
periodi¢nosti.

3.4.6 Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

Aby bylo mozné s frekvenénim spektrem prakticky pocitat, je uzitetné spektralni funkci
diskretizovat.

Ptredpokladejme, Ze posloupnost x(nTy,) =0 pro n < 0 a n > N, pak DFT je definovana
vztahem

DFT (x(nT,,)} = X(KQ) = 3 x(nT,, ) ¥ =

n=0
o IFEI | (3.42)
=> x(nT,)e " = Z:X(n"l"vz).e_ﬂ“k"/N
n=0 n=0
Zpétnou inverzni diskrétni Fourierovu transformaci pak definuje vztah
N-1 ‘ N-1 ‘
DFT "{X(kQ)} =x(nT,,) = %ZX(kQ).eJ“T”kQ :§ZX(kQ).eJ2"k“/N . (3.43)
k=0 k=0

Pokud uvazujeme pouze posloupnost hodnot bez jeji Casové resp. kmitoCtové interpretace,
lze defini¢ni vztah diskrétni Fourierovy transformace vyjadrtit téz ve tvaru

X(k) = NZi x(n).e PN (3.44)
resp. inverzni transformace "~
x(n) = % I:Z(‘; X(k).e?™ N (3.45)
Plati, ze
DFT {DFT (%) }=x . (3.46)

Tuto vlastnost diskrétni Fourierovy transformace nazyvame inverzibilita. Mtizeme ji doka-
zat nasledujicim postupem:

N-1 ) N-1/N-1 ) )
x(mT,,) = %ZX(kQ).eJmT"‘kQ =%Z(Z x(nT,,).e b j.eJmkaQ =
k=0

k=0 \ n=0
li NZI j(m—n)kQT
= =3 x(nT,).Y elmmiar, _
Tq n=0 v k=0

N-1
: j(m—n)kQT,
pro m=n je » "N =N
k=0

N-lp ej(m—n)NQTvz

N-1
. j(m-mkQT,, _ _
pro m#n je Z.e —Z [ oimmat, =0

k=0 n=0

(3.47)

= %x(mTvz).N =x(mT)); Q=2n/NT,_.
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Obr.3.18 Princip a dusledky diskrétni Fourierovy transformace pro kmitocet signalu
w; = wy/4 = 2T,,) (s pomoci [4])

Vliv DFT na charakter spektra harmonické posloupnosti je patrny z obr.3.18 a 3.9 Na
obr.3.18 je zobrazen pftipad, kdy je perioda vzorkované funkce T = 2n/m; rovna celo¢iselné-
mu nasobku vzorkovaci periody Ty,=2m/®y,, Vv konkrétnim piipadé¢ T =4T,,, tj. ©; =
= wy,/4 = m/(2T,;). Na obou obrazcich jsou zobrazeny v levé Casti ¢asové prubéhy a vpravo
jim odpovidajici spektra. Kone¢ny sek signalu je vytvoten z ptivodniho ¢asové neomezeného
prubéhu vynasobenim obdélnikovym oknem, jehoz délka je rovna celo¢iselnému nasobku
vzorkovaci periody, konkrétné N = 8. Spektrum vynédsobeného, tj. Casové omezeného tseku
spojité harmonické funkceje dan konvoluci spekter pivodniho harmonického signélu a spekt-
ra obdélnikového okna ve tvaru funkce Sa(w). Vzorkovani tohoto useku funkce o konecné
dobé& trvani vyjadiime dle definice (vztah (2.52)) nasobenim sledem jednotkovych impulsii
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s periodou opakovani rovnou vzorkovaci periodé T,,. Tomu odpovida rovnéz periodické im-
pulsni spektrum s periodou rovnou vzorkovaci frekvenci m,, = NQ a vysledné spektrum
navzorkované posloupnosti je konvoluci vSech tii dil¢ich slozek, jejichz ndsobenim vznikl
diskrétni harmonicky signal omezeného trvani.

Diskrétni verzi spektra ziskame nasobenim spektra pulsem Diracovych s frekvenci Q. To-
muto pulsu odpovida v ¢asové oblasti periodicky sled jednotkovych impulst s periodou NTy,.
Protoze konecné spektrum je vysledkem ndsobeni spojitého spektra navzorkované posloup-
nosti kone¢ného trvani, je ¢asova reprezentace navzorkovaného spektra konvoluce navzorko-
vané posloupnosti s casovou reprezentaci vzorkovaciho pulsu spektra. Touto konvoluci se
posloupnosti nepiimo vnucuje periodicita, takze vysledné diskrétni spektrum je spektrem pe-
riodické posloupnosti. Tim, Ze je vzorkovani signalu vhodné vazano s délkou kone¢ného ob-
délnikového okna a tim i se vzorkovanim spektra, odpovida fiktivni vysledna periodicka po-

Obr.3.19 Princip a dusledky diskrétni Fourierovy transformace pro kmitocet signalu
w; =5 ®,/16 =57/(8T,,) (s pomoci [4])
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sloupnost piivodni funkci, jejiz spektrum jsme pomoci DFT pocitali.

Na druhé¢ stran¢, pokud délka omezujiciho obdélnikového okna neodpovida celoCiselnému
nasobku period vstupniho signalu, pak i vysledné diskrétni spektrum odpovida funkei, jejiz
prubéh je modifikovan, napft. tak, jak je zobrazeno na obr.3.19.

3.4.7 Rychla Fourierova transformace (FFT)

Defini¢ni vztah pro vypocet diskrétni Fourierovy transformace v exponencidlnim tvaru
muzeme pomoci Eulerova vztahu vyjadfit i funkcemi cos a sin jako

X(kQ) = Ex(nTvz).e*jmnTw :Ex(nTvz).(cos(anTvz) — jsin(kQnT,)). (3.48)

n=0 n=0

Vypocet kazdé z N slozek spektra posloupnosti pak piedstavuje N-ndsobny soucet soucinu
hodnoty signalu s redlnou 1 komplexni slozkou jadra transformace, piedstavované odpovidaji-
cimi hodnotami funkci sin a cos. Takto definovany vypocet je pomérné pracny a je otazkou,
zda jej nelze optimalizovat.

Zrychleni vypocetniho algoritmu se mize dosahnout vyuzitim diive vypocitanych mezivy-
sledkt, resp. vynechanim zbyte¢nych vypoctli — napt. ndsobeni nulou. Relativné zdlouhavé a
opakované vypocty hodnot obou goniometrickych funkci lze usnadnit pouzivanim predem
spocitanych tabulkovych hodnot pro jednu ¢tvrtinu periody jedné z obou funkci. Dalsiho ze-
fektivnéni vypoctu lze dosdhnout vhodnym uspofadanim vypocetniho algoritmu, napt. tzv.
rychlou Fourierovou transformaci.

Abychom dokazali posoudit pracnost jednotlivych variant vypoctu diskrétniho spektra dis-
krétniho signélu je potfeba urcit zdkladni elementy vypoctu. Z defini¢niho vztahu (3.48) vy-
plyva, Ze takové elementy jsou dva - ndsobeni komplexniho ¢isla a secitani dvou cisel. Jed-
notku pracnosti P tedy definujme pomoci jednoho komplexniho nasobeni a secteni dvou cisel.
Vypocet jedné hodnoty spektra signalu o N vzorcich pomoci defini¢niho vztahu ptedstavuje
N elementil pracnosti vypoctu, tedy N-P. Pracnost vypoctu celého spektra zahrnujictho N
hodnot poté predstavuje hodnotu N-N-P =N%P. Tuto hodnotu miZeme povaZovat za refe-
rencni pro srovnani s pracnostmi jinych variant vypoctu.

Algoritmus rychlé Fourierovy transformace ma dvé z hlediska pracnosti v podstaté ekviva-
lentni varianty:

e rozklad v Casové oblasti;

e rozklad ve frekvencni oblasti,
z nichZ se podrobné&ji zabyvejme principem prvni varianty, ktery je pak snadno aplikovatelny
1 pro postup druhy.

Predpokladejme, Ze vstupni signalova posloupnost mé sudy pocet vzorkl. Rozdélime ji na
dvé dil¢i posloupnosti (obr.3.20):

o {gi} = {Xai} - sudé prvky ptivodni posloupnosti;
o {hi} = {X2i11} - liché prvky piivodni posloupnosti, i = 0,1,..., N/2-1.

Obr.3.20 Rozdéleni signalové posloupnosti

Dale ptedpokladame, ze vSechny posloupnosti (ptivodni i obé dil¢i), maji svou DFT, které
jsou definovany vztahy
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N/2-1 _j2mik - N/2-1 _jamik

Gk)= Y ge N2 => g-e N (3.49)
i=0 i=0
a
N/2-1 _j2mik  N/2-1 _j4mik
H)= > he 2= 3 hie ™ (3.50)
i=0 i=0

pro k €(0, N/2-1).

k-tou hodnotu spektra pocitanou podle plivodniho transformacniho algoritmu nyni vyjadieme
pomoci dil¢ich vypocti G(k) a H(k). V tom ptipadé plati

k] _jzmk ~iZok e eSS SR NIk

J
X(k):in-e No=x,e N o+x,ce N o+x,0e N 44 x e N =
i=0

_BoTXe BiTX: B2T Xy By T Xy :Nf(g, e N in -eﬂn(;m)k]: 3.51)
hy=x, hy=x; h,=x; h;=x, T 1
N/2-1 _j2m2ik _J2n2ik _j2mk _J2mk

— Z (gi.e N 4h.e N e N J:G(k')-;-e N CH(K") k'=kmod(N/
i=0

Kdyz hodnoty pomocnych dil¢ich posloupnosti budeme pocitat podle zakladniho definic-
niho vztahu, bude celkova pracnost souc¢tem pracnosti vypoctu spekter obou posloupnosti a
jejich spojeni

2- (N/2)2P+N-P = (N*-P)/2 + N-P (3.52)

tzn. dosahneme uspofeni pracnosti téméf na polovinu, pokud bude druhy ¢len vyjadiujici
pracnost zkombinovani obou posloupnosti maly ve srovnani se ¢lenem prvnim (to bude platit
pfedevsim pro velké hodnoty N).

Je-1i N/2 opét sudé, mlzZe se v déleni dale pokracovat — celkové je vyhodné, je-li N mocni-
nou dvou, tj. plati N = 2™ - v tom pitipadé lze pokraGovat v déleni az ke vstupni posloupnosti
(obr.3.21).

Kazdy uzel ve vypocetnim schématu predstavuje soucet prispévkl reprezentovanych
vstupnimi orientovanymi hranami, pfi¢emz jeden z obou vstupll je nasoben vahou w;. Prac-
nost vypoctu v kazdém uzlu schématu bude pravé P a pocet uzli v kazdé vypocetni vrstve je
N, pracnost vypoctu v celé vrstvé je N-P. Pocet vrstev ve vypocetnim schématu bude
v ptipadé N = 2™ roven m = log;N a proto celkova pracnost je N-P-m = N-P-log;N. Po velka N
tento vyraz roste jiz téméf linedrné a jeho hodnoty jsou proto vyrazné¢ mensi nez ptvodni
pracnost s kvadratickou zavislosti.

Vzhledem k postupnému dé€leni a uspotadavani dilcich vstupnich posloupnosti neni po do-
konc€eni rozkladu vstupni signalova posloupnost uspoiadédna vzestupné podle jejich index,
nybrz jinak. Vyjadiime-li hodnoty indexl jednotlivych vzorkli bindrné a tato binarni Cisla
¢teme zprava doleva tvoifi hodnoty indext pfirozené rostouci posloupnost - proto nazyvame
uspotadani vzorka vstupni posloupnosti bitové inverzni.

Dalsi skute¢nosti usnadiiujici vypocet je existence standardnich opakujicich se motylkovi-
tych vypocCetnich struktur o Ctyfech uzlech a ¢tyfech hrandch, coz znamena, ze vypocet
v rdmci kazdé takové dil¢i struktury se fidi stale stejnym algoritmem. Navic pro vypocet vy-
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stupnich hodnot v kazdé vrstve jsou potieba pouze vstupni vzorky kazdé vrstvy, vypocet tedy
muze probihat vzdy jen v jedné vrstvé a lze tak Setiit vypocetni pamét’.

Obr.3.21 Vypocetni schéma algoritmu FFT rozkladem v casové oblasti
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4 Matematicky popis systémiu pracujicich ve spojitém case

4.1 Par Gavodnich myslenek, aneb co bychom ve ¢tvrté kapitole chtéli

Ctenaf tohoto textu by se v této kapitole mé&l seznamit se zpiisoby popisu zejména linear-
nich soustav. Ty mohou slouzit k upravé frekvencnich vlastnosti zpracovavanych funkci ¢i
posloupnosti (Casovych tad), mohou byt pouzity k rozkladu ¢asové fady na jednotlivé kompo-
nenty, mohou slouzit i k modelovani prubéht analyzovanych veli¢in. Po pfecteni této kapitoly
by mél ¢tenaf nejen védet, jaké moznosti existuji, 1 jak jednotlivé zplisoby popisu spolu souvi-
si. M¢l by dokézat pro danou strukturu jednotlivé formy popisu vytvofiit, mél by dokézat jed-
notlivé zplsoby popisu interpretovat, jinymi slovy, védét co ndm o daném redlném objektu
tikaji. Je to op€t ambicidzni cil.

4.2 Linearita

Linearni systém s pfevodni funkci y = f(x) je takovy, pro néjz plati princip superpozice, de-
finovany nasledujicimi dvéma vztahy (obr.4.1):

1. f(X]) + f(Xz) = f(X1+X2); (41)
2. cf(x) =1(cx),
kde c je konstanta.

Obr.4.1 Schematicke vyjadrent vztahi principu
superpozice

Ne&kdy se lze setkat i s obecnym vyjadienim principu superpozice ve tvaru
> ef(x;) =f(ZcixiJ, (4.2)
i=1 i=1

kde ¢; jsou konstanty. Princip superpozice mizeme obecné vylozit i tak, Ze je-li n¢jaky kom-
plexni problém linearni, mizeme jeho feSeni ziskat vahovanym souctem fesSeni jeho jednotli-
vych dil¢ich ¢asti.
Priklad:

Oveéite linearitu systémi s pievodnimi funkcemi podle obr.4.2.
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a) b)
Obr.4.2 Priklady prevodnich funkci systemit — a) linearni funkce prochdazejici pocatkem, b) linedarni
funkce s absolutnim clenem.
Reseni:
a) vy = kx; + kxy =k.(x1+x2) = ypy;
yr2 =k.(c.x) = ck.x = yp,
kde yi; reprezentuje vypocet dle levé strany prvniho defini¢niho vztahu principu superpozice,
yp1 dle jeho pravé strany, yr, vypocet dle levé strany druhého vztahu a yp, vypocet dle jeho
pravé strany.
Systém s prevodni funkci podle obr.4.3a splituje princip superpozice, je tedy linearni.
b) vy = k.x1-q + kxo-q = k.(x11X2) -2q # k.(X1+X2)-q = Ypi;
yi2 =k.(c.x) - q = ckx - q # c.(k.x- q) = ckx - ¢cq = yp2.
Systém s prevodni funkci podle obr.4.3b nespliiuje princip superpozice, tedy linedrni neni,
ptestoze jeho pfevodni funkce ma linedrni charakter. (N

4.3 Vnéjsi (vstupni/vystupni) popis

4.3.1 Slova avodni

Hovotime-li o vn&j$im popisu, zajima nas jen a pouze, jak vzéjemné souvisi veli¢ina pred-
stavujici vstup daného systému s veli¢inou vystupni. Mezi obéma veli¢inami se nachéazi néco,
co ze vstupu udéla vystup, co pribéh vstupni veli¢iny pfemeéni na vystupni. V této kapitole ale
nebude dilezité, jak to funguje uvniti systému, nybrz pouze jak se systém jevi navenek.

4.3.2 Diferencialni rovnice

I
Diferencialni rovnice je zakladnim zptiso- 1. R L at
bem popisu jakékoliv soustavy — linedrni, © — KLYY\_. i
nelinearni, autonomni, neautonomni, ... Je U Ug u. u __CJ7 u
tedy ziejmé nejlepsi timto zpisobem popisu 1 Ci _-C 2
zacit. o °

Pfipomenime elektricky model cévniho
segmentu z ptikladu v kap.1.3.2, znovu zob-  0br.4.3 Pasivni sériovy RLC obvod jako elektric-
razeny na obr.3.1. Z 2.Kirchhoffova zakona, ky model cévniho segmentu
uvadéjiciho, Ze soucet napéti v obvodové
smycce je roven nule, je vstupni napéti obvodu rovno

u;(t) = ugr(t) + ur(t) + uc(t). (4.3)
A protoze plati dalsi vztahy pro napéti na elektrickém odporu (Ohmiv vztah (1.3))
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ug(t) = Reig(t)
a pro proud civkou (vztah (1.4))

. 1
(=" _J;uL(T)dr,
z ¢ehoz plyne, zZe je téz

o d®
u, (t)=L " L-1'(t),

muzeme za predpokladu, ze je obvod tzv. na prazdno nebo bez zatéze (jinymi slovy z obvodu
nic neproudi — i, = 0 a proto i; = ig = i, = ic = 1;) prepsat rovnici (3.1) do tvaru

Rei(t) + L (8) + uc(t) = wi(t). (4.4)

Po zaméné poradi ¢lend na levé stran€ a po dosazeni za proud i(t) a jeho derivaci ze vztahu
mezi proudem a napétim na kondenzatoru (vztah (1.5)) je

LCuf.(t)+ RCuf(t) +u.(t) =u,(t) 4.5)

a protoze napéti na kondenzéitoru je soucasn€ i napétim mezi vystupnimi svorkami, tj.
uc(t) = uy(t), lze psat matematicky vztah mezi vystupnim u,(t) a vstupnim napétim u,(t) napé-
tim obvodu

LCu’(t) + RCu) (t) +u,(t) =u,(t) (4.6)

a nebo mozna Iépe ve tvaru

")+ () (1) =
w0+ TwO+ oM =rou®. (4.7)

Pocet akumulacénich prvkl v systému urcuje tad systému a tim i jeho modelu, zde diferen-
cialni rovnice. V feSené uloze ma obvod dva akumula¢ni prvky (C, L), nejvyssi fad derivace
vystupni proménné je rovnéZ roven dvéma. Ptesto, Ze jsme vysli ze znalosti vnitini struktury
obvodu, odvozena diferencialni rovnice popisuje pouze vztah mezi vystupni a vstupni veli¢i-
nou, bez vyjadieni hodnot veli¢in popisujicich chovani jednotlivych prvki obvodu.

Obecné mlZzeme diferencialni rovnici popisujici vlastnosti jakékoliv neautonomni linearni
¢asov¢ invariantni soustavy popsat ve tvaru

Yy () +b, Yy () + b,y (1) +..+ by (1) + boy(t) =

4.8
=a_x™()+a, x"" () +a, ,x"V(t)+...+a,x'(t) +a,x(t), *43)

kde y(t) znaci vystupni veli¢inu, x(t) vstupni veli€inu a a;, 1=0, ...,nab;, j=0, ..., m jsou
parametry systému a n a m jsou nezaporna celd ¢isla. Chceme-li ziskat priib&éh vystupni veli-
¢iny y(t) ze znalosti prubéhu vstupni veli¢iny x(t) a daného systému, je tieba diferencialni
rovnici popisujici konkrétni systém vyfesit, obecné jeji n-ndsobnou integraci. Pokud je m > n,
pak v feSeni prevazuje idedlni derivacni slozka (ani n-nasobnd integrace neodstrani vSech m
derivaci), jejimz disledkem by méla napt. byt nekonecnd impulzni odezva na vstupni jednot-
kovy skok. Nekone¢na hodnota je pouze teoreticka mozZnost, redlné systémy diky riznym
setrvacnostem, zpozdénim a jinym omezenim nekonecné reakce nedosahnou, proto realné
systémy se spojitym Casem mohou byt popsany diferencidlni rovnici, pro kterou musi platit
m < n.
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Je-li systém autonomni, tj. bez vstupu, je

. I . ; i I
diferencidlni rovnice homogenni, s nulovou 1. R L L 2
pravou stranou. —f Y YY> o9

Pokud parametry a; a b; nezaviseji na veli- u. u lc
. o o . . , u, R L Uy | == u,
¢inach popisujicich chovani systému, tj. bud C(u.)
jsou konstantni nebo maximalné zaviseji na o <

Case, pak je systém linedrni. Podle zavislosti
na ¢ase rozliSujeme linearni systémy na éasové Obr.4.4 Nahradni nelinedrni schéma
zavislé a casové nezavislé (invariantni).

Nyni pfedpokladejme model cévniho segmentu s realnou modifikaci, kdy je roztaznost
cévni stény zavisla na tlaku krve v céveé. V ndhradnim elektrickém schématu to znamena jedi-
nou zménu - predpokladame kapacitu kondenzatoru zavislou na napéti na kondenzatoru
(obr.4.4). To znamena, ze do systému zavedeme jednu nelinearitu.

Odvozeni diferencialni rovnice za této podminky dospéje beze zmény az k rovnici (4.4) a
zde se vyskytne komplikace pfi ur€ovani proudu obvodem, protoze vztah (1.5) pro okamzité
nap¢ti na kondenzatoru se meéni na

t

1 .
u.(t) = e L i.(t)dr (4.9)
Z toho plyne
jic(r)dr=C(uc)-uC (4.10)

a potom pro ic plati (pokud ponékud zjednodusime zapis vynechanim casové zavislosti, ktera
ale nepfestava platit)

ic =(Cluc)-ue)". (4.11)

Protoze do vztahu (4.4) potfebujeme znat jak vztah pro proud (pritok) pro jeho derivaci,
potifebujeme vyraz v (4.11) jesté jednou derivovat. To bychom urcité zvladli 1 obecné, situaci
si ale troSku zjednodusme konkrétnim ptedpokladem o linearni zdvislosti C(uc) = C(up) =
= k-u,. Vypocty to lehce zjednodusi, zavéry, kvili kterym tento vypocet provadime, to neo-
vlivni. Budeme tedy psat

i, =i, =(k-u,-u,) =(k-u3) =2ku,u, (4.12)
a pro derivaci
il = (2ku,u}) = 2k(u4u), +u,uj) =2k(uy’ +u,uj). (4.13)
Dosadime-li oba vyrazy do (4.4), dostaneme
R -2ku,u, +L-2k(u? +u,u})+u, =u,. (4.14)

PtepiSeme-li diferencidlni rovnici (4.14) do tvaru odpovidajiciho obecnému zépisu podle
vztahu (4.8), dostaneme

u;+(5+£)u’2+ ! u, = l u, (4.15)
L u, 2klLu, 2klLu, '
a tedy
ulz' +b1(u2)u'2 +by(u,)u, =a,(u,)u, (4.16)
kde
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R u) 1
bl(uz) =(I+i)u2; bo(uz) :ao(uz) = 2kLu2 .

Ziskana diferencialni rovnice zustava 2. fadu (pocet akumulacnich prvkl se nezmeénil), ale
zavedeni nelinearni zavislosti kapacity na napéti kondenzéatoru zpisobilo, ze vSechny uvedené
parametry diferencialni rovnice, tj. bj(uy), bo(uz) 1 ag(uy) jsou funkcemi vystupniho napéti a
diferencialni rovnice je tedy nelinedrni. Protoze urcena diferencidlni rovnice sama definuje
zéavislost vystupniho napéti na vstupnim, mizeme konstatovat, Ze parametry soustavy formal-
né zavisi na jejim vstupu. Z toho konecné plyne, Ze vlastnosti nelinedrni soustavy nezavisi
pouze na struktufe samotné soustavy, nybrz i na jejim vstupu, coz samoziejmé piripadnou ana-
lyzu vyznamné komplikuje.

4.17)

4.3.3 Laplacova43 transformace

Definice

Laplacova transformace je uzite¢ny matematicky nastroj pro transformaci spojitych funkci
¢asu do komplexni roviny. Navzdory skute¢nosti, Ze (jak nize uvidime) ma mnoho spole¢né-
ho se zde jiz zminénou Fourierovou transformaci, nepouzivame ji, tak jak Fourierovu trans-
formaci, k rozkladu spojitych funkci na jednodussi funkce (i kdyz i takovy vyklad by byl
principidlné mozny), nybrz piedevsim pro popis linedrnich ¢asov€ invariantnich soustav a pro
feseni diferencialnich rovnic, které takovéto soustavy popisuji.

Laplacova transformace X(p)funkce x(t) je definovana vztahem

Lix(0)}=X(p) = [x(e™dt, (4.18)

kde p =0+ jo je komplexni ¢islo —0 < 6; < Re p < o, < +oo. Pfitom se predpoklada, ze pro
funkci x(t) plati

T|X(t)|dt< +00 (4.19)

a Ze o] a 6, lze volit tak, Ze pro o; < Rep < o, integral (4.18) konverguje.

Pokud rozepiseme jadro transformace e™ podle realné a imaginarni slozky na ¢ 9" = ¢
Gt.e-j(x)t’ t_].
X(p) = [x(t)e e dt (4.20)

—00

a srovname s defini¢nim vztahem Fourierovy transformace (vztah (2.79))

X(jo) = [x(t)-e7dt,
kterd reprezentovala rozklad funkce x(t) na harmonické slozky charakterizované transformac-
nim jadrem ¢’ V souladu s touto filosofii mizeme vylozit vyznam Laplacovy transformace
kromé jin¢ho 1 jako nastroje na rozklad funkce x(t) na elementarni funkce popsané funkcemi
typu ¢ “9°)", Jaky pribéh tyto funkce maji? Jak je vyse uvedeno, exponencialni funkci trans-
formaéniho jadra miZzeme rozepsat na soucin e¢-e3®, v némz prvni &initel piedstavuje real-
nou, pro o > 0 exponencialné klesajici a pro ¢ < 0 exponenciadlné rostouci funkci. Druhy ¢ini-
tel v uvedeném soucinu je komplexni exponencialni funkce, kterd popisuje harmonicky pri-
beh, jak jsme jiz seznali v kap.2. Soucin obou dil¢ich €lent tedy reprezentuje exponencidlné

* Pierre Simon de Laplace (*1749 Beaumont-en-Auge, Normandie, Francie; + 1827 Pafiz, Francie) — francouz-
sky matematik (kromé zavedeni uvedené transformace jako nastroje pro feseni diferencialnich rovnic, dokazal
teoreticky metodu nejmensich ¢tvercti, pivodné empiricky zavedenou Carlem Gaussem), statistik, astronom
(napf. velice blizko se dostal ke konceptu ¢ernych dér), politik (byl ministrem vnitra za Napoleona Bonaparta).
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klesajici, ¢i rostouci harmonické funkce, pficemz rychlost poklesu, ¢i nartstu je dana parame-
trem o, ktery nazyvame koeficientem tlumeni, resp. zesileni. V ptipad¢, ze o = 0, pak soucin
samoziejme reprezentuje netlumeny harmonicky pribéh.

Takovych funkci je ale neprakticky mnoho, proto tato myslenka, na rozdil od Fourierovy
transformace nenalezla pro rozklad spojitych funkci praktické uplatnéni.

Proto se dale vénujme prvotnimu ucelu, pro ktery byla Laplacova transformace urcena, tj.
popis linearnich systému a feSeni diferencialnich rovnic. Protoze vyznam pro praktickou ana-
1yzu maji vyhradné kauzalni systémy, pouziva se pro tento ucel jednostranna varianta

X(p)= j x(t)e™'dt, (4.21)
0
puvodni dvoustranné Laplacovy transformace, uréena za podobnych podminek jako dvou-
stranna transformace — tedy, ze x(t) je absolutn¢ integrovatelnd v kazdém konec¢ném intervalu
0 <a<b<+w a ze lze zvolit ¢ (-0 < 6 < Rep) tak, aby integral (4.21) pro Re p > ¢ konver-
goval.

Priklad:
Urcete Laplacovu transformaci jednotkové skokové funkce x(t) = o(t).
Reseni:

o0

. ° 1 1
X(p)= |o(t)e™dt=|ePdt=—— [e_pt]j =—.
Joera]era=lerd =
Pokud si vzpomeneme na piiklad v kap.2.6.3, kdy se pocitala Fourierova transformace
Heavisidovy funkce a vysledek byl X(p) = 1/jo. Uréité 1ze ve vyslednych obrazovych funk-

cich obou ptikladi nalézt analogie. 00O

Jak vyplyva z prave feSeného prikladu, 1ze jednostrannou Laplacovu transformaci vnimat
jako dvoustrannou transformaci funkce vynasobené jednotkovou skokovou funkei.

Priklad:
Urcete Laplacovu transformaci jednotkového impulzu x(t) = d(t).
Reseni:
S vyuzitim vztahu (2.18) je

X(p) = TS(t) e Pdt = e‘pOTS(t)dt =1.

N
Priklad:
Uréete jednostrannou Laplacovu transformaci funkce x(t) = ™.
Reseni:
S vyuzitim vztahu (2.18) je
X(p) = Ie""“ e Pdt = I e Pt = b [e_(p”)t]: L .
0 0 pta pta
Miizeme tedy psat, Ze jednostranna Laplacova transformace funkce e™ je ﬁ{e_at }= .
p+a

Tento laplacovsky par si dobfe zapamatujme, v praktickych aplikacich je dost uzite¢ny.

uod
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Priklad:
Uréete jednostrannou Laplacovu transformaci funkce x(t) = te™'.

ReSeni:
Integraci per partes dostadvame

u=t=u'=t o

. < 1 1
X(p) = teiateiptdt =y — a—(atp)t - _ 1 —(a+p)t| = — Iitei(pﬂl)t:l;C +— ef(era)tdt =
.('; \'% (S =V —p Ta € p+a p+a _([
— 1 Te—(p+a)tdt - _ 1 [e—(p+a)t ]OO — 1
p+ay (p+a)’ " (p+a)’

EEN

Tabulka 4.1 Slovnik nékterych uzitecnych laplacovskych parii uréenych pomoci jednostranné Lapla-
covy transformace

x(t) X(p) oblast konvergence
d(t) 1 Vp
1
o(t) 5 Re(p) >0
1
t p_2 Re(p)>0
« k!
t K+l Re(p) >0
p
e™ 1 Re(p) > -Re(a)
p+a P
1
-at
te (pra)’ Re(p) > -Re(a)
p
cos(eot) Y Re(p) >0
0
. ®,
Sln((Dot) pz P Re(p) >0
0
t p+a
e -cos(eot) (pra) +ol Re(p) > -Re(a)
0
@,

esin(mot) Re(p) > -Re(a)

(p+a)’ +w;

Dulezité vlastnosti Laplacovy transformace

Podobné jako u Fourierovy transformace nyni uved'me nekteré potiebné vlastnosti Lapla-
covy transformace.

* linearita — princip superpozice . .
Necht’ X;(p) je laplacovskym obrazem funkce x;(t), tj. Xi(p) = L{x(t)} a také Xy(p) =
L{x,(t)}. Necht’ dale jsou a a B konstanty. Pak
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o, (0 +Bx,(0) = [(@x,(0)+ Bxs (0)e™dt = [(@x, (0™ +Bx,(0)-c ™)t =

= Taxl(t)'eptdt-i- Tﬁxz(t)'emdt _ QTX1(t)'eptdt+BTX2(t)-eptdt _ (4.22)

= oX, (p) +BX, (p) = aL{x, (D} +BL{x, (1)}

Je-li R; oblast konvergence Laplacovy transformace funkce x,(t) a R, pro ptipad funkce
x,(t), pak pro vyslednou oblast konvergence R linearni kombinace obou funkci plati
R" >R Ry (4.23)

Totéz samoziejmé plati i pro jednostrannou Laplacovu transformaci.
® inverze Casové osy

x(-t) ~ X(-p); (4.24)

e zména Casového mévitka
x(at) ~ i.X(E); (4.25)

ol \a
e posun v casové oblasti

x(t—1)~e™ - X(p); (4.26)

e posun v obrazové oblasti
X(p—p,)~e™'x(1); (4.27)

e derivace v ¢asové oblasti
Pro jednostrannou Laplacovu transformaci derivace funkce x(t) je pomoci integrace per

partes

dX(t) i dX(t) —pt _ -pt T —pt
L{ h }: ! e dt =[x (t). ]:+p_([ x(t)-edt . (4.28)

Prvni ¢len na pravé strané vyrazu je po dosazeni mezi roven —x(0) a druhy ¢len p-X(p).
Z toho plyne, ze pro prvni derivaci funkce x(t) je Laplactiv obraz roven

L{d"“)}:p.x@_xm) (4.29)
dt
a za predpokladu nulové poc¢ate¢ni podminky
LK (O} =p-X(p). (4.30)
Pro n-tou derivaci je podobné
L{—d d’;ft)} =p"-X(p)-p"'X(0) ~p"X(0)-...-x"(0), (4:31)
resp. op€t za nulovych pocatecnich podminek je
L{%} =p"-X(p); (4.32)

e integrace v casové oblasti

jx(r)dr ~ lX(p); (4.33)
p

0
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o konvoluce v ¢asové oblasti
x1(t) * xa(t) ~ Xi(p) Xa(p)- (4.34)

4.3.4 Operatorova prenosova funkce

V kap.4.3.2 jsme dospéli k zadvéru, ze je mozné popsat dynamické vlastnosti systému, line-
arniho i nelinedrniho, pomoci diferencidlni rovnice n-tého fadu vyjadiujici vztah mezi vstupni
a vystupni veli¢inou soustavy. Diferencialni rovnice popisujici linearni soustavu v obecném
tvaru uvadi vztah (4.8) a je

YO +b,y () +b, Ly P (1) +..+ by'(t) + byy(t) =
=a_x™()+a, x" () +a, ,x" V(1) +...+a,x'(t)+a,x(t),

kde a; a b; jsou bud’ konstanty, nebo maximaln¢ funkce ¢asu. Tuto rovnici se nyni pokusme
prevést do Laplacovy obrazové oblasti. V linearnim ptipad¢ a za pitedpokladu nulovych poca-
tec¢nich podminek mizeme s vyuzitim (4.31) diferencidlni rovnici piepsat do obrazového tva-
ru

P"Y(p) + buip™ Y(p) + ... +bipY(p) + boY(p) = (4.35)
= aup"X(p) + am-1p™ X(p) +... + a0X(p).*

Laplacovou transformaci jsme tedy diferencialni rovnici pfevedli na polynomidlni algebraic-

kou rovnici, coz je soucasné prvnim krokem feSeni diferencialnich rovnic pomoci Laplacovy

transformace. Algebraickou rovnici vyfeSime a ziskané feSeni formalné zpétnou Laplacovou

transformaci prevedeme zpét do origindlni domény. My ale nadale sledujme naSe specifické

z4jmy. Vytkneme-li na pfislusnych stranach rovnice obrazové funkce Y(p) a X(p), dostaneme

(p™+ batp™ '+ ...+ bip +bo)-Y(p) = (amp™ + am1p™" +... + a0)-X(p) (4.36)

a pod&lime-1i obé strany vyrazem (p"™+ by.ip™'+ ... + bip + by)-X(p), mame kone¢né

H(p) _ Y(p) _ (ampm + am—lpmh1 +"'+ alp + aO)
X(p) (p" + bn-]pn_l +...+bp+b,)

(4.37)

kde funkci H(p) nazyvame obrazovou pienosovou funkci soustavy, ktera je rovna poméru obrazil
vystupni a vstupni veli¢iny (za pfedpokladu nulovych pocate¢nich podminek).

Priklad:
Urcete obrazovou prenosovou funkci zapojeni podle obr.4.3.
Reseni:
Diferencialni rovnici, ktera popisuje vlastnosti uvedeného nahradniho elektrického modelu,
jsem vypocitali v kap.4.3.2 a podle vztahu (4.7) je
1 1

uZ(t>+%u;(t>+L—Cuz<t>=Eul(t).

Pokud maji funkce u;(t) a ux(t) Laplacovy obrazy U(p) a Ua(p), pak za ptedpokladu nulo-
vych pocatecnich podminek mizeme psat
1

R 1
U,(p)+—pU,(p)+—U,(p)=—U
p U, (p) [P 2(P) I 2(p) C 1(p)

* Protoze uz dobie vime o komplexnim charakteru obrazovych funkci, nebudeme kviili pohodli uz déle (aZ na
ojedin¢lé vyjimky) jejich komplexnost teckou nad oznaCenim funkce zdlraznovat.
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a tedy obrazova pienosova funkce daného obvodu je

1
H(p) = L2 _ c _ 1 |
U 2 RO, T LCp*+RCp+] 000
L' LC

Nyni zkusme urcit obrazovou pienosovou funkei nelinearni varianty obvodu s diferencialni
rovnici, kterd podle je (4.15)
R U 1 1
uj +(—+ =) + u, = u,
u, 2klLu, 2klLu,

nebo obecnéji ma tvar podle (4.16)
uj +b,(u,)u) +by(u,)u, =a,(u,)u,,

Protoze jednotlivé Cleny uvedené diferencidlni rovnice jsou dany souciny funkce a deriva-
ce urité proménné, lze jeji Laplacovu transformaci pocitat (pokud viibec) pouze pro dany
konkrétni pfipad a nelze obecné stanovit tvar operatorové funkce nelinearniho systému.

4.3.5 RozloZeni nulovych bodi a poli operatorové prenosové funkce

Pokud jsme obrazovou ptfenosovou funkei soustavy definovali podle vztahu (4.37) pomoci
racionalni lomené funkce proménné p jako

_ Y(p) _ (ampm +am—lpm_1 +..+apta;)
X(p) (" +bn—lpn_l +...+bp+b)

H(p)

muzeme ji vyjadiit i pomoci lomené funkce soucinu kofenovych Cinitela

a,(P-z)p-2,)--(p-2,)
H(p) =— , )
(®) (P-p)@-py)--(P-P,) (4.38)

kde a,, je redlnd konstanta, Casto oznaCovana jako koeficient zesileni systému. Parametry p;,

P2, ..., Pn jsou koteny tzv. charakteristické rovnice, kterou vytvoiime poloZenim polynomu
ve jmenovateli operatorové pienosové funkce rovno nule
p"+b_p"' +...+bp+b, =0. (4.39)

Tyto konstanty nazyvame pdly pienosové funkce. Jsou to hodnoty proménné p, pro néZ ope-
ratorova prenosova funkce nabyva limitn¢ nekone¢né hodnoty. Naopak parametry z;, 7o, ...,
Zm jsou kofeny rovnice vzniklé poloZzenim polynomu v Citateli operatorové pienosové funkce
rovno nule, tj.

m am— m- a a
prH—mp™ 4. —pt - =0. (4.40)

m m m

Nazyvame je nulové body operatorové pienosové funkce. Logicky jsou to hodnoty proménné
p, pro néz operatorova prenosova funkce nabyva nulové hodnoty. Pokud jsou parametry ope-
ratorové prenosové funkce a;, b; realné, pak jak pdly, tak nulové body mohou byt redlné i
komplexni. Jsou-li komplexni, jsou po dvojicich komplexné sdruzené.

Piiklad:
Urcete nulové body a poly operatorové pienosové funkce
3p+9
H(p) = 3p—
p —2p—4
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Reseni:
Operatorovou pienosovou funkci mizeme piepsat do tvaru
H(p) = 33p+9 _3 p2+3 _3 p+3. _
p'=2p-4 (p-2(p +2p+2) (P-D+I+)HPE+1-))

Z toho plyne, ze pienosova funkce ma jeden nulovy bod z; = -3, zesileni soustavy jea; =3 a
jeden realny pol p; =2 a dva komplexné sdruzené p,3 =—1 £ j.

Co nam tyto hodnoty dale fikaji o vlastnostech danou ptfenosovou funkci definované sou-
stavy, si uvedeme pozdéji. 00O

4.3.6 Frekven¢ni prenosova funkce a frekvencni charakteristiky

Jak jsme jiz dfive uvedli, Laplacova proménna ma obecné komplexni charakter a mizeme
ji také psat ve tvaru p =c +jo, kde o je koeficient tlumeni a ® = 2xnf je kruhova (Ghlova)
frekvence harmonického signalu. Predpokladejme nyni, Ze koeficient tlumeni ¢ = 0. Pak po
dosazeni za p v operatorové prenosové funkci dostdvame

(o) = 92 _ 1o arg(Fi(jo). (441)
X(jw)

Tuto funkci nazyvame frekvenéni pitenosovou funkci linedrniho systému. Protoze opét
jde o zpisob vnéjSiho popisu vlastnosti linearni soustavy, vyjadiuje vztah mezi vstupni a vy-
stupni funkci soustavy, resp. mezi harmonickymi slozkami, ze kterych se obé funkce skladaji.
Modul frekvencni ptenosové funkce ik, jaky je vztah mezi amplitudami harmonickych slo-
operatorova zek dané frekvence, ze kterych jsou vstupni

pienosova H(jo) 1 vystupni funkce slozeny, argument frek-

funkce vencni prenosové funkce definuje, jaky je

tazovy (resp. €asovy) posun mezi harmo-
nickymi slozkami vstupu a vystupu.

Z frekvencni pfenosové funkce odvozu-
jeme frekvencni charakteristiky systému.
Frekvencni charakteristika je piedev§im
grafické vyjadieni frekvencni pienosové
funkce systému — je to geometrické misto
koncovych bodl vektorii pfenosu pro frek-
vence v intervalu 0 < @ < oo.

Frekvenéni charakteristiky vyjadifujeme
1 zpravidla dvéma zplisoby:

Tp a) frekvencni charakteristika v komplexni
roving;
b) modulova a fazova charakteristika.

ad a)
o=1T V tomto piipadé¢ kreslime frekvencni
\
\
\
\
\
\

Im 05 1
o=0]JRe

Tp+1
05— — ™

Im Re

R charakteristiku v komplexni roving¢, do kte-

ré vyndSime hodnoty frekvencniho pfenosu
pro thlovou frekvenci jako parametr; frek-
o vencni vlastnosti systému vyjadiuje kiivka
4) @0 r . W . oy v .
0 0.5 1 Re v komplexni roving, jejimz parametrem je
kruhové frekvence ® (obr.4.5 pravy slou-
Obr.4.5 Priklady frekvencnich charakteristik pec).

v komplexni rovinée pro vybrané typy jednoduchych
operatorovych prenosovych funkci.

Tp+1
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Obr.4.6 Modulova a fazova frekvencni charakteristika (s pouzitim logaritmického méritka) systéemi

s operatorovou prenosovou funkci —a) H(p) = 1/(p+1); b) H(p) = p/(p+1), tj. charakteristiky pro
systemy s prenosovymi funkcemi podle obr.4.5 s T = 1.

ad b)
Frekvencni vlastnosti systému urcuji dvé funkce - zavislost modulu frekvenc¢niho pfenosu
na frekvenci a zavislost faze frekvenéniho pfenosu na frekvenci (obr.4.6).

Hin(w) = [H(®)] a He(w)=arg[H(w)] (4.42)

Velice praktickym néstrojem, jak ziskat orientacni pfedstavu o tvaru modulové a frekvenc-
ni charakteristiky linearni soustavy jsou tzv. Bodeho charakteristiky®, které vyuzivaji
k zobrazeni frekvencnich ptenosovych vlastnosti soustavy logaritmického vyjadieni modulu
frekvencni charakteristiky ve tvaru

|H(®)|4¢s = 20log;o|H(w)|. (4.43)

Decibely, v nichz je pritbéh modulové frekvencni charakteristiky vyjadien, jsou bezroz-
mérnou jednotkou vychézejici z poméru dvou veli¢in. V tomto ptipade je vztazna referencni
hodnota rovna jedné. Logaritmicka zéavislost je pouzita ze dvou diivodu. Jednak ji lze vyuzit
pro pievod soucinu dvou veli¢in na souctové vyjadieni (tuto skute¢nost ocenime, pokud si
polynom v Citateli a jmenovateli pienosové funkce rozepiSeme na souciny kofenovych Cinite-
1), jednak umoziuje 1épe postihnout vysokou dynamiku hodnot modulu frekvenéni pienoso-
vé funkce. Multiplikativni konstanta, ve vztahu (4.43) je to 20, udava miru dynamiky. Hodno-
ta modulové Bodeho charakteristiky rovna 20 dB znamend, ze hodnota logaritmu modulu je
rovna jedné, tj. [H(®)| = 10, tedy 10krat vétSi neZ referencni jednotkovy prenos, ktery zname-
n4, ze se amplituda vstupni harmonické funkce priichodem danym lineadrnim systémem neme¢-
ni. Frekvenc¢ni osy jak modulové, tak fazové charakteristiky jsou rovnéz v dekadickém loga-
ritmickém vyjadieni, tj. logjom.

Konstrukce Bodeho linearniho odhadu pribéhu frekvencnich charakteristik vychazi
z vyjadreni frekven¢éni pfenosové funkce pomoci normovanych kotenovych €initell s jednot-
kovym absolutnim ¢lenem, tj. ve tvaru

* Hendrik Wade Bode (* 1905, Madison ,WI, USA, +1982, Cambridge, MA, USA) byl americky inzenyr, vé-
dec a vynalezce nizozemského ptivodu, zabyvajici se zejména problematikou teorie fizeni a telekomunikace. V
obou oblastech vyznamné pfispél k rozvoji jak obsahu, tak pouzivané metodologie.
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ﬁ[ .mJ
H(w) = a -1 - Z;

m TN (4.44)
il -Pi
V logaritmickém vyjadieni pak mizeme pro modulovou charakteristiku psat
H (o) =20 10g10|H(03)| =
m 4.45
=20log,,a,, +22010g10(1+J—D 22010g10(1+j£D (4.43)
il -Pi

a pro fazovou charakteristiku
¢y (0) = arg(H(w)) =

o d 4.46
:Zarg(1+jiJ—Zarg(l+jiJ. (4.46)
i=1 -Z i=1 -p

i i

Pro kazdy z kotenovych ¢initelii odhadujeme tvar segmentu frekvenéni charakteristiky pro
e velice nizké frekvence, teoreticky pro ® — 0;
e velice vysoké frekvence, tj. teoreticky pro @ — oo;
e a v okoli tzv. mezni, ¢i zlomové frekvence.
Postup odhadu tvaru Bodeho frekven¢nich charakteristik si ukazme na nékolika konkrét-
nich piipadech.

Piiklad:
Nakreslete Bodeho charakteristiky systému s frekvencni pfenosovou funkei
jo
H(w)=1+=—
(@) =1+
ReSeni:

Nejdfive uvazme piipad velmi nizkych frekvenci, tj. /20 « 1, resp. kdyZ o « 20 [rad/s].
Tehdy

| H(®) |45 = 20log,,

)
l+]2—0‘ —> 2010g10|1| — 0.

Pro druhy mezni pfipad potifebujeme, aby /20 » 1, resp. aby @ » 20 [rad/s]. V tom piipadé

ol
20/

Graf této funkce je, za predpokladu logaritmického méfitka frekvencni osy, pfimka, ktera
protina frekvencni osu, kdyz o = 20 [rad/s] (tehdy je [H(w)|qs = 20logo|1| = 0) a jejiZ sklon je
20 dB/dekéadu (tj. na desetindsobné zvyseni frekvence)*®. Kombinaci prab&héi modulové cha-
rakteristiky dostavame

. .M
Je| H(®) |45 = 20log,, % — 20log,,

0, pro0 < w < 20;
| H(®) |45 = 20log,,

2, prom=20.
20

* Narast modulu pienosu o 20 dB pii zvyieni frekvence na desetinasobek plyne jednoduse ze vztahu
20logiy10m =20 log;y10 + 20log;o® = 20 + 20log; (.
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Skutecny pribeh modulové frekvencni charakteristiky i jeji Bodeho odhad je na obr.4.7a.
Nejveétsi odchylka skutecného pribéhu od Bodeho odhadu je pii @ =20 [rad/s] a je rovna
3 dB.

Pro fazovou charakteristiku je obecné

Py (0) = arg(H(m)) = MCtg(Mj

Re[H(w)]

a v konkrétnim piipadé

oy () = arctg(%}.

[H(e)| €0
[dB] .1y fors .
4 oo Asymptotické chovani je dano vzta-
20 |1 hy
0 [0) (0))| = lim arctg 210
10° H o—0 ©—0 20
@(e) 100 a
[deg] b)
i (c))| = lim arctg] - | =T
0 oo Py o0 gl g 0] 2
AT i Skute¢ny priubéh fazové charak-
e 10! 107 0 [radfs] teristiky a jeji po Castech linedrni

odhad s body zlomu pro frekvence
Obr.4.7 Frekvencni charakteristiky podle zadani prikladu — @ =20 + dekada [rad/s] je na obr.
a) modulovd; b) fazova (skutecny priibéh je zobrazen hlad- 4 71, 000
kou tenkou c¢arou, Bodeho odhad silnou lomenou carou)

Priklad:
Nakreslete Bodeho charakteristiky systému s frekvencni pfenosovou funkei

H(oa)=510+,Jm.
2+ jo

ReSeni:
Nejdiive pfepiSme zadanou frekvencni prenosovou funkci do pfijemnéjsiho tvaru s normo-
vanymi kofenovymi Ciniteli

1+
H(w) =523 _p5_ 710
2+ jo 14 j9
2
a z toho pro vypocet modulu do tvaru logaritmického
H()|, = 20log, |23+ 20log, 1+j% —20log,,[1 + Jg‘ _

Prvni ¢len na pravé strané€ vyrazu je jen a jen konstanta (piiblizn€ rovna 28 dB), druhy ¢len
je reprezentovan lomenou piimkou o konstantni nulové hodnoté¢ do mezni frekvence 10
[rad/s], poté rostouci se smérnici 20 dB/dek. Posledni ¢len reprezentuje opét lomenou pfimku
s mezni frekvenci 2 [rad/s], pro nizsi frekvence s nulovou konstantni hodnotou, nad touto
frekvenci klasejici opét se smérnici 20 dB/dek. Vysledny Bodeho odhad modulové frekvencni
charakteristiky je dan souctem vSech tii dil¢ich po ¢astech linearnich prabehti (obr.4.8a).

Po castech linearni skladba odhadu fazové charakteristiky zadaného systému je ziejma
z obr.4.8b. Prvni konstantni ¢len ma fazovou charakteristiku nulovou, fazova charakteristika
druhého Clenu @(®) = arctg(w/10) je nahrazena po ¢astech lomenou pifimkou s body zlomu
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pro o =1 a ® =100 [rad/s] a ko-
necn¢ fazova charakteristika treti-
ho clenu ¢(w)=arctg(w/2) po
¢astech lomenou piimkou s body
zlomu pro ©=02 a ®=20
[rad/s]. aono

[H{e)] 40
[dB]

4.3.7 Casové charakteristiky

o(w) 80

[deg] b) Impulzni charakteristika

60 f----- E
Obrazovd ptenosova funkce

syst¢tmu H(p) je podle vztahu
(4.37) definovana za piedpokladu
nulovych pocatecnich podminek
: : P : jako pomér obrazii vystupniho a
20t : vstupniho signalu

TR 0 =35

sl b i IR Z toho plyne, Ze obraz vystup-
10" 10 0 @[radfs] 10° niho signalu mizeme spocitat,
Obr.4.8 Skladba frekvencnich charakteristik podle zadani zname-li - pfenosovou  funkei a

prikladu — a) modulova; b) fazova obraz vstupniho signalu, jako je-
jich soudin, tj.

Y(p) = H(p)-X(p) - (4.47)

Dale, v kap.2.4.2 jsme zavedli pojem konvoluce, ktery vyjadfoval vztah mezi dvéma funk-
cemi (signaly) téhoz argumentu. Podle vztahu (2.44) plati pro funkce x;(t) a x»(t), ze

40 e

20 p-oeeee

0

o0 o0

X, () *x,(t) = J-xl(r).xz(t —1)dt = le(t —1).X,(1)dr,

—00 —00

piicemz bylo dale uvedeno, ze v Laplacové 1 Fourierové doméné plati (vztah (2.31))

L{x1(1) * x2(1) = Xi1(p)-Xa(p),
resp.

F(x1(t) * x2(1)) = Xi(0)-X2(w).

Tedy, Laplactiv, resp. Fourieriv obraz konvoluce je roven sou¢inu obrazi obou funkei, které
do konvoluce vstupuji.

Jestlize vztah (4.47) tikd, Ze obraz Y(p) vystupniho signalu y(t) systému je dan soucinem
pfenosové funkce systému s obrazem vstupniho signalu, pak musi platit, Ze Casovy prib&h
vystupniho signalu miizeme urcit pomoci konvoluce vstupniho signalu s n¢jakou Casovou
funkei, kterd by dokdzala charakterizovat vlastnosti systému. Otdzkou je, jaka je to Casova
funkce?

Ptedpokladejme, Ze obrazem vstupniho signalu je X(p) = 1. V tom ptipad¢ je

Y(p) = H(p)-X(p) = H(p).1 = H(p). (4.48)

Z toho vyplyva, ze se prenosova funkce rovna obrazu vystupniho signalu systému vybuzené-
ho funkci s jednotkovym Laplacovym obrazem (pfipadné ekvivalentné Fourierovym obra-
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zem). Takovou funkci je jednotkovy Diraciv impulz. Tedy obrazova pienosova funkce spoji-
tého systému je rovna Laplacové transformaci odezvy h(t) systému na jednotkovy impulz,

H(p) = £(h(v)), (4.49)
pripadné naopak

h(t) = y(t) = £ (H(p)). (4.50)

Systém tedy mizeme charakterizovat odezvou h(t) na jednotkovy impulz, kterd je urcena
zpétnou Laplacovou transformaci obrazové prenosové funkce (zpétnou Fourierovou transfor-
maci frekvencni pfenosové funkce). Protoze tato odezva charakterizuje vlastnosti systému,
nazyvame ji impulzni charakteristikou systému. Na rozdil ode vSech dosud uvedenych zpt-
sobil popisu linearniho systému mé impulzni charakteristika vlastnosti casové funkce.

Z uvedeného také vyplyva, ze odezvu systému na buzeni libovolnym vstupnim signalem
muzeme pocitat jako konvoluci ¢asového pribéhu vstupniho signalu s impulzni charakteristi-
kou systému. Je proto

y(t) =h(t) *x(t) = jh(r).x(t —-1)dt = jh(t —-1).x(1)dr. (4.51)

Jednotkovy impulz mé nekonecné Siroké konstantni spektrum (to jsme si ukdazali
v kap.2.6.3), tedy privedeni tohoto signalu na vstup systému se rovna piivedeni Uplné smési
harmonickych signalti o frekvencich od 0 do « Hz se stejnymi amplitudami. Takovy signal
ovSem neni zadny redlny systém schopen pievést bez deformace. Impulzni charakteristiku
tedy vnimame jako systémem zdeformovany Diraciiv impulz a podle pribéhu ¢i vlastnosti
takto zdeformovaného signalu miiZzeme usuzovat na vlastnosti systému.

Piechodova charakteristika

Podobné jak je impulzni charakteristika odezvou systému na jednotkovy impulz, je mozné
popsat vlastnosti i pomoci odezvy na
druhy zékladni jednorazovy signal, tj.
na jednotkovy skok. Tuto odezvu
nazyvame piechodovou charakteris-
tikou systému a oznacCujeme ji h(t).
ProtoZze Laplacovym obrazem jed-
notkového skoku je £(o(t)) = 1/p, je

4 H(p) obrazova
gt)=r' [—j (4.52) pfenosova
P funkce H(p)

diferencialni
rovnice

impulzni
charakteristika
h(t)

4.3.8 Vzijemné vztahy mezi
riznymi formami vnéjsSiho popisu
linearniho systému

frekvencéni
prenosova
Na obr.4.9 je zobrazeno vsech funkce H(w)
sedm dfive uvedenych zplisobu vnéj-
Siho popisu linearnich systému. Pou-
zivané vzajemné pievody jsou frekvencni
v obrazku vyznadeny spojnicemi charakteristiky
mezi jednotlivymi zpisoby popisu,
¢im jednodussi a pouzivanéjsi pte-
vod, tim je spojnice mezi popisy sil-  0br.4.9 Vzdjemné prevody riiznych forem vnéjsiho popisu
néji vyznacena. Obecné Ize konstato- linedrnich systémii
vat, 7e vSechny zpiisoby vnéjSiho

prechodova
charakteristika

g()

rozlozZeni
nul a polu
ni, P;
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popisu linedrnich systémi jsou si vzajemné¢ ekvivalentni (kromé rozlozeni nul a polt), je jen
otazka jak potteba, jak praktické a jak obtizné jsou vzajemné prevody.

Mnohé z téchto prevodii jsme uvedli v kapitolach pojednévajicich o jednotlivych formach
popisu. Elementarni a velice Casto pouzivany je pievod mezi diferencialni rovnici a obrazo-
vou pienosovou funkci, vychazejici z Laplacova obrazu derivace. Podobna situace je ptrevo-
dem obrazové pienosové funkce na frekvencni prenosovou funkci a naopak, resp. dale na
frekven¢ni charakteristiky. Obtiznéjsi je ur€eni analytické pfenosové funkce (frekvenéni, ob-
razov¢) z naméfenych hodnot frekvencnich charakteristik, vétSinou se tak déje piibliznou
aproximaci, je-li zaddn pfedpoklddany ¢i zndmy fad systému nebo alespon pozadavek na
piesnost aproximace. Jednoduchy je 1 pfevod mezi Casovymi charakteristikami (impulzni cha-
rakteristika je derivaci pfechodové charakteristiky) a pfevod mezi casovymi charakteristikami
a prenosovymi funkcemi. Vztahy mezi frekvencni a Casovou oblasti jiz tak jednoduché
nejsou.

4.4 Vnitini (stavovy) popis

Pojd’'me se vratit ke stale opakované pou-
zivanému pasivnimu linearnimu elektrické-

mu modelu cévniho segmentu, jak je znovu I ~ R L p 2
ukazan na obr.4.10. o— Y Y Y o o
Nyni pouzijme veli€iny, které popisuji in- T u Icg
tegracni (akumulacni) charakter obou prvki, U, R L uci — U,
tj. napcti na kapacité uc(t) a proud induke- o C o
nosti i(t), k popisu d&ji uvniti obvodu (sta-
vového pOPIS“)~ . . ) Obr.4.10 Nahradni linearni elektricke schema
Z definice napéti na kondenzatoru je
1. 1.
u'o=—1.=—1. 4.53
C C C C ( )
Az rovnice
Ri+Li'+u. =u, (4.54)
dostavame po normalizaci a separaci derivace proudu
) 1 R .
I'=——u,——1+u,. 4.55
[uc -t (4.55)

Vytvotime-li vektor veli¢in s = (uc, i)' a jejich derivaci s” = (uc’, i)', pak miZzeme zapsat obé
vyse uvedené rovnice v maticové tvaru

{“; } ) {— 10/ L —IISLHUS} " m{“l ) (4.56)

Vektor s = (uc, )" je stavovy vektor systému.
Obecné l1ze vyse uvedenou rovnici zapsat jako soustavu n diferencialnich rovnic 1. fadu (n
je pocet stavovych akumula¢nich proménnych, n je i fad systému) jako
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Sy a;; 4y, A || Sy b, by, b, || X
1
Sy | (321 Ap Ay || S2 + b, by b, || X2
: : : : Sl (4.57)
1
Sn anl an2 ann Sn bnl bn2 bnm Xm
s'= A.s + Bx

kde s = (s1, S, ..., Sn)' je stavovy vektor (vektor stavovych veli¢in), matice A(n,n) je matice
dynamiky systému (matice vnitinich vazeb, matice zpétnych vazeb, matice systému) a matice
B(n,m) je matice vstupnich vazeb systému (vstupni matice). Tento zapis definuje tzv. prvni
stavovou rovnici systému. Druhd stavova rovnice definuje vztah mezi vystupnimi veli¢inami
systému a jeho stavovymi a vstupnimi veli¢inami. Tedy

Yi Cii €2 0 C || Sy d, d, - dy,||x
Yo | _[Ca Caa 0 Cng . Ss + dy; dy o dy, || X,
: o, : : ’ (4.58)
Y, C, C, - C.lls, d, d, - d,||x,
y=Cs+Dx
kde y = (y1, y2, ..., yr je vektor vystupnich veli€in, matice C(r,n) je matice vazeb stavu syste-

mu na vystup (vystupni matice systému) a matice D(r,m) je matice piimych vstupné-
vystupnich vazeb.

Protoze v uvodnim ptikladu je vystupni napéti u, definovano pomoci stavovych a vstup-
nich veli¢in jednoduchym vztahem

u = Uuc, (459)

ma druhd (vystupni) stavova rovnice zadaného elektrického obvodu tvar
u
o1 o)+ ol (4.60)

Nyni opét predpokladejme, ze kapacita C zavisi na napéti na kondenzétoru (obr.4.4), z po-
hledu modelovaného cévniho segmentu, Ze roztaznost cévy zdvisi rozumné na tlaku krve

uvnitt cévy. Pak 1ze znovu podle vztahu (4.10) psat
t

u. -Clu,) = j i(1)dr

a z toho
ug -Clup)+ue-C'tup)-up =i (4.61)

u, = ! , i= ! i,
Cluc)+uc-Clue)  Flue)

(4.62)

coz je prvni napét'ova stavova rovnice uvedené¢ho systému, druhd, tj. proudové stavova rovni-
ce ziistava nezmeénéna, tj. podle (4.55)
. 1 R .
i'=——wu,——i+u,.
L

L

Rovnici dynamiky v maticovém tvaru pak miZeme psat
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uec | | 0 1U/F(ue)| fuc 0
L’}{—I/L —R/L]L}L/L}'[‘lll (4.63)

Vystupni rovnice ziistava taz jako v piivodnim linearnim ptipadu, tj. plati (4.60). Znamena
to, ze pro nelinedrni piipad je alespoil jeden prvek pouzitych matic nekonstantni, nebo jinak,
zavisly na stavovych proménnych.

4.5 Chovani systémi

4.5.1 Zakladni jevy v systémech

Existuji dvé zakladni pfi¢iny dynamiky systémi a riznych forem jeho chovani. Primarni
pti¢inou dynamiky je plisobeni okoli na systém prostiednictvim vstupnich signali, sekundéarni
pricinou jsou vlastnosti systému, reprezentované napt. jeho paméti, kterd zavisi na strukture a
parametrech systému. Chceme-li odhalit vlastnosti systému, je potfeba zvolit zptsob experi-
mentalni analyzy. Dva vySe zminéné faktory ovliviujici chovani systému jsou divodem pro
existenci dvou zdkladnich typl experimentovani’':

e zkoumani vlivu poc¢ate¢niho stavu;
e zkoumani vlivu vstupniho signalu.

Zkoumani vlivu pocdatecniho stavu
V case ty se systém vzdy nachazi vlivem své predchézejici Cinnosti ve stavu, popsaném
obecné vektorem hodnot s(ty) stavovych veliin. Tento stav definuje tzv. fyzikdlni pocdtecni
podminky. Vhodnym uspotfadanim experimentu lze s hodnotami fyzikdlnich pocate¢nich
podminek manipulovat. Poté bez pfivedeni vstupu analyzujeme chovéni systému. Reakci sys-
tému za téchto podminek (reakci na pocatecni stav bez vlivu externiho vstupu) nazyvame pii-
rozenou odezvou systému.
Pfirozena odezva ma tii zakladni typy prubéhu:
casem odezniva (zanika);
ustali se v konecnych mezich (osciluje nebo je konstantni, ale nenulova);
neohraniceneé roste;
nestane se viibec nic.
Zkoumanim pfirozené odezvy lze zjiStovat:
stabilitu (sledovanim konvergence);
e linearitu (sledovanim podobnosti odezev pii riznych pocatecnich podminkéch);
e dynamické vlastnosti systému podle ptfechodu systému do nového stavu - rychlost pie-
chodu, monotonnost ¢i oscilaéni charakter prechodu, kmitocet oscilaci, apod.

Zkoumani vlivu vstupniho signalu
Abychom zjednodusili analyzu chovani systému, je vhodné vyloucit vliv pocatecnich
podminek, systém se musi nachdzet v nulovém pocate¢nim stavu. Odpovéd’ systému na buze-
ni jednoduchym vstupnim buzenim, jehoZ vlastnosti v ¢asové 1 frekvencni doméné jsou zna-
my, nazyvame vrucend (vynucend) odezva. NejCasteji pouzivané budici signaly jsou jednot-
kovy impuls, jednotkovy skok, resp. harmonicky signal.
Na vnucené odezvé zkoumame
e tvar pfechodného dé¢je (chovani systému z pocatecniho do koncového stavu);
e ustaleny stav (stav, kdy zanika pohyb systému).

" Uvedené déleni je v podstaté disledek matematického piistupu a nastrojd, které matematické analyza systémii
pouziva. Kdyby to bylo tfeba ¢i uzitecné, bylo by mozné oba piipady ztotoznit tak, Ze bychom povazovali ode-
zvu na pocatecni podminky za odezvu na vstupni impulsni buzeni na pocatku casové osy.
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Celkova odezva je dana kombinaci pfirozené odezvy a vnucené odezvy. U linearnich sys-
témt je kombinace dana sou¢tem obou odezev.

4.5.2 Stabilita

Zakladni pojmy

V kap.1.3.2 jsme si uvedli obecnou definici stability jako schopnost systému udrzet si pfi
zméné vstupl a stavl svych prvkll nezménénou vnéjsi formu (chovani) i navzdory tfeba i
velice bouilivym procestim probihajicim uvnitf systémi. O néco méné obecné lze stabilitu
definovat jako vlastnost systému, ktera charakterizuje jeho schopnost udrzet si své chovani ¢i
rysy v predepsanych mezich i za ptipadného vnéjsiho rusivého ptisobeni. Navzdory obecnosti
téchto definic, vyplyva z nich, Ze stabilita je vnitini vlastnosti systému. Souvisi ale s vnitinim
stavem systému, ktery ozna¢ujeme jako rovnovazny stav.

Rovnovaha je relativné staly stav systému, vznikly vyrovnanim vlivii na systém piisobi-
cich. Rovnovazné stavy mohou byt stabilni, neutralni (tzv. na mezi stability) nebo nestabilni.
Stabilita obecné¢ zavisi jednak na vlastnostech samotného systému (zejména v piipad¢ linear-
nich systémt), jednak muze zaviset i na charakteru a ptisobeni prostiedi na systém (v piipade
nelinearnich systému). Stabilitu ¢i nestabilitu rovnovazného stavu vySetiime pomoci malého
vychyleni systému z rovnovazného stavu. Pokud se systém vrati do pivodniho stavu, je rov-
novazny stav systému stabilni. Pokud po vychyleni opusti systém piivodni rovnovazny stav, je
rovnovazny stav nestabilni. Konecné, pokud malad porucha vychyli systém z rovnovazného
stavu a systém zistava v tom stavu, do kterého se dostal piisobenim poruchy, hovotime o
mezni stabilité.

Obr.4.11 Riizné situace stabilnich a nestabilnich //ﬁ

systemii, prip. systéemii na mezi stability

Priklady téchto situaci jsou zobrazeny na obr.4.11. V levé poloviné obrazku je koule na
podlozkéch rtizného tvaru. At se koule pootoci jakymkoliv zptisobem, ziistava sama o sobé
v tomtéz stavu. Chovani celého systému ovliviiuje tvar podloZky. Situace a) popisuje chovani
koule uvnitt kulové plochy vétsiho poloméru. At je koule jakkoliv vychylena, vraci se
v tomto piipad¢ zpét do plivodniho rovnovazného stavu, zpravidla tlumenymi kmitavymi po-
hyby - systém v tomto rovnovazném stavu je stabilni. Pfipad b) popisuje chovani koule na
vrcholu konkévni kulové plochy. Pfi vychyleni z rovnovazné pozice tuto polohu opousti a jiz
se do ni nevraci - rovnovazny stav je v tomto piipad¢ nestabilni. Kone¢n€ na rovné podlozce
se koule pisobenim vnéjsi sily pfemisti do nové polohy a v této poloze zlstava - rovnovazny
stav je neutralni, resp. na mezi stability. Kuzely v pravé poloviné obrazku reprezentuji systém,
jehoZz rovnovazné stavy zaviseji na systému samotném, nikoliv na vlastnostech prostfedi, ve
kterém se nachazi. Stoji-li kuzel na své podstave, je ve stabilnim rovnovazném stavu a ani
malé vychyleni kuzelu nezplsobi jeho pfevraceni. Naopak, stoji-li kuzel na svém vrcholu,
nachazi se v nestabilnim rovnovazném stavu, jakékoliv sebemensi vychyleni zptlisobi pievra-
ceni kuzele. Posledni poloha, kdy se kuZel lezi na svém plasti, reprezentuje neutralni rovno-
vahu. KuZel se piisobenim vnéjsi sily pootoci a ziistava v nové poloze.
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Pro urceni stability pouzivame dva zakladni pfistupy, vyplyvajici ze dvou vyse zminénych
systémovych jevil (kap.4.5.1):
e stabilita vii¢i pocatecnimu stavu (dana konvergenci pfirozené odezvy);
e stabilita vynuceného pohybu.

Stabilita vynuceného pohybu

Na stabilitu vynuceného pohybu usuzujeme podle tendence systému reagovat pfimérene na
podnét kone¢né délky a konecné velikosti a podle tendence chovani systému jeho zéniku pod-
nétu.

Systém je stabilni, pokud na kazdy ohrani¢eny vstup x(t) (co do velikosti hodnot) reaguje
rovnéz ohrani¢enym vystupem (stabilita ohraniceny vstup - ohranieny vystup, Bounded Input
- Bounded Output BIBO). Dle této definice lze experimentalné ovéfit pouze nestabilitu -
jakmile je nalezen takovy vstup, pro ktery se systém chova nestabilné, je systém nestabilni.
Pokud na vSechny vyzkousSené ohrani¢ené vstupni signaly reaguje systém stabiln¢, neznamena
to jeste, ze neexistuje zadny vstup, na ktery by reagoval nestabilné.

Nutnou a postacujici podminkou pro BIBO stabilitu je absolutni integrovatelnost jeho im-
pulsni charakteristiky, tj. musi platit (Hurwitzovo™ kritérium ve spojité éasové oblasti)

o0

I|h(t)|dt =V<ow, (4.64)

0

Stabilita vici pocdatecnimu stavu
Asymptoticky stabilni systém je takovy systém, jehoz pfirozena odezva Casem zanika.

Priklad:
Rozhodnéme, zda je stabilni systém popsany operatorovou pienosovou funkei
1
H(p) = ——.
p+3
Reseni:

Ke zjisténi stability pouzijme pravidlo podle vztahu (4.64) a ovéfme jaky ma tvar impulzni
odezva systému. Pfipomenme, Ze pro Laplacliv obraz vystupni veli¢iny Y (p) plati

Y(p) = H(p)-X(p),
kde X(p) je obraz vstupni veli€¢iny. Pro Diracliv impulz je £(5(t)) = 1, tedy pro odezvu na jed-
notkovy Diracliv impulz, tj. pro impulzni charakteristiku, je (podle vztahu (4.50))

h(t) = £ (H(p))-

Abychom ur¢ili pribéh impulzni charakteristiky, staci spocitat zp&tnou Laplacovu trans-
formaci zadané ptenosové funkce.

V tabulce 4.1 miizeme najit, Ze obrazu 1/(p+a) odpovida ¢asova funkce e™. V nasem pii-
padg, kdy a = 3, je impulzni charakteristika zadaného systému h(t) = ¢™'. Tato funkce je mo-
notonné klesajici, pro t = 0 nabyva hodnoty h(0) = 1, pro t — oo konverguje k nule; jeji inte-

gral
K K 1 o 1 1
”6_3‘ dt :Je_S‘dt :——[6_3‘]0 =——[0-1]==<w.
0 0 3 3 3
Podminka (4.64) je splnéna, systém je stabilni. 000

48 Adolf Hurwitz (¥1859, Hildesheim, difve Hannoverské kralovstvi, nyni Némecko, +1919 Ziirich, Svycarsko),
némecky matematik, po kterém jsme zdédili takové pojmy jako jsou Hurwitziiv determinant, matice, polynom,
Hurwitzliv prostor a véty z oboru komplexni analyzy, teorie Cisel a mnoho dalsich. Dusledky jeho teoretické
prace zasadné vyuziva teorie fizeni. Kdo by nechtél zit takovy plodny Zivot.
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Priklad:
Rozhodnéme, zda je stabilni systém popsany operatorovou prenosovou funkci

1
H =
)= -2

ReSeni:
Abychom mohli pouzit vyse zminéného vztahu mezi funkci e™ a jejim Laplacovym obra-
zem, je potieba rozlozit ptenosovou funkci na parcidlni zlomky, coz v tomto piipade je

. 1 1 1
H = =— .
) = 360-2 ™ 50+3)  560-2)

Celkovou impulzni odezvu slozime z ¢asovych funkei, které ziskdme zpétnou Laplacovou
transformaci kazdého z obou dil¢ich zlomkii. Tedy mame

e—3t e2t
+—.
5

Zatimco o prvni funkci mizeme na zéklad¢ piedchoziho piikladu konstatovat, Zze s t — o
konverguje k nule, druha exponenciala e roste s ¢asem nade viechny meze. Systém je proto

h(t) =h, () +h,(t) =

jako celek nestabilni. 00O
Priklad:
Rozhodnéme, zda je stabilni systém popsany operatorovou pienosovou funkei
1
Hp)=——.
(P) p’+2p+2
Reseni:

Zkusme tentokrat pouzit vztah mezi funkcemi ¢™sin(wmot) a we/[(pt+a)*+wy’], také uvedeny
v tabulce 4.1. To znamena, Ze funkci H(p) musime ponékud modifikovat.

1 1 1
H(p) = — =2 = 2
p +2p+2 p +2p+1-1+2 (p+D)°+1

Oba parametry a i o, jsou rovny jedné a impulzni charakteristika je rovna h(t) = e*-sin(t).
Tentokrat impulzni charakteristika neni monotonni, nybrz je urcena tlumenou sinusoidou. Jeji
integral je opét konecny (laskavy ¢tenar si jej urcité dokéze spocitat). Systém je proto rovnéz
stabilni. 00O

Pol ptenosové funkce v prvnim piipadé je roven p; =-3. V druhém piikladu ma pfenosova
funkce poly p1= -3 a p»=2, ve tietim ptikladu jsou poly komplexné sdruzené p;,=-1tj s se
zéapornou realnou slozkou. Pokusme se zvazit, jak bychom mohli této informace pouZzit.

Pol zadané prenosové funkce v prvnim piikladu je dan hodnotou —a, je proto roven p; = -3,
lezi v zaporné poloroviné komplexni roviny p. Pro kladnou hodnotu pélu ptrenosové funkce
(takovou jakou mé druhy pél ve druhém piikladu), tj. pro zdpornou hodnotu parametru a je
naopak funkce ™ rostouci nade viechny meze a integral jeji absolutni hodnoty je nekoneény.
Ve ttetim ptikladu je redlna ¢ast komplexnich polt opét zaporna a systém je zase stabilni.

Vsechny tyto situace jsou ilustraci dal§iho pravidla pro posouzeni stability spojitého line-
arniho systému, které tikd, ze nutnou a postacujici podminkou asymptotické stability linedr-
niho spojitého systému je, aby mély vSechny jeho poly zaporné redlné sloZky. Pokud ma byt
jeden pdl kladnou redlnou slozku, je soustava nestabilni. LeZi-li jednoduchy nebo komplexné
sdruzené poly na imaginarni ose roviny p, je systém tzv. na mezi stability.
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Zobecnénad stabilita dle Ljapunova49

V piikladu v kap. 4.3.2 jsme si ukazali, ze vlastnosti a chovani nelinearniho systému neza-
visi jen na parametrech samotného systému, ale soucasné i na vlastnostech a charakteru vstu-
pu. Proto v pfipad¢ nelinedrnich systému nelze vystacit se zjednoduSenym pfistupem ke stabi-
lit¢ tak, jak jsme ho pouzili pro systémy linearni. Pojem stability je proto tfeba zobecnit.

Necht je systém popsan stavovou diferencidlni rovnici x'(t) = f(x(t)), kde f je obecné neli-
nearni funkce. Jeji feSeni pro pocatecni podminku x;(0) oznacime x;(t) a pro malo odliSnou
pocatecni podminku x,(0) = x;(0) + A je X»(t). Pro stabilitu je podstatné jaky je rozdil obou
feSeni, jestli se pocateéni podminky lisi jen malo.

Abychom formalizovali pozadavek na rozdil obou feSeni, 1ze formulovat pozadavek na
stabilitu systému tak, aby ke kazdému pocatecnimu stavu z o okoli ustalené¢ho stavu existova-
lo € okoli tohoto bodu, ze kterého se stav systému v celém prabéhu feseni nevzdali.

Tedy pozadavek ustaleni stavu systému na ptivodni hodnoté je zaménén za pozadavek ma-
lych pohybii kolem rovnovazného stavu.

4.5.3 Kauzalita

V kap.2.4.2 o konvoluci spojitych funkci jsme zminili pojem kauzality, pficemz jsme od-
kazali na podstatu tohoto pojmu do oblasti systému. Protoze uz vime, jak uZitecné je pouziti
konvoluéniho integralu v systémové teorii, pokusme se nyni tento pojem stru¢né pripomenout
a soucasné¢ objasnéme vliv kauzality systému na meze konvolu¢niho integralu.

Uvedli jsme, ze kauzalni systém je takovy, ktery reaguje na vstupni udalost az ve chvili,
kdy se tato udalost objevi na vstupu systému. Proto 1 pro impulzni charakteristiku kauzalniho
linearniho, ¢asov¢ invariantniho systému je

h(t) = 0 pro t< 0. (4.65)

Pokud uplatnime tuto kauzalni podminku na vypocet vystupu linedrniho systému pomoci
konvoluéniho integralu, je

y(t) = Th(r)x(t —1)dt. (4.66)

Alternativné, vzhledem ke komutativni vlastnosti konvoluce, plati i
t

y(®) = [x(Dh(t - 7)dr. (4.67)

Tento vztah ukazuje, Ze pro vypocet vystupni veli¢iny y(t) se uplatni pouze ty hodnoty
vstupni veli¢iny x(t), pro které t <t.
Na zdklad€ podminky kauzality je vstupni funkce kauzalni, pokud je

x(t)=0prot<0, (4.68)
resp. antikauzalni, kdyz
x(t)=0prot>0. (4.69)

Pak ze vztahti (4.65), (4.66) a (4.67) plyne, Ze je-li vstupni funkce x(t) kauzalni, pak vystupni
funkci kauzalniho spojitého linedrniho a ¢asové invariantniho systému pocitdme pomoci vzta-
hu
t t
y(t) = j h(t)x(t—1)dt = j x(Dh(t—1)dt. (4.70)
0

0

¥ Alexandr Michajlovié Ljapunov (*1857, Jaroslavl, Rusko, +1918 vlastni rukou bezprostiedné po smrti své
zeny, Odésa, Rusko nebo Ukrajina?, tézko fict kam v roce 1918 Odésa patiila), rusky matematik, statistik a fy-
zik; nejdulezitéjsi prinos z oblasti diferencidlnich rovnic a dynamickych systémtl, zejména jejich stability. Doka-
zal dokazat centralni limitni vétu za podstatné obecnéjsich podminek nez jeho predchidci.
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5 Matematicky popis systému pracujicich v diskrétnim c¢ase

5.1 Opét par myslenek na ivod, aneb co bychom chtéli v paté kapitole

V ptedchozi ¢tvrté kapitole jsme se zabyvali zpisobem popisu predev§im linedrnich sys-
tému pracujicich ve spojitém cCase. Tato pata kapitola navaze na vSechno to, co jsme minulé
kapitole zvladli a bude modifikuje znamé skutecnosti pro podminky linearnich ¢asové invari-
antnich systému pracujicich v diskrétnim Case, resp. zkracené linearnich diskrétnich systémti.
Probereme rtzné zpiisoby popisu jejich vlastnosti, zminime jejich vzajemné souvislosti. Po-
kusime se upozornit na odliSnosti oproti systémim spojitym. A snad se podafi i vysvétlit,
k ¢emu se takové védomosti mohou pouZzit.

V kapitole o spojitych systémech jsme k objasnéni novych pojmii a skutecnosti pouzivali
nahradniho elektrického modelu cévniho segmentu, tedy néceho skutecného, konkrétniho.
Diskrétni systémy ale pracuji s Casovymi fadami (nebo chceme-li s diskrétnimi signdly), tj.
s posloupnostmi ¢isel, které ¢asto vznikaji vzorkovanim ptvodnich spojitych veli¢in, méné
Casto vznikaji pfimo z podstaty analyzovaného procesu’’. ProtozZe se jedné o posloupnost ¢i-
sel, je Casova fada, se kterou diskrétni systémy pracuji, pfimo matematickym (abstraktnim)
popisem (modelem) realného analyzovaného procesu. Tedy i1 systém pracujici s takovymi
daty je matematickou abstrakei a jako s takovou je potfeba s nim zachazet.

V nésledujicim textu tedy budeme kopirovat strukturu pfedchozi kapitoly a budeme hledat
zpusoby popisu vlastnosti diskrétnich systémi ekvivalentni zptisobtim popisu vlastnosti sys-
téma spojitych.

5.2 Vnéjsi (vstupni/vystupni) popis

5.2.1 Diferen¢ni rovnice

ProtoZe Casové fady jsou matematické struktury v diskrétnim case, nikoliv spojitém, nelze
urCit jejich derivaci, nybrz pouze diference. Tedy vychozim zplsobem popisu diskrétniho
systému nemiiZze byt diferencialni rovnice, ale rovnice diferen¢ni, obecné pro linearni systém
definovana vyrazem

ZbiY(kTvz _iTvz) = Zaix(kT\/z _iTVZ) > (51)
i=0 i=0
resp. pro jednotkovou nebo normalizovanou vzorkovaci periodu
Zbiy(k—i)=2aix(k—i), (5.2)
i=0 i=0

kde a; a b; jsou realné konstanty, pfip. pro ¢asové variantni linedrni systémy to mohou byt
funkce Casu, tj. aij(k) a bj(k). Hodnota n ur¢uje maximalni zpozdéni pro vzorky vystupni po-
sloupnosti a soucasn¢ fad systému, m uruje maximalni zpozdéni pro vzorky vstupni po-

%0 Napt. v ptipadé dob trvani jednotlivych srdecnich cykld, které definuji srdedni rytmus nebo jeho variabilitu.
Jednotlivé doby trvani srde¢nich cykld ur€ujeme v tom okamziku, kdy se v néjakém signalu popisujicim srdecni
cyklus (signal EKG, kiivka krevniho tlaku, karotidogram,...) vyskytne takovy signalovy prvek, na jehoz zaklade
lze rozpoznat, ze pravé nastal rozhodujici okamzik pro urceni néjakého pfedem urceného bodu v analyzovaném
signalu (vyskyt QRS komplexu v signalu EKG, nalezeni maximalniho systolického tlaku v tlakové kiivce, apod).
Dobu trvani predchoziho srde¢niho cyklu tedy mizeme urcit pouze v tomto okamziku, ve vSech ostatnich ¢asech
je tato hodnota nedefinovana. Tato posloupnost je tedy diskrétni ze své podstaty.
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sloupnosti zahrnuté do vypoctu. Alternativnim zapisem diferen¢ni rovnice muze byt vyraz pro
vypocet k-t¢ho vystupniho vzorku, ktery vyuziva hodnotu k-t€ho vzorku vstupni posloupnosti
a predchozi vzorky jak vstupni, tak vystupni posloupnosti az do zpozdéni m, resp. n. Vztah
ma tvar
Y= 3 Bxei) =3 2 y(k i), (53)
i=0 bo i=1 b()

Z uvedeného rekurzivniho vztahu je ziejmé, ze kdyz chceme pocitat hodnotu vystupu pro
k= ko, musime znat hodnoty vstupnich vzorka od x(ko) do x(ko— m) a také hodnoty vystup-
nich vzorkl od y(ko— 1) do y(ko—n). Pozadavek na vstupni data definuje minimalni hodnotu
ko, tj. ko > m. Pokud se tykd pozadavku na vystupni data, pak ve chvili, kdy vypocet zacina,
hodnoty skutecnych zpozdénych vystupnich vzorka nejsou znamy, je potieba je stanovit for-
mou pocate¢nich podminek.

Priklad:

Diferenéni rovnice y(k) = x(k) — 2y(k — 1) + y(k — 2) reprezentuje diskrétni, ¢asové invari-
antni linearni rekurzivni®' systém, pfi¢emz koeficienty diferenéni rovnice jsou, za predpokla-
du,Zebozl,aoz1,b1=2ab2=-1. ood

5.2.2 Transformace Z

Transformace Z je obdobou Laplacovy transformace pro piipad diskrétnich posloupnosti.
Podobné jako Laplacova transformace pfevadi integrodiferencidlni rovnice na rovnice algeb-
raické, transformace Z tak ¢ini s rovnicemi diferen¢nimi a tak zjednodusSuje ptipadnou analy-
zu systému s diskrétnim ¢asem. Vlastnosti transformace Z jsou podobné vlastnostem trans-
formace Laplacovy, ale existuji i nékteré vyznamné rozdily.

Definice
Posloupnost x(k) mé dvoustrannou (bilateralni) transformaci Z X(z), pokud existuje fada

X(z)=) x(k)-z’~, (5.4)
k=
kde z je obecné komplexni proménna zpravidla vyjadfovand v polarnim tvaru jako
er-eij, (553)
resp. chceme-li zachovat fyzikalni vyznam exponentu, pak
z=r-e"", (5.5b)

kde r je modul komplexniho ¢isla z a o, resp. on (pro piipad jednotkové vzorkovaci periody)
je jeho argument. Podobn¢ jako u Laplacovy transformace, pfi praci s kauzalnimi diskrétnimi
systémy lze pouZit tzv. jednostrannou transformaci Z, ktera je definovana jako

X(z) = ix(k) z*. (5.6)

Zcela ziejmé jednostrannd i1 dvoustranna transformace Z maji tytéZ vlastnosti pouze kdyz
x(k) =0 pro k <0. Formaln¢ za jednostrannou transformaci Z posloupnosti x(k) mtize byt

*! Rekurze (lat. recurso - vrétit se , resp. recursus - navrat, zpétny postup). V matematice pojem rekurze pouzi-
vame v pfipadé¢ definice objektu pomoci sebe sama. V uvedeném piipadé¢ to znamena, Ze hodnotu vystupu poci-
tame, kromé jinych, i ze zpozdénych hodnot vystupu. V oblasti diskrétnich systému a jejich realizacnich schémat
pojem rekurze Casto splyva s pojmem regrese.

93



povazovana dvoustranna transformace Z soucinu posloupnosti x(k) s diskrétnim jednotkovym
skokem, tj.

X(z)= ix(k) o(k)-z. (5.7)

Srovname-li definici Fourierovy transformace s diskrétnim ¢asem definované podle vztahu
(3.41) jako

X(o0y) =D x(k)-e , nebo Iépe X(w) =Y x(kT,,)-e ™

i=00 i=00

ey . . ’ j joT,
s defini¢nim vztahem pro transformaci Z se substituci z=r-e’™, resp.z=r-¢" pror=1,

coz reprezentuje harmonickou jadrovou funkci s jednotkovou amplitudou, vidime, ze jsou oba
vztahy ekvivalentni. Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem tedy mtize byt povazovana
za specificky ptipad transformace Z, opét podobné jako v ptipad¢ Fourierovy a Laplacovy
transformace.

Piiklad:
Urcete transformaci Z diskrétniho jednotkového impulzu Z(d8(k)), ktery je definovan podle
vztahu (3.9)

5(k) = 1, k=0;
1o, k=0
Jeho jednostrannou transformaci Z spocitame podle defini¢niho vztahu
ZBk)=12"+0z"+02z2+02° +...=1. 000

Priklad:

Urcete transformaci Z v ¢ase posunutého diskrétniho jednotkového impulzu Z(6(k—1)).
Reseni

Pro posunuty diskrétni jednotkovy impulz je

1, k=1

S(k_i)z{o k#i

Pro jednostrannou transformaci Z pak podle defini¢niho vztahu je
Z(o(k-1) =020 +0-2" +..4 02D +127 +020 + =71 = L |
z

Piiklad:

Urcete transformaci Z diskrétni jednotkové skokoveé posloupnosti Z(o(k)).

Reseni

Podle defini¢niho vztahu jednostranné transformace Z je transformace Z jednotkového
skoku dana nekone¢nym soudtem Z(o(k))=1+z"'+z*+2z> + ... . Abychom ziskali kom-
paktnéjsi vyraz, vynasobme obé€ strany (z — 1). Tim dostaneme

z-1)Zok)=z-1)1+z'+z2+2°+..)=
=@z+1+z2'+27+. ) -(1+z'+z27+.. )=z
Z toho pak je

V4

Z(s(k)) = 0oo

z-1
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Tabulka 5.1 Slovnik nekterych uzitecnych pari pro transformaci Z

x(k) X(z) oblast konvergence
o(k) 1 Yz
S(k—i) z' pro Vz kromé z=0, kdyz i > 0
nebo z—oo, kdyz 1 <0
1
o(k) — nebo lz| > 1
-z zZ—
1
—o(—k-1) — nebo z Iz <1
1-z z—1
1
a“o(K) — nebo |lz| > a
l-az z—a
K 1 z
—-a o(-k-1) — nebo lz| <a
—az z—a
-1
kao(k — nebo—— >a
a G( ) (1 _aZ—l)Z (Z _a)2 |Z|
-1
—_ka* o(—k-1 — = nebo z|<a
a G( ) (1 _aZ—I)Z (Z _a)2 ‘ ‘
1 2
k+1)ao(k ————— nebo lz| >
( )a’ G( ) (1_a271)2 (Z_a)2 z a
. . 7' —7-cosw, > 1
z
cos(keo) o(k) 7’ —2z-cosw, +1
‘ z-sin, -
sin(kao) o(k) 27— 27-cosw, +1 2]
oog(k y 7' —a-z-cosm, >
. z|>a
[a™cos(kan)] o(k) 7’ —2a-z-cosm, +a’
Kegin(l . z-a-sinw, -
[a™sin(ke)] o(k) 7z’ —2a-z-cosm, +a’ 2> a
k _
a‘’, 0<k<N-1 —aNz N
‘ Ima’z 2> 0
0, jindy. l-az™

DiileZité vlastnosti transformace Z

e linearita
Maji-li posloupnosti x;(k) a x»(k) Z obrazy X,(z) a X»(z), pak plati, Ze

Z[OLX](k) + BXz(k)] = OLXl(Z) + BXz(Z), (58)

Je-li R; oblast konvergence transformace Z posloupnosti x;(k) a R, posloupnosti x»(k), pak
pro vyslednou oblast konvergence R” je

R o R] M Rz. (59)
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e inverze casové osy

x(-k) ~ X(z'"); (5.10)
e posun v casové oblasti posloupnosti x(k)-otk) vpravo
x(k — ko)-o(k — ko) ~ z**-X(2); (5.11)

e posun v casové oblasti posloupnosti x(k) vpravo
x(k— 1)~ z"X(2) + x(-1);
x(k—2) ~ 22X(z) + x(-2) + 2'x(-1);

(5.12)
x(k — ko) ~ 2"%X(2) + x(—ko) + z"x(~ko+1) + ...+ z*x(-1);
e posun v casové oblasti posloupnosti x(k) vlevo
x(k +1) ~z-X(z) — x(0)-z;
x(k +2) ~ 2 X(z) - x(0)-2" + x(-1)-z; (5.13)
x(k + ko) ~ 2°-X(z) — x(0)-2° — x(1) Z'x — ...— x(ko—1)-Z;
e ndsobeni a*
a* - x(k) ~ X(EJ; (5.14)
a
ve specialnim piipadé
ek . x (k) ~ X(e™z) (5.15)
e ndsobeni k (pFip. derivace v z)
k-x(k)~—zw; (5.16)
dz
o kumulace
5 . v4 1
D x() ~——X(z) = ——X(2); (5.17)
j=—00 z—1 1-2z

T o . < k s . .
MozZna stoji za povSimnuti, Ze soucet Zi__w x(1) je diskrétnim ekvivalentem integrace ve

spojité ¢asové oblasti. Operator pro Laplacovu transformaci je ale 1/p.
e konvoluce v ¢asové oblasti

X, (k) *x, (k) ~ X, (2) - X, (2). (5.18)

5.2.3 Obrazova (operatorova) prenosova funkce

Op¢ét ekvivalentné piipadu se spojitym Casem pro diferencni rovnici popisujici systém lze
vytvofit jeji obraz Z podobné jak ve spojitém piipadé za predpokladu nulovych pocatecnich
podminek nejjednoduse;ji aplikaci vztahu (5.12).

RozepiSeme-li vztah (5.2) do tvaru

b,y(k)+b,y(k-1)+...+b y(k—n)=a,x(k)+ax(k-1)+...+a_x(k—m), (5.19)
pak s pouzitim (5.12) a za nulovych pocate¢nich podminek dostdvame

b,Y(2)+b,z"'Y(2)+...+b,z"Y(2) =a,X(z) +a,z"' X(z) +...+a,_z "X(z) (5.20)
a po nékolika malo matematickych operaci kone¢né¢ mame obrazovou pienosovou funkci

Y(z) a,+az +..+a,z"

H(Z) = -1 -n ’
X(z) by+bz +..+bz

(5.21)
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nebo
Y(z) z"™(a,z" +a,z"™ +..+a,)
X(z) b,z" +b,z"" +...+b,

H(z) = (5.22)

pokudjen>ma
Y(2)  agz"+az" +..+a,
X(z) z""(b,z" +b,z"" +..+b )’

H(z) (5.23)

kdyzje m >n.

Kazda z obou variant zapisu ma své kouzlo a vyhody. Zatimco zapis se zadpornymi mocni-
nami z podle (5.21) naznacuje uzky vztah mezi pfenosovou funkci a diferencni rovnici, vari-
anta s kladnymi mocninami z podle (5.22), ptip. (5.23) zase vede k snadn&jSimu vypoctu nu-
lovych bodi a poli a tim 1 jednodus$im tivaham o stabilité systému.

Samoziejmé je mozné, vychdzime-li primarn¢ z frekvencnich vlastnosti dané¢ho systému,
vyjadiit obrazovou pfenosovou funkci i ve tvaru

Y(z) a,z"+a, ,z"" +..+a,
= — ,
X(z) b,z"+b, z" +..+b,

H(z) = (5.24)
coz jest jen formalni Giprava, pfi které by ale nemély mast indexy vahovych koeficientt aj, b;.
Piiklad:
Urcete obrazovou pienosovou funkcei systému definovanému diferen¢ni rovnici
y(k) =3x(k) — 2x(k — 1) + 2y(k — 1) — y(k — 2).
ReSeni
Vsechny ¢leny vystupni posloupnosti v diferen¢ni rovnici ptevedeme na levou stranu, tj.
y(k) = 2y(k — 1) + y(k — 2) = 3x(k) — 2x(k — 1)

a pomoci (5.12) a za nulovych pocatecnich podminek dostavame

Y(2)-22"'Y(2) +z°Y(z) =3X(z) - 2z 'X(z)

Z toho uZ je snadno
Y(z)  3- z!
X(z) 1-2z"+z72%°
Vynasobenim &itatele i jmenovatele z° dostaneme
Y(z) 3z° —z _z-(3z-1)
X(z) 22 -2z+1 722 -27+1
Inverznim postupem lze z operatorové pirenosové funkce snadno a rychle urcit diferenéni
rovnici systému.
Piiklad:
Urcete diferencni rovnici systému ze zadané operatorové prenosové funkce

H(z) =

H(z) = 000

B 1+z+2z>

H(z)=——.

@ 2z(1-2)

Reseni

Citatele i jmenovatele zadané pienosové funkce vynasobme z a dostaneme
B (I+z+2*)-z7 B z72+z+1 _Y(2)

H(z) 2z(1-2)-z" o272 X(z)

a z toho mame
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Y(2)2z"' -2)=X(z)(z +z' +]).
S vyuzitim (5.12) a za nulovych poc¢atecnich podminek dostavame diferen¢ni rovnici
2y(k — 1) = 2y(k) = x(k — 2) + x(k — 1) + x(k)
Po prepsani do standardniho potfadku je konecné
y(k) = y(k — 1) — 0,5x(k)- 0,5x(k — 1) — 0,5x(k — 2).
HEN
Logickym pokra¢ovanim popisu vlastnosti linearniho ¢asové invariantniho diskrétniho sys-

tému je rozepsani obrazové prenosové funkce pomoci soucinu koienovych Cinitelid. Vyjdeme-
li z tvaru obrazové pienosové funkce podle vztahu (5.24), pak je

H(z) = Y(2) _ amzz1 +am_lz::1 +otay a_m.(z—zl)(z—zz)...(z—zm) ’ (5.25)
X(z) bz"+b_,z" +..+b, b, (z-p,)z—Dp,)..(z—Dp,)

kde a,/b, predstavuje frekvencné nezavisly koeficient zesileni systému, parametry zy, ..., zZy
jsou kofeny rovnice
a _ a
z" Lz =2 =0 (5.26)
am am
nazyvané nulové body obrazové pienosové funkce a pi, ..., pm jsou kofeny charakteristické
rovnice
b _ b
szrbL’lzn 1+m+b_0:0’ (5.27)

n n

které nazyvame pdly pienosové funkce systému.

5.2.4 Frekvencni pirenosova funkce a frekvenéni charakteristiky

Od abstraktniho vyjadfeni prenosovych vlastnosti linearnich systémi pracujicich ve spoji-
tém Case jsme k zavislosti pfenosovych vlastnosti dané soustavy na frekvenci dospéli substi-
tuci vyuzivajici pouze imaginarni ¢ast komplexni proménné p, tj. p =jo, tj. ze vSech hodnot
komplexni proménné p nas zajimaly pouze ty, které reprezentuji harmonické funkce s jednot-
kovou amplitudou. Podobné to 1ze ucinit i v pfipadé systémi pracujicich s veli¢inami v dis-
krétnim Case. V tom ptipad¢ je odpovidajici substituce dana vztahem (5.5) pror =1, ;.

Jjoy joT,,

z=e""  resp. z=¢""".

Potom je frekven¢ni pienosova funkce dané soustavy definovand (vyjdeme-li z obrazové
pfenosové funkce podle (5.22)

jmoT,,

i(m-oT,,

a, e +a, e +...+a,
— —— )

b e +b e "M 4 +b,

H(e'™) = H(w) = (5.28)
Zatimco u spojitych systémil predstavovala harmonické funkce imaginarni osa v komplex-
ni roving p, v piipad¢ diskrétnich systémt je to podle pouzitého substitucniho vztahu jednot-
kova kruznice v komplexni roving¢ z. Z této skutecnosti vyplyva i jeden velice podstatny rozdil
v pribéhu frekvencnich prenosovych funkci pro spojité systémy a pro diskrétni systémy. Za-
timco pro spojity systém jsou hodnoty frekvencni pfenosové funkce obecné rizné pro kmi-
toCty z celého definicniho oboru (0, «), u diskrétnich systémi je vidét, ze diky pouZité substi-
tuci se hodnoty pfenosové funkce periodicky opakuji s hodnotou argumentu rovnou celocisel-
nym nasobklim 2m. Je-1i argument komplexni exponencialy roven oT,, = /f,,, pak opakuje-li
se jeji prub¢h s thlovou periodou 2w, pak to znamena s thlovou frekvenci wy,. V periodé
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(0, ®y,) je prubéh frekvencni prenosové funkce symetricky vici stiedu, tj. vaci thlové frek-
venci /2. Totéz samoziejmé plati 1 pro fazovou frekvencni charakteristiku, pouze s tim
rozdilem, Ze fazova charakteristika je diky zpusobu svého vypoctu na rozdil od modulové
charakteristiky funkci lichou.

Pribéh zéavislosti modulu hodnot frekvencni pienosové funkce na frekvenci nazyvame mo-
dulovou frekvenc¢ni charakteristikou diskrétniho systému, prab¢h zavislosti argumentu hodnot
frekvencéni pfenosové funkce na frekvenci nazyvame fazovou frekvenéni charakteristikou. U
diskrétnich systémt neni zvykem vykreslovat frekvencni charakteristiku v komplexni roving.

[P}:gz:lt‘;d;.)rﬁbéh frekvencnich charakteristik systému popsaného diferencni rovnici
y(kTy,) = x(kTy,) + x(kTv,— Tyz).
Reseni
Obrazova ptenosova funkce ze zadané diferencni rovnice je
Y(z) = X(z) + X(2).2"!

Z toho
H(Z):iz):1+z_1 :Z—H.
X(z) z
Potom
joT,, —joT,, ejCUTVZ +1
H(e’v)=1+e7"v = T,
Pro ® =0, 2, 4m, ... je modul pfenosové funkce roven
l+e M| =1+1=2;
ot 1 7
Pro liché nasobky poloviny vzorkovaci frekvence je modul pienosové funkce roven
1+e M =1-1=0;
ot 1

Pribéh modulové frekvencni charakteristiky zadaného systému je na obr.5.1.

Obr.5.1 Modulova frekvencni charakteristika zadaného systému

uod
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5.2.5 Casové charakteristiky
Impulzni charakteristika

Budeme-li pro diskrétni systémy i nadale sledovat myslenky odvozeni charakteristik line-
arnich systémt pracujicich ve spojitém case, pak z defini¢niho vztahu obrazové pienosové
funkce H(z) = Y(z)/X(z) je pro obraz vystupni posloupnosti

Y(z) =H(z)- X(z) (5.29)
Protoze ze diivéjska vime (prvni piiklad v kap.5.2.2 nebo tabulka 5.1), ze obrazem Z dis-

krétniho jednotkového skoku je Z[o(k)] = 1, je pribéh odezvy systému na buzeni diskrétnim
jednotkovym impulsem uréen zp&tnou transformaci Z>? operatorové pienosové funkce

h(k) = 2 '[H(2)]. (5.30)
Obecné je obrazova pienosova funkce dana racionalni lomenou funkci dvou polynomu
Y(z) P(z
H(z) - Yo _P@) , (5.31)
X(z) Q(2)

Nejjednodussi zptisob vypoctu impulsni odezvy systému je tehdy, kdyz Q(z) = 1 nebo kdyz
podil obou polynomi P(z) a Q(z) lze urcit beze zbytku. Pak

H(z)=P(z)=a,+a,z" +..+a,_z ", (5.32)
a impulsni odezva je pfimo ddna hodnotami koeficientl a; polynomu
h(k)={a,,a,,...,a}. (5.33)

Protoze m < oo, je i posloupnost koeficientii {a;}, 1 =0,...,m, konecna a tyto systémy ozna-
cujeme jako systémy s konecénou impulzni odezvou (KIO, v anglické literatuie Finite Impulse
Response — FIR). Na rozdil od opa¢ného pripadu, kdy podil obou polynomt P(z) a Q(z) obra-
zové prenosové funkce nelze urcit beze zbytku. Takové systémy oznacujeme jako systémy
s nekonecnou impulzni odezvou (NIO, v anglické literatute Infinite Impulse Response — 1IR).

Systémy s ptenosovou funkci podle vztahu (5.30) také Casto oznaCujeme jako systémy
s klouzavym priimérem (tohoto pojmu vyuzijeme v kap.6). Tento nazev ale vyvolava mate-
maticky korektni pfedstavu, Ze koeficienty pfenosové funkce jsou koeficienty vazeného pri-
meéru, jejichz soucet musi byt roven jedné. Tento pozadavek preneseny do systémové oblasti
by znamenal, Ze systém s takovou charakteristikou by mél jednotkové zesileni, coz jednak
nemusi byt vzdy potieba, jednak ani zadouci. Proto se teorie systémi stavi k tomuto pojmu a
z néj vyplyvajicimu pozadavku ponékud svobodomysiné;ji.

Piiklad:
Urcete impulsni charakteristiku systému definovanému pomoci operdtorové pienosové

funkce

H(z)zl_z }

1 °

1-z~

>* Formalné je zpétna (inverzni) transformace Z definovana vztahem

x(k) = L { X(2)2"dz,
21 C
kde C je jednoducha uzaviena a kladn¢ orientovana kiivka lezici v oblasti konvergence a obklopujici pocatek.
Vysledek je nasoben jednotkovym skokem, aby platilo x(k)=0 pro n < 0. Pro praxi je obecny vzorec téméef nepo-
uzitelny a inverzni transformace se urcuje podobné jako v piipadé Laplacovy transformace kombinaci nasleduji-
cich zpisob :1. pfimy pfevod; 2. déleni polynomd; 3. rozklad na parcialni zlomky.
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Reseni:
Diferencni rovnice systému se zadanou operatorovou prenosovou funkei je
y(k) - y(k = 1) =x(k) - x(k - 3).

To znamena, Ze se na vypoctu vystupni posloupnosti podili i o jeden vzorek zpozdéna
hodnota vystupni posloupnosti. To znamend zpétnou vazbu, kterd by mohla zplsobit jisté
obtize pifi vypoctu zpétné transformace Z. Zkusme proto nejdiive, zda jsou oba polynomy
délitelné bezezbytku.

A-z2)(1-zY=1+7"+2>
To znamena, Ze jsou.
Miizeme tedy impulsni charakteristiku psat ve tvaru {1, 1, 1}. (N

Piiklad:

Urdete operatorovou pienosovou funkei systému s impulzni charakteristikou h(k) = a*,
ae(0,1),k>0.

Reseni:

Pro Z obraz zadané posloupnosti, tj. pro ptenosovou funkci systému, je

H(Z)ZZakz’k =l+az' +a’z” +....
k=0

To je nekonecna geometricka posloupnost s kvocientem az' a za uvedené podminky pro hod-
notu parametru a je jeji soucet

H(z)=— = 1_1: z_ 000
l-q 1-az z—-a

Piechodova charakteristika

Jiz vime, Ze ptrechodova charakteristika systému je jeho odezva na buzeni jednotkovym
skokem. Protoze Z obraz jednotkového skoku je (tabulka 5.1)
Z(o(k) = (5.34)

2
7 —

je pro obraz prechodové charakteristiky systému s operatorovou ptenosovou funkci H(z)

G(z)=Y(z) =H(2)-

(5.35)

7 —

a pro jeji prub¢h v Case je
gk)=2"(G(z)=z" (H(z) : LJ (5.36)
Z —

Srovnanim vztahii (5.30) a (5.36) vidime, Ze mezi obrazy obou ¢asovych charakteristik li-
nearniho systému pracujiciho v diskrétnim Case je vztah

V4

G(2) = H(z)-

(5.37)

7 —

Protoze podle vztahu (5.17) odpovida vyraz z-(z — 1) také souétu v asové oblasti, vyply-
va z toho, Ze mezi obéma ¢asovymi charakteristikami v Casové oblasti plati

g(k) = Zh(k) (5.38)

a naopak
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h(k) = g(k) —g(k —1). (5.39)

5.3 Vnitini (stavovy) popis

Odlisnosti diskrétnich systému (oproti spojitym) odpovida i tvar stavového popisu vlast-
nosti systému. Dynamika neni vyjadiena derivaci stavovych proménnych, ale jejich hodnota-
mi v nasledujicim ¢asovém kroku. To znamena, ze dynamické vlastnosti systému n-tého fadu
popiSeme v prvni stavové rovnici n diferenénimi rovnicemi 1. fddu definujicimi hodnoty sta-
vovych proménnych v ¢ase k+1 pomoci hodnot stavovych

s, (k+1) a;; a, o ay, |]s(k) b, by, - by, || xk)
s,(k+1) _ |82 8 Ay s, (k) + by by o by, || X,(k)

: : : o : : : R , (5.40)
s, (k41| ay ay o oay|[s,00] [by by o by |lxe(®)

s(k+1) = As(k) + B.x(k)

kde s(k+1) = (s;(k+1), sa(k+1), ..., sa(k+1))" je vektor hodnot stavovych veli¢in v ¢ase k+1,
s(k) je vektor hodnot stavovych veli¢in v ¢ase k a vektor x(k) pfedstavuje hodnoty vstupnich
posloupnosti v ¢ase k. Matice A(n,n) je matice dynamiky systému a jeji (v ptipad¢ linearnich,
Casov¢ invariantnich systémi konstantni) prvky vyjadiuji vztah mezi hodnotami stavovych
veli¢in v Case k+1 a k. Matice B(n,m) je tzv. vstupni matice systému a popisuje vzajemny
vztah mezi hodnotami stavovych veli¢in v ¢ase k+1 a hodnotami vstupnich veli¢in v Case k.

Podobné¢ jako u spojitych systému informaci o déji uvnitt systému ziskdvame prostrednic-
tvim hodnot vystupnich veli€in, které uréujeme pomoci druhé stavové rovnice, kterou piSeme
ve tvaru

y, (k) Cii Cpp o Gy || 81(K) d, d, - dy, || x(k)
¥, (k) _| € Ca Gy s, (k) + d, dy, - dy, || X2(K)
: : : oo : : : o : , (5.41)
y.0) Loy cn e lls®] Ldy dyooody |lxa00

y(k) = C.s(k) + D.x(k),

kde kromé jiz vyse popsanych symboli y(k) = (yi(k), ya(k), ..., yr(k))T je vektor hodnot vy-
stupni posloupnosti v ¢ase k, matice C(r,n) matice popisujici vliv stavu systému na vystup a
matice D(r,m) je matice pFimych vstupné-vystupnich vazeb.

5.4 Stabilita

Podobné¢ jako v kapitole 4.5.2 o stabilité spojitych systémil se v ndsledném soustied'me na
asymptotickou stabilitu linedrnich systémil, tentokrat samoziejmé pracujicich s diskrétnim
¢asem. Zopakujme si nékteré, z pohledu posouzeni stability podstatné skutecnosti.

Systém je stabilni, pokud na kazdy ohraniceny vstup reaguje rovné€z ohrani¢enym vystu-
pem, tzv. BIBO stabilita. Nutnou a postacujici podminkou pro tuto formu stability je jiz uve-
dené Hurwitzovo kritérium, které v diskrétnim tvaru je

S fh()| =V <eo, (5.42)
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kde h(k) je impulzni charakteristika systému. Vskutku, pokud plati podminka (5.42) a soucas-
n¢ je vstupni posloupnost ohranicena, tj.

x(k)| < W <o, (5.43)
pak z konvolu¢ni sumy

y(k)= Y h(i) x(k ).
ji 7
ly(k)| < Z|h(i)| Jxk =D < W- Z|h(i)| =W.V; (5.44)

vystupni posloupnost je ohrani¢ena a podminka (5.42) je postadujici. Ze je to i podminka nut-
na, dokazme sporem.
Predpokladejme, ze Hurwitzova podminka neplati, tj.

D (k)| = oo (5.45)
k=0
a pfesto je systém stabilni. Pokusme se nyni najit takovou posloupnost, ktera by nespliiovala
zékladni, vySe uvedenou podminku BIBO stability, tj. Ze by na ohrani¢eny vstup systém rea-
goval neomezenym vystupem.
Pro vstupni posloupnost pouzijme

x(i) =sign[h(k — D], tj. x(k —i) =sign[h(i)], (5.46)
potom
y(k) = ih(i)x(k —i)= ih(i)sign[h(k)] = i|h(i)| =00, (5.47)

Neni-li Hurwitzova podminka splnéna, je systém nestabilni. Je tedy soucasné 1 podminkou
nutnou.

Podobné jako u spojitych systémil 1ze podminku stability formulovat 1 pomoci polohy pola
operatorové prenosové funkce, kterd jednoznacné urcuje i tvar impulzni odezvy diskrétniho
systému. Ukazme na zaklad¢ dil¢ich ptipadd, jaka je oblast, ve které se musi nachéazet poly
stabilniho diskrétniho systému. Ze vztahli uvedenych v tabulce 5.1 plyne, ze ma-li pfenosova
funkce po rozkladu na parcidlni zlomky ¢len s jednim readlnym polem, obsahuje impulzni ode-
zva h(k) ¢len ve tvaru a*. Tato dil&i posloupnost konverguje, pokud je a € (0, 1), k > 0 (viz téz
druhy piiklad v kap.5.2.5. Ma-li pfenosova funkce parcidlni zlomek se dvéma komplexné
sdruzenymi pély odpovidajici komplexnimu vyrazu-a-e* , tj. obsahuje-li ¢len se jmenovate-
lem ve tvaru z° — 2acoswy + a°, obsahuje impulzni odezva dil&i posloupnost a“cos(kmy), k > 0.
Tato posloupnost opét konverguje, pokud je modul polt a € (0, 1). Tyto dva piiklady, ptip.
véetné piipadil s ndsobnymi redlnymi kotfeny vedou bez dikazu k zavéru, Ze impulzni odezva
linearniho Casové invariantniho systému splituje Hurwitzovu podminku stability, jinymi slovy
systém je stabilni, pokud pro moduly a; vSech polii pienosové funkce plati a; € (0, 1), tj. poly
Ppienosové funkce systému leZi uvniti jednotkové kruinice v komplexni roviné z se stiedem
v pocdtku souradnicové soustavy. Pokud poly ptenosové funkce lezi na jednotkové kruznici,
je systém na mezi stability.
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6 Zakladni systémové struktury

6.1 Na uvod zavére¢né kapitoly

Zde bychom se mohli zacit tvafit, ze vSe specifické o formalnich modelech signalti i sys-
tému jiz bylo napsano ¢i feceno. (Samoziejmé to zdaleka neni pravda, ve skutecnosti jsme
stale jen a jen na zacatku, ale v této publikaci, kterd ptedstavuje vytyceni uvodniho sméru
problematikou, se tak miizeme tvafit.) Proto v této kapitole vyskrabeme na sypce teorie signa-
14, casovych tad a systému a jejich aplikaci jesté téch nekolik praktickych potfebnosti, které
mohou byt uzitecné k dotvoteni zadklada problematiky, jez je naplni této publikace.

6.2 Zakladni formy spojovani systému

Biologické i mnohé technické systémy jsou slozité systémy vysokych tada, které lze zpra-
vidla slozZit z jednodussich podsystému. Existuji tii zdkladni typy spojeni - sériové, paralelni
se uruje pomoci pravidel tzv. blokové algebry. Predpokladem pro pouziti blokové algebry
jsou dvé zékladni podminky:

e vSechny Cleny systému jsou linearni;
e pii vzijemném spojovani se jednotlivé bloky nesméji ovliviiovat (tj. pfi vzdjemném spojeni
vice blokli musi popis jednotlivych blok zlistat nezménén).

Z blokové algebry systémil vychazeji mnohé algoritmy, jako jsou napt. metoda postupnych
uprav, metoda eliminace proménnych, Masonovo pravidlo, apod. VSechny tyto postupy jsou
ale pon€kud za horizontem ocekavanych znalosti ¢tenaiii tohoto textu, nadadle se budeme za-
byvat pouze tfemi vySe uvedenymi zédkladnimi typy spojeni dvou dil¢ich soustav.

Ptesto, ze jsou nasledujici odvozeni vztahti pro rizné typy zapojeni provedeny pro spojité
systémy, plati tdZ pravidla i pro systémy diskrétni.

6.2.1 Sériové (kaskadni) zapojeni

X(p) U(p) Y(p) X(p) Y(p)

—=| H4(p) Hy(p) —= = ——= H{p) —

Obr.6.1 Sériové zapojeni dvou linedrnich systémii

Pro hledani vztahu mezi pfenosovymi funkcemi dvou sériové (kaskadné€) zapojenych line-
arnich dil¢ich systémi s prenosovymi funkcemi H;(p) a Ha(p) (obr.6.1) vychazime z platnosti
vztahil

_Up)
H,(p)= X(p)° (6.1)
H,(p)= % (6.2)
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_Y()

H(p) = : (6.3)
X(p)
Rozsitenim vztahu pro H(p) a nasledujici jednoduchou upravou dostaneme
Y(p) U Up) Y
Hp) =~ B0 Y0) YOy o)y (). (64

X(p) Up)  X(p) Up)
Zobecnénim vztahu (6.4) pro sériové zapojeni N dil¢ich systému plati

Hp) =] [H:(p). (6.5)

Pti vypoctu vztahu pro impulsni charakteristiku h(t) syst¢ému daného sériovym zapojenim
dvou dil¢ich soustav s impulsnimi charakteristikami h(t) a hy(t) vyjdeme ze znamého zaklad-
niho konvolu¢niho vztahu mezi vystupem y(t) a vstupem x(t) systému a jeho impulzni charak-
teristikou h(t)

¥(6) = h(t)*x(1). (6.6)
Ze sériového zapojeni obou dil¢ich soustav také plati, ze
yO) =y, () =h, () *x, () =h, () *y, () =h, (t) *[h, (t) *x(V)]. (6.7)
Vzhledem k platnosti asociativniho zdkona pro konvoluci lze vztah (6.7) pfepsat do tvaru
y(t) =[h, (1) *h, (H]*x(V), (6.8)
ptipadné s vyuzitim komutativniho zdkona
y(t) =[h, () *h, (O] *x(1). (6.9)

Ze srovnani (6.6) a (6.9) je pro sériové zapojeni dvou linedrnich soustav s impulznimi cha-
rakteristikami h;(t) a hy(t)

h(t)=h, () *h, (1), (6.10)
piip. pro zobecnéni se sériovym zapojenim N soustav
h(t) =h,(t)*h,(t)*...*h (1), (6.11)

coz je vysledek, ktery bylo mozné ocekavat, pokud vime, Ze Laplacovym obrazem konvoluce
je soucin Laplacovych obrazi originalnich funkci ¢asu a naopak.

6.2.2 Paralelni zapojeni

Pti paralelnim zapojeni dvou systémtl (obr.6.2) jsou vstupy obou systému totozné a vystu-
py jsou obecné vazany néjak definovanym funkcénim piikazem - spojkou. Ma-l1i byt vysledny
systém rovnéz linearni, vystupy se musi s¢itat. Pokud jsou pfenosové funkce jednotlivych
systému definovany vztahy

Y, (p)
H,(p)=—L2, (6.12)

(p) X(p)
H2<p>:§27g (6.13)
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H4(p)
X(p) 1 Yip) _ Xte) [T ] YR

H,(p)

Obr.6.2 Paralelni zapojeni dvou linedrnich systémii

Y(p)
H(p)=—7. 6.14
(P)=+ ) (6.14)
Protoze Y(p) = Yi(p) + Ya(p), plati
Y(p) _Yi(p)+Y,(p)
H(p) = = =H,(p)+H,(p). 6.15
(p) X(p) X(p) (p)+H,(p) (6.15)
Pro obecné N paralelné zapojenych systému je
H(p) = _H(p). (6.16)

Nyni se opét pokusme urcit, jaky vztah plati 1 pro impulzni charakteristiku vysledné sou-
stavy. Pro jednotlivé dil¢i systémy je

yi(H)=h, () *x,(t) =h, (t) *x(t)
a (6.17)

¥o(1) =h,(t)*x,(t) =h,(t) *x(t) .

Protoze
y(O) =y, () +y, (1) =h, () *x(t) +h, (1) *x(t) =[h, () + h, (O] *x(D). (6.18)
A podobné jako v pifedchozim piipadé srovnanim vztaht, tentokrat (6.6) a (6.18) je

h(t) =h,(t)+h,(t), (6.19)

piip. pro obecny ptipad paralelniho zapojeni N soustav
N
h(t)=>"h;(1). (6.20)
i=1

6.2.3 Zpétnovazebni zapojeni
Popis prenosu zpétnovazebniho systému

Zpétnovazebni zapojeni dvou systému je zobrazeno na obr.6.3. Systém s pfenosovou funk-
ci Hi(p) je umistén v piimé vétvi, systém Ha(p) tvoii zpétnou vazbu, pfi¢emz vystup zpétno-
vazebniho systému V(p) je bud’ pficitan ¢i odecCitdn od vstupniho signalu X(p) celého systému
- kladné nebo zaporna zpétna vazba. Necht’ jsou jednotlivé ptenosové funkce definovany

_Y(®).
H,(p) = Ep) (6.21)
H,(p) = %; (6.22)
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X(p) , E(P) HL(D) Y(p)
ad 1 X(p) Y(p)
= —— H{p) ——
H,(p)
V(p)
Obr.6.3 Zpétnovazebni zapojeni dvou linedrnich systémil
Y(p)
H(p) = — . 6.23
(p) X(p) (6.23)
Dale, ptedpokladame-li zapornou zpétnou vazbu, je
E(p) = X(p) - V(p) (6.24)
a z toho
X(p)=E(p) + V(p) . (6.25)
Z téchto rovnic mizeme psat
L Y Y
H(p)zY(p)= Yp) _ Y E® _ E@ _ E(p) _
X(p) E@+VE) E@+VE) 1 VE®) | V0 YO
E(p) E(p) E(p) Y(p)
6.26
Y(p) (6.26)
___Em®m _ HO®
1Y) V) 1+ H,(p)H, (p)
E(p) Y(p)
V ptipadé kladné zp&tné vazby’” je
Hp)=—1(P) (6.27)

1-H,(p)H,(p)

Je-li v obou vétvich zapojeno vice systémi (sériove nebo paralelné), je prenosova funkce ce-
1ého zapojeni uréena vztahem

H_ (p) (6.28)

H(p) =m,

kde Hy(p) reprezentuje celkovou obrazovou pienosovou funkci piimé vétve a Hy(p) soucin
celkovych prenosovych funkci pfimé i zpétné vétve zpétnovazebniho zapojeni.

Ur¢it impulsni charakteristiku zpétnovazebniho zapojeni ze znalosti impulznich charakte-
ristik dil¢ich soustav jiz zdaleka neni tak jednoduché jako v obou ptedeslych zapojenich.

Vlastnosti zpétnovazebniho zapojeni

Zpétnovazebni zapojeni ma mnohé pozitivni, pro praxi uzitecné vlastnosti, jako napf-.:
e schopnost vhodné reprodukovat vstup (princip regulace);
e sniZena citlivost poméru vystup/vstup na zmény parametrii systému;

> Kladna zpétna vazba nastava tehdy, pokud zvySeni hodnoty piivadéné z vystupu na vstup zptisobi dalsi zvyse-
ni hodnoty na vystupu.
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e snizeny vliv nelinearit;
e snizeny vliv vnéjSich poruch a Sumu;
e Sirsi rozsah frekvencniho pasma.
Miize ale zpisobit (pfi zavedeni kladné zpétné vazby) i nepiijemné tézkosti, které vedou
k moznému vzniku oscilaci a nestabilité.

Z uvedenych vlastnosti si na ptikladu demonstrujme moznost rozsiteni propustného frek-
vencniho pasma.

Piiklad:

Oveéite vliv zpétné vazby na frekvencni vlastnosti
zpétnovazebniho systému s uplnou zapornou zpét-
nou vazbou podle obr.6.4, je-li v pfimé vétvi systém
1. fadu s pienosovou funkci

Gp)=——

) 6.29
p+1 ( )

Obr.6.4 System 1. Fadu se setrvacnosti s
Reseni: uplnou zpétnou vazbou

Ptipomenime, Ze z praktickych divodu je uzitecné
obrazovou pienosovou funkci tohoto typu psat ve tvaru

k (6.30)
H(p) = :

Tp+1
kde k je koeficient zesileni (fika kolikrat je vystupni signal vétsi nez vstupni v celém frek-
venénim pasmu) a T je Casova konstanta reprezentujici setrvacnosti systému a ktera rovnéz
uzce souvisi s mezni frekvenci pfenaseného pasma.

Frekvenéni ptenosova funkce zadaného systému v piimé vétvi je

1 6.31
Gl@)= . (©31
jo+1
a frekvencni prenosova funkce vysledného zpétnovazebniho systému
1 1 (6.32)
. . 1
F(o) = G(w) __Jo+l ._](,0+1 _ 1 2_ 9,5
1+G(w) 1 jo+l+l  jo+2 1 05jo+1

1+

jo+1 Jo+1
Ze vztahu (6.33) je zfejmé, Ze si systém zachovava globalni vlastnosti - opét se jedna o
systém 1. fadu se setrvacnosti, zmensil se ale koeficient zesileni z 1 na 0,5 a podobné se
zmendSila 1 ¢asova konstanta systému, opét z 1 na 0,5.
Bodeho modulova frekvencni charakteristika systému 1. fadu se setrvacnosti je urcena
vztahem

H(w)|,, = 20log|H(w)| = 20logk —20log v T*®* +1. (6.33)
Zopakujme si rovnéz, ze grafické znazornéni
Bodeho frekvenéni charakteristiky je zalozeno |H'I(-J:l| 20logk
na aproximaci lomenou pfimkou pro dva mezni ™_-20logT®
piipady: |\
o prow«1/Tje (To) «1 a tedy JI logw

H(w)|, =20logk (6.34) b \

e prow»1/Tje (To)’ »l a tedy
H(w)|,,, =20logk —20log Tw  (6.35)

Obr.6.5 Modulova Bodeho charakteristika
systemu 1. radu se setrvacnosti
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Modulova Bodeho frekvencni charakteristika systému 1. fadu se setrvacnosti ma proto tvar
uvedeny na obr.6.5.

V zadaném piipad¢é ma zpétnovazebni zapojeni v propustném pasmu polovicni zesileni, te-
dy nikoliv 20logl = 0 dB jako ptivodni zadana soustava, ale 20log(1/2), tj. —20log2 ~ — 6 dB.
Ve svych klesajicich ¢astech jsou frekvencni charakteristiky obou systémil popsany vyrazy

G(oa)|dB =20log1—-20log ®w=-20log w;

F(o)| , =2010g% —20log% =20logl—20log2 —20logm+ 20log 2 = (6.36)
=20logl1-20logw=-20log®.
To znamend, ze jejich pribch je v této |H(w)|
casti stejny. Tvar frekvencnich charakte- [dB] o 1004
ristik obou soustav je zobrazen na G(w) log2m log4n  log »
0br.6.6. 0 :
Frekvencni charakteristika zpétnova- o
zebniho systému ma oproti pivodnimu F (o) -20log ®
dvojnésobné S§iroké pienasené pasmo,
ovSem za cenu sniZzeni zesileni na polo-

vinu. Oood

Princi . bni 1 Obr.6.6 Modulova Bodeho charakteristika systé-
rincip zpetnovazebni regulace mu 1. radu se setrvacnosti dle zadani
Struktura zpétnovazebniho regulacni-

ho systému zahrnuje nékteré typické podsystémy s presné definovanou ulohou. Zakladni kon-

Obr.6.7 Princip zpétnovazebni regulace

figurace takového jednoduchého zpétnovazebniho systému s jednim vstupem a jednim vystu-
pem (Single Input - Single Output, SISO) je uveden na obr.6.7.

Referencni veli¢ina R je externi signal, jehoZ hodnota je srovndvana se signadlem na vystu-
pu zpétnovazebni vétve B. Referencni veli¢ina zpravidla predstavuje idedlni ¢i poZadovanou
hodnotu tizené veli¢iny. Hodnota chybového signalu je dana rozdilem referencni a zpétnova-
zebni veli€iny a tento rozdil predstavuje hybnou akéni veli¢inu systému. Je-li chybovy signal
nulovy, znamena to, ze fizend veli¢ina méa pozadovanou hodnotu a neni tfeba zasahovat. Je-li
naopak chybovy signal velky, je potieba vyvolat intenzivni akci, kterd uvede fizenou veli¢inu
do pozadovanych mezi. Blok pfimého fizeni piedstavuje Cast systému, ktera transformuje
chybovy signél na akéni fidict signal, ktery jiz pfimo ovlivituje chovani fizené soustavy, ktera
muze byt (konecné jako kazdy jiny prvek schématu) ovlivnéna nezddoucim piisobenim vnéj-
Sitho prostiedi - poruchami. Blok zpé&tnovazebnich prvkl transformuje fizenou vystupni veli-
¢inu do tvaru, ktery mtize byt pouZzit pro srovnani s referenénim vstupem.
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6.3 Zakladni typy systémii pracujicich ve spojitém case

Témet vSechny fyzikalné realizovatelné spojité linearni systémy (kromé systému s doprav-
nim zpozdénim) lze vytvofit pomoci tii typl operaci:

e nasobenim konstantou (tzv. idealnich zesilovach);
e integraci,
e souctovymi ¢leny (sumatory).

Zatimco prvni dva Cleny jsou unarni, tj. maji jeden vstup a jeden vystup a integrator ma i
dynamické vlastnosti, mé souctovy Clen vice vstupt a jeden vystup a podobn¢ jako proporci-
onalni ¢len ma prenosové vlastnosti konstantni bez ohledu na frekvencni obsah zpracovava-
nych funkeci.

Piiklad:
Urcete realizacni schéma systému popsaného diferencialni rovnici
ary’(t) +agy(t) = x(t), (6.37)
Reseni:
Pfeved’'me zadanou diferencialni rovnici do tvaru
ary’(t) = x(t) — apy(t) (6.38)
a dale
' 1 a0
y' () =—x(t)——y(t) (6.39)
al a’l

Tato rovnice znamena, ze derivace
vystupni proménné (jeji hodnotu dosta-
neme, kdyz derivaci y’(t) integrujeme) je
rovna rozdilu vdhovanych hodnot vstup-
ni a vystupni veli¢iny. Realiza¢ni sché-
ma proto vypada tak, jak je zobrazeno na
obr.6.8. Z tohoto schématu vyplyva, Ze
byly opravdu pouzity cleny tii typl -
nasobeni  konstantou (proporcionalni
¢len), integrator a souctovy clen. Oc

Z uvedenych tfi zdkladnich realizac-  Obr.6.8 Realizacni schéma systému podle rov.(6.37)
nich prvki 1ze vytvortit zakladni ¢leny se
specifickymi typovymi vlastnostmi. Jsou to zejména:
e systém se setrvacnosti 1. fadu;
e derivani systém,;
o statl?ky systém 2.’ fadu; o X(t) y(t)
e systém s dopravnim zpozdénim. H (p) =k

6.3.1 Proporcionalni ¢len X(p) Y(p)
Proporciondlni clen (0br.6.9) je urCen rovnic Obr-.6.9 Proporciondlni clen
y(t) = k.x(t). (6.40)
Z defini¢ni rovnice plyne, Ze obrazova pienosova funkce je definovana vztahem
F(p) = Y(p)/X(p) =k (6.41)

a frekvencni pfenosova funkce
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H(o) = Y(0)/X(0) = k. (6.42)

Frekvenc¢ni pfenosova funkce tedy neni zavisld na frekvenci, frekvencni charakteristiky
jsou zobrazeny na obr.6.10.

|Fw)

@(w)

a)
b)

Obr.6.10 Frekvencni charakteristiky proporcionalniho clenu - a) v komplexni roviné; b) modulova a
fazova frekvencni charakteristika

Dalsi zptsoby popisu proporciondlniho ¢lenu:
e impulsni charakteristika: Diractiv impuls s mocnosti k - h(t) = £’ {H(p)} =k.o(t);
e prechodova charakteristika: skokova funkce s vyskou skoku k;
e nuly a poly pfenosové funkce - neexistuji.
6.3.2 Integracni €len

Chovani integracniho ¢lenu urcuje diferencialni rovnice

y () =ki.x(t) (6.43)
ktera prechazi po Laplacové transformaci do tvaru
p-Y(p) - ¥(0) = ki.X(p) (6.44)

a ztoho je obrazova pienosova funkce (za predpokladu nulové pocatecni podminky -
y(0) =0)
H(p) = Y(p) - k 1
Xp) p Tp
kde k; nazyvame zesileni a T; je Casova konstanta integratoru.
Frekvencni prenosova funkce je

H(w) =

(6.45)

Y k; .k

X)) o J P (6.46)
a tedy frekvenc¢ni charakteristiky maji prib¢h, jak je zobrazeno na obr. 6.11. Bodeho logarit-
micka modulova charakteristika je vyjadiena rovnici

[H(w)| ,, =20.log|H(w)| = 20logk; —20log (6.47)
Tato funkce ma tedy v logaritmickych soufadnicich pfimkovy priibéh, s frekvenci klesa (za-
porny druhy ¢len) se sklonem 20 dB na dekadu a pro thlovy kmitocet @ = 1 nabyva hodnoty

2010gki.
Impulsni charakteristika je popsana vztahem

h(t) = £'{F(p)} =k, .o(t), (6.48)
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o — M

F()
!

w—0 b)

a)
Obr.6.11 Frekvencni charakteristiky integracniho clenu - a) v komplexni roviné; b) modulova
a fazova frekvencni charakteristika v logaritmickych souradnicich

ma tedy tvar skokové funkce o vysce k; a prechodova charakteristika

6.49
g(t)y=L," {F(p).l} =k, .t= L (6.49)
p T.

1
je linearné rostouci funkce se smérnici rovnou pievracené hodnoté ¢asové konstanty integra-
toru.

6.3.3 Systém 1. adu se setrvacnosti
Systém tohoto typu nazyvame téz zpozd'ujici ¢len 1. fadu, aperiodicky ¢len, pfipadné sta-
ticky ¢len 1. fadu.
Defini¢ni diferencidlni rovnice je
ary’(t) + aoy(t) = x(t), (6.50)
pfipadné oznacime-li
T = aj/ag; k = 1/a, (6.51)

kde T je Casova konstanta a k zesileni systému,
nabyva diferencidlni rovnice tvaru

Ty (t) + y(t) = k.x(t). (6.52)

Obrazova ptrenosova funkce je za ptfedpokladu
nulové pocatecni podminky

k
H =
) Tp+1

(kdo si pamatuje vi, Ze stejné zapojeni bylo pou-  Obr.6.12 Frekvencni charakteristika systému
zito v prikladu vkap.6.2.3 o zpétnovazebnim 1. Fddu se setrvacnosti v komplexni roviné
zapojeni) a frekven¢ni pfenosova funkce

H(w) =

(6.53)

k (6.54)
joT+1
Z toho plyne, Ze jeji realnd a imaginarni ¢ast jsou
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.k
o’ T? +1
a frekvenéni charakteristika v komplexni roviné ma tvar pulkruznice ve 4. kvadrantu kom-

plexni roviny (obr.6.12).
Modulova logaritmicka (Bodeho) frekvencni charakteristika je dana vyrazem

-oTk

Re(H(o))) m .

Im(H(w))= (6.55)

|H(('O)|dB =20 log|H((o)| =20logk —20log VT ?w* +1 . (6.56)

ktery aproximujeme lomenou p¥imkou s bodem zlomu pro @ = 1/T. Pro @ « 1/T je (To)* «1 a
tedy

|H(o))|dB =20logk (6.57)

ma konstantni hodnotu bez ohledu na kmitocet.
Naopak, pro @ » 1/T je (Tw)* »1 a tedy
|H(('O)|dB =20logk —20log Tw (6.58)
je klesajici ptimka se sklonem 20 dB/dek.
Féazova frekvencni charakteristika je dana vztahem

Im(H(w))

o(w) = arctg Re(H(0)

=arctg(—oT) = —arctg(wT) (6.59)
v rozsahu od 0 do —90° pro 0 < ® < oo, jak plyne i1 z frekvenéni charakteristiky v komplexni
roving (obr.6.12).

Pribéh obou Bodeho frekvenénich charakteristik je na obr.6.13.

Impulsni charakteristika je dana vztahem

-1 ol k _ E —t/T
h(t)= £ {F(p)}= £ {—Tp+ 1} = ¢ (6.60)

|H()|
[dB]

100 = H ::l::::l_ H I S R |

e - 0 s
10 10 10 ﬂ) [rad;’s] 10
Obr.6.13 Bodeho firekvencni charakteristiky systému 1. Fadu se setrvacnosti
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h(t) g(t)
RG it
0,632k & —
|
!
|
o T — t 0o T —=

Obr.6.14 Impulsni a prechodova charakteristika systéemu 1. Fadu se setvacnosti

a prechodova charakteristika vztahem

-1 1 ol k _ A t/T
gt) =L {E.F(p)}—ﬁ {—p(Terl)}—k.(l e ). (6.61)

Jejich prubéhy jsou na obr. 6.14.

6.3.4 Derivacni ¢len

Defini¢ni diferencidlni rovnice deriva¢niho ¢lenu ma tvar

y(t) = kq.x"(t) (6.62)
a jeho obrazova ptrenosova funkce
Y(p)
H(p) = =k,p. (6.63)
Xp)

To znamend, Ze mé jednu nulu v pocatku komplexni roviny. Tato pfenosova funkce je
v konfliktu s diive vyslovenym pifedpokladem, ze tad Citatele raciondlni lomené pienosové
funkce musi byt mensi ¢i maximalné roven fadu jmenovatele. V tomto piipadé je rad Citatele
roven 1, fad jmenovatele je nulovy. Znamena to, ze jestlize se vstup zméni skokem, m¢l by
byt vystup tmérny Diracovu impulsu, coZ neumime realizovat (nekonecné vysoky impuls
s nekonecné& kratkou dobou trvani).

W — ® IF( )|
Im 40
20 1
Flw) | ' : |
0i1 10 100 @
201
m=10 Re *9k
@{w)
L 90°
0 . . .
1 10 100 ¢
a)
b)

Obr.6.15 Frekvencni charakteristika v komplexni roviné a Bodeho frekvencni charakteristika idedlni-
ho derivacniho clenu.
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- 00
Obr.6.16 Impulsni odezva idedlniho derivacniho Obr.6.17 Frekvencni charakteristika realného
systéemu derivacniho clanku v komplexni roviné

Frekvencni ptenosova funkce je

H -7
(w) ()

To znamend, ze priub¢h frekvenéni charakteristiky v komplexni roving je totozny s kladnou
imaginarni osou, jak je zndzornéno na obr.6.15.
Modulova logaritmicka frekvencni charakteristika je uréena funkci

[H(w)| ,, = 20.log|H(w)| = 20logk ; +20log . (6.65)

= jok, . (6.64)

To znamena, ze v logaritmickych soufadnicich ma tato funkce tvar ptimky s kladnou smérnici
20 dB/dek. Fazova charakteristika je nezavisla na frekvenci a nabyva hodnoty 90°.
Impulsni charakteristika je ur¢end vztahem

h(t)= £ {F(p)}= £ {k p}. (6.66)
a ptrechodova charakteristika

6.67
g@)zzﬁ'{ F(p )} {; (1p} k,. (©o7

Tedy impulsni charakteristika mé tvar tzv. Diracova impulsu 2. fddu (nekone¢né vysokého a
nekonecné kratkého impulsu, ktery nabyva obou polarit - obr.6.16) a prechodova charakteris-
tika tvar Diracova impulsu s mocnosti kg.

6.3.5 Realny derivac¢ni systém

Kazdy redlny derivacni ¢lanek je zatiZzen urcitou setrvacnosti, proto jeho pienosova funkce
je alesponi ve tvaru

H()_Tp+1 (6.68)

kde T, je mala casova konstanta.
Jeho frekven¢ni charakteristika je popséna vztahem

Jjo
H(w _d—
(@) T, jo+1" (6.69)
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|H(w)| *
[dB]
-20
40_2 H H "E::::I.:. H
10 10 10 o [rad!s] 10
(P 100

[ded]

e - _
10 T o [rad/s] "

0
10°
Obr.6.18 Modulova a fazova Bodeho frekvencni charakteristika realného derivacniho clanku pro
ke=1,T.=05s

a jeji pribeéh v komplexni roviné ma tvar podle obr.6.17.
Modulova frekvencéni charakteristika v logaritmickych soutadnicich je popsana vztahem

[H(w)| ,, =20.log[H(w)| =20logk, +20log ®—20log\/&’T; +1, (6.70)
ktery aproximujeme lomenou pfimkou s bodem zlomu pro ® = 1/T,. Pro w«1/T¢ je
|[H(®)|qs = 20log(kd) + 20 log(w) (6.71)
a pro o»1/Te je
IH(w)|qs = 20log(kd) + 20 log(w) — 20 log(T: ). (6.72)

Tomu odpovida pribéh (véetné fazové charakteristiky) zobrazeny na obr.6.18.
Impulsni charakteristika tohoto systému je popsana vztahem

s e k,.p h(t
h(t)= L4F(p)} =L {—TPH} (6.73) ®)]

€

a prechodova charakteristika  vztahem
(obr.6.19)

g(t)=fl lF(p) =/ k_d :k_de—t/TE
p Tp+1 T

€

0

—t

(6.74)

Obr.6.19 Prechodova charakteristika realnéeho
derivacniho clanku

6.3.6 Staticky systém 2. Fadu

Tento systém je popsan diferencialni rovni-
ci ve tvaru

a2y”"(t) T a1y’ () + aoy(t) = x(b), (6.75)

c¢emuz odpovida obrazova ptenosova funkce ve tvaru
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Y(p) _ !

H =
®) X(p) azp2 +a,p+a, (6.76)
nebo
H(p) = K (6.77)
T’p”> +2TEp+1° '

kde k = 1/a je zesileni systému, T =,/a,/a, je jeho Casova konstanta a & = A je jeho
aya,
tzv. pomérné tlumeni.

Pfenosovéa funkce systému ma dva poly a tvar jeho charakteristik i jeho chovani zavisi pte-
dev§im na pozicich pola prenosové funkce, pfiCemz rozliSujeme situace, kdy jsou oba poly
realné, resp. komplexné sdruzené.

Frekvenéni charakteristiky a typické tvary impulzovych odezev statickych systému 2.fadu

Im 10°
[H(@)]
10"
107
®
0 Re [0} 0 ]
[deg] « B 0 t
100
150 H
200 a)
©
Im 10°
(@)

10°

i el AN ANANAY
M & VAV
b)

100

10
Im IH(o)
107 h(t)
X
w \
(O]
0
0 Re o o l t
X [deg] =0
-100 C)
-150 I
-200
®
10°
Im IH(e)]
10"
h(t)
X
10% {
[} 0 t
0 Re @ 20 Rl t
X [ded] 15 e R
100
50 d)
NN

(o]

Obr.6.20 Charakteristiky a tvary prirozenych odezev statického systému 2. rFadu pro nékteré konfigu-
race polii prenosové funkce

117



podle rozmisténi poli prenosové funkce jsou na obr.6.20. V prvnim fadku tabulky jsou uve-
deny charakteristiky stabilniho systému se dvéma rtiznymi redlnymi poly. Systém ma charak-
ter dolni propusti, impulsni charakteristika neobsahuje zZadnou kmitavou slozku (imaginarni
slozka polt je nulova), v podstaté odpovida pouze snizeni hodnoty jednotkového impulzu a
roztazeni v ase. Druhy fadek zobrazuje charakteristiky systému se dvéma ryze imaginarnimi,
komplexn¢ sdruzenymi poly. Je tim padem na mezi stability a jeho impulzni odezva ma tvar
ani netlumeného, ani nezesilovaného harmonického pribéhu. Tomu odpovidd i modulova
frekvencni charakteristika, kterda ma rezonan¢ni extrém pravé na frekvenci dané hodnotou
imaginarni slozky. Fdzova charakteristika ma na této frekvenci skokovou zménu o 180°. Po-
sledni dva tfadky zobrazuji vlastnosti systému se dvéma komplexné sdruzenymi poly, v prv-
nim piipad¢ lezicimi v levé komplexni poloroving, tzn. systém je stabilni. V druhém piipadé
jsou poly v pravé komplexni poloroving, coz predstavuje systém nestabilni. Protoze jak realné
tak 1 imaginarni slozky obou pola jsou nenulové, maji impulzni odezvy kmitavy harmonicky
prubéh. U prvniho, stabilniho systému zatlumeny, v druhém piipadé se vychylky kmitt s ¢a-
sem zvétSuji. Pokud by poly mély nejen tytéz imaginarni hodnoty, ale byly by umistény sy-
metricky vii¢i imaginarni ose, mély by oba systémy tentyz priabéh modulovych frekvencnich
charakteristik (z pribéhu modulovych charakteristik nestabilitu neni mozné poznat), ale fazo-
vou charakteristiku maji s opacnou polaritou.

6.3.7 Zpozd’ovaci ¢len

Zpozdovaci ¢len pouze zplsobuje posunuti vstupni funkce v Case. Jinak se jeho casovy
pribéh neméni. Defini¢ni rovnice proto neni diferencidlni, ma tvar

y(t) = x(t — to). (6.78)
Protoze ¢len realizuje pouze posun v Case, je jeho obrazova prenosova funkce
H(p)=e™", (6.79)

coz neni racionalni lomena funkce a tudiz formaln¢ nemé ani nulové body, ani poly.
Z ptenosové funkce je frekvenéni charakteristika (obr.6.21)

H(w)=¢ . (6.80)

To znamend, Ze jeji modul je jednotkovy ([H(w)|=1), faze se méni linearné s frekvenci
(p(®) = —tow), smérnice fazové charakteristiky je urena velikosti zpozdéni.

Im [H{)|
) 1
1 1
0 Re 0 P
H(e) ¢ 0
_ [deg] ®
gl
a) b)
a) b)

Obr.6.21 Frekvencni charakteristiky zpozdovaciho ¢lenu — a) v komplexni roviné; b) modulova a fa-
zova charakteristika
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6.4 Zakladni typy systémii pracujicich v diskrétnim case

Podobné jako spojité systémy, lze linearni systémy pracujici v diskrétnim Case realizovat
pomoci tii zdkladnich, 1 kdyz od spojitych systémt obecné odlisnych, ¢lent:
e proporcionalniho ¢lenu, tj. ndsobeni konstantou;
e zpozd'ovaciho Clenu,
e sumacniho (souctového) ¢lenu.
Piiklad:
Urcete realiza¢ni schéma systému popsaného diferencni rovnici
aly(kTVZ) + aOY(kTvz - Tvz) = bOX(kTVZ)J
resp. zkracené (6.81)
ary(k) + agy(k — 1) = box(k).
Reseni:
Preved’'me zadanou rovnici do tvaru X(
ary(k) = box(k) —agy(k —1).  (6.82)
a nasledné
b, a9
y(k)=—x(k)-—yk-1). (6.83)

a, a,

i

(i

2z —=Yy(-T)

y(iT-T)

Ptislusné realizac¢ni blokové schéma pak je
na obr.6.22. Obr.6.22 Realizacni schéma podle diferencni

rovnice (6.81)
6.4.1 Proporcionalni ¢len
Podobné jako v ptipad€ systémi pracujicich ve spojitém case je pribéh vystupni posloup-
nosti proporcionalniho ¢lenu tvarové shodny se vstupem, pomér vSech hodnot vystupni a
vstupni posloupnosti je roven ,,zesileni* a. To znamen4, Ze defini¢ni rovnice je ve tvaru
y(kT,,) = a-x(kTy,), resp. y(k) = a-x(k). (6.84)
Obrazova ptenosova funkce je pak urcena vztahem

H(z) = % =a. (6.85)

6.4.2 Zpozd’ovaci Clen

Na rozdil od spojitého Casu je zpoz-
dovaci ¢len u diskrétnich systémi X(iT) v(iT) = x(iT-T)
(obr.6.23) popisovanych nikoliv diferen- o— Z P
cidlnimi, nybrz diferenénimi rovnicemi,
jednim ze zékladnich vypocetnich ¢lent.

Je popsan diferen¢ni rovnici

y(kTy,) = x(kTy,— Ty,), resp. y(k) =x(k — 1). (6.86)

Ze vztahu pro Z obraz v ¢ase posunuté kauzalni posloupnosti odpovida definicni diferencni
rovnici

Obr.6.23 Schéma diskrétniho zpozdovaciho ¢lenu

Y(z) = X(2)-z" (6.87)

a z toho pro obrazovou pfenosovou funkeci je
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_ Y(Z) s = l
H(z) = X0 T (6.88)

Frekvenéni pienosovou funkci ziskdme po substituci z=e'™ do vyrazu (6.88) pro H(z),
mame tak

H(w) =H(e™™)=¢ ™ (6.89)
a pro normalizovanou vzorkovaci frekvenci
H(e™®)=¢". (6.90)

Srovname-li vztah (6.89) se vztahem (6.80) pro spojity ptipad, vidime, Ze oba vztahy jsou
ekvivalentni, pokud je zpozdéni ty = Ty,

6.4.3 Zakladni struktury systémii s diskrétnim ¢asem

Vzhledem k odliSnému vypocetnimu aparatu potiebnému pro vypocet vystupni posloup-
nosti diskrétnich systému (oproti systémiim spojitym) je i pon¢kud odli$na kategorizace jejich
zékladnich struktur.

Jako zékladni kritérium je povazovan tvar obrazové prenosové funkce. Podle n¢j délime
diskrétni systémy na:

o systémy s klouzavym priimérem (MA — moving average), jejichz prenosova funkce ma
tvar

Q(Z)

Hy, (2) =——=Q(2), (6.91)

kde Q(z) je polynom komplexni proménné z; z ptenosové funkce plyne, Ze diferencni
rovnice téchto systému je
y(k)=apx(k) + ajx(k — 1) + ...+ axx(k — m), (6.92)

o systémy autoregresivni’’ (AR) s pienosovou funkci ve tvaru

Ha@)=5 (Z) (6.93)
kde P(z) je opét polynom komplexni proménné z;
o systémy autoregresivni s klouzavym priumérem (ARMA), jiz maji pfenosovou funkci
v nejobecnéjSim tvaru
Q(2)
P(z)

H pua (2) = (6.94)

> Regrese (lat. regressus, od regredior, ustupuji) vyjadiuje zp&tny pohyb, ustup, navrat; odtud regresivni, ustu-
pujici. V tomto pfipadé je ndzvu autoregresivni pouZito, protoze k vypoctu vystupniho vzorku v ¢ase n piispivaji
kromé vstupniho vzorku v tomtéz Case pouze zpozdéné hodnoty vystupu (jak ostatné plyne z diferencni rovnice
uvedené v textu) Kromé tohoto speciﬁckého pouziti se pojmu regrese pouiivé i v mnoha j in}'/ch odborn}'ICh
néni, resp. ustup prlznaku nemoci), v biologii (navrat populace k diivéjsim typim v naslednych generacich), ve
statistice (vztah mezi stfedni hodnotou nahodné proménné a odpovidajicimi hodnotami jedné nebo vice nezavis-
lych proménnych), v astronomii (zpétny pohyb télesa na obloze), ...
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Teoreticky lze systémy spliujici pozadavky na
vlastnosti ur¢itého systému podle Woldova®® dekom- X(nT) y(nT)
pozi¢niho teorému realizovat kterymkoliv z uvede- ° °
nych typl systémovych struktur. Je to jen otazka slo-
zitosti, resp. fadu systému. Podle Woldova teorému

plati, ze: 7
e jakykoliv ARMA nebo MA proces mize byt jed- x(nT-T)
noznaéné reprezentovan AR systémem (mode- X(-T)l

lem), maximalné oo fadu;

e jakykoliv ARMA nebo AR proces miize byt re-
prezentovan MA systémem (modelem) maximal-
n¢ oo fadu.

Obr.6.24 Realizacni vypocetni schéema
sumacniho clenu 1. Fadu s pocatecni
podminkou u zpozd'ovaciho c¢lenu.

6.4.4 Systémy s klouzavym primérem

Sumacni ¢len 1. iFadu s konstantnimi koeficienty
Je zakladnim systémem s klouzavym primérem. Jeho defini¢ni diferen¢ni rovnice je

y(&)=x(k) +x(k - 1) (6.95)

realizovana pomoci vypocetniho schématu na obr.6.24. Obrazovou pienosovou funkci ma ve
tvaru

(6.96)
Z Z

a jeho modulova frekvencni charakteristika v normalizovaném frekvenénim pasmu (0, 1) vici
poloviné vzorkovaci frekvence je na obr.6.25a. Ze zobrazené charakteristiky je zfejmé, Ze
systém tak jak je definovan, nemd jednotkové zesileni na nulové frekvenci. Abychom toho
dosahli, je tieba ctit pozadavek vypoctu priméru, tj. kazdy ¢len souctu musi byt nasoben va-
hou odpovidajici pfevracené hodnoté poctu ¢lent v souctu. V nasem piipadé to znamend, ze
diferen¢ni rovnice musi mit tvar

HE 2T T 1 1 1 T T T [H(fw)l ©
[dB] 0 . . H H H H H | | | [dB]
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fn[-1 -1

a) b)
Obr.6.25 Frekvencni charakteristiky sumacniho clenu 1. 7adu s konstantnimi koeficienty — a) se zesi-
lenim 2; b) se zesilenim 1na nulové frekvenci

> Herman Ole Andreas Wold (*1908, Skien, Norsko, +1992, Svédsko) byl §védsky matematik a statistik profi-
lujici se zejména v oblasti analyzy ¢asovych fad a v ekonometrice. Za jeho doktorskych studii na univerzité ve
Stockholmu byl jeho $kolitelem Harald Cramér. Za jeho vedeni obhajil v roce 1938 dizertacni praci s ndzvem
~Analyza stacionarnich ¢asovych fad*.
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x(k) N x(k—-1)

y(k) = 2 5

(6.97)

a prenosova funkce

-1

H(Z)=1+Z :l i:1+z.

2 2 2z 2z
V tom ptipadé ma modulové frekvencni charakteristika tvar podle obr.6.25b. Sumacni systém
zdiraziuje nizké frekvence (systém s takovymi frekvencnimi vlastnostmi nazyvame dolni
propust), ptricemz prendsené pasmo je v pripade systému 1. fadu pomérné Siroké. Tuto vlast-
nost lze odvodit i z rozlozeni nul a polu prenosové funkce. Systém ma jeden pol v nule, tzn.
ze nemuze byt uz zadny stabilnéjsi diskrétni systém a jeden nulovy bod pro z =—1. Tedy pte-
nos pro polovinu vzorkovaci frekvence, kterd na jednotkové kruznici v komplexni roviné z

odpovida komplexni hodnot¢ z = —1, je nulovy.
Impulzni charakteristika zahrnuje vahy jednotlivych s¢itanct, tj. pfi jednotkovém zesileni

(6.98)

h(k)={0,50,500 ...} (6.99)
a prechodova charakteristika, ktera je podle (5.38) dana sou¢tem prvkd impulzni odezvy je
g(k)=140,5;1;1; ...}. (6.100)

Fazova frekvenéni charakteristika je vzhledem k symetri¢nosti impulzni charakteristiky li-
nearni, sumacni Clen tedy nezavadi do zpracovavané posloupnosti fazové zkresleni. Velikost
hodnot impulzni odezvy nema v tomto pfipadé na tvar fazové charakteristiky vliv.

Sumacni ¢len n-tého idadu s konstantnimi koeficienty

Prodlouzeni sumacéniho okna na n vzorku re- x(k) y(k)
prezentuje diferen¢ni rovnice (realizacni sché- ° °
ma je na obr.6.26)

X(-1)

y(k)=Yax(k—i). 6.101) |
- x(-2)o] 2z
|

kde vahové koeficienty a; mohou obecné naby-
vat jakekoliv realné hodnoty, které posléze ur-
cuji tvar frekvencnich charakteristik systému.
V elementarnim ptipad€ predpokladejme vahy
s likosti +-1i by hova ‘odnotko- T 77\
a; teze velikosti. Ma-li byt zachovano jednotko @/

x(-n)oq 2z

vé zesileni soustavy, pak a; = 1/n pro viechna i. X(k-n)
Obr.6.26 Realizacni schema sumacniho clenu
n-tého radu
[H(fw)| ° [H(fw)] ©
[dB] [dB]
20 -20

773 SO LML SR PO . 1. UL OO 0

. S R T S T S S S 50
Ei[][J 0

o(fn) 100 N o(fn) 100
[deg] H ' ' H H H + | H [deg] .

0 ER S NN NN SN I R N N
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

fu[-]

a)
0br.6.27 Frekvencni charakteristiky sumacnich clenii proa) n =3 a b) n =6
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Obrazova ptenosova funkce je
b b
H(z) = Y(@) =b,+bz' +..4+b,z" =b, +——+..+
(2) z z

n_

n

(6.102)

n

z z
Frekvenéni charakteristiky pro n = 3 a pro n = 6 jsou na obr.6.27. Protoze impulzni charak-
teristika urCend posloupnosti vahovych koeficienti ma obdélnikovy tvar (vSechny vzorky
impulzni odezvy jsou téze velikosti), je modulova frekvencni charakteristika dana funkci
sinx/x (srovnejte s vysledky piiklada v kap.2.5, resp. 2.6), ovSem frekvencné deformovanou
tim, jak se rizni frekvencni osa spojitych a diskrétnich systéma. Nicmén¢ zlstava pravidlo —
¢im je delsi sumacni okno, tim uzsi je propustné frekvencni pasmo na dolnich frekvencich a
naopak. Pocet ¢lenti v sumaénim okné také urcuje pocet nulovych bodii na frekvenéni charak-
teristice v pasmu (0, f,,) (pfipominame, ze charakteristiky zobrazené na obrazcich v této kapi-
tole jsou normované viici f,,/2). Fazova charakteristika je opét linearni (impulzni charakteris-
tika je symetrickd viici svému stiedu), zlomy se zménami o 180° odpovidaji zméné polarity
funkce sin(x)/x pti prachodech nulou.

_byz" +bz" +..+b, _Z“:biz“_i
= = .
i=0

Diferencni clen

Diferencni €len prvniho tadu je specialni pfipad sumacniho Clenu s vdhovymi koeficienty
bo =1, by =—1, resp. pro zachovani jednotkového zesileni na f,,/2 by = 0,5, b; =-0,5. Dife-
renéni rovnice pak je

y(k)=x(k) — x(k — 1), resp y(k) = 0,5x(k) — 0,5x(k — 1) (6.103)

Obrazova pienosova funkce tohoto diskrétniho ¢lenu je (pro ptipad s jednotkovym zesile-

nim)
-1

1-z= 1 _1_1-z (6.104)

2 2 2z 2z
Frekvenc¢ni charakteristika tohoto systému je na obr.6.28a. Pfenosova funkce ma jeden nu-

[H(fw)] ©
[dB]
20

[H(fu)| ©
@8] .,

40

% S N A N NS S S N

@(fn) 100
[deg]

e S S e S e

0br.6.28 Frekvencni charakteristiky diferencnich ¢lemii proa) n =1 a b) n =3

lovy bod pro z = 1, mé tedy nulovy pfenos na nulové frekvenci. Na rozdil od sumaé¢niho ¢lenu
diferen¢ni Clen zdaraziuje slozky vstupni posloupnosti s vys$imi frekvencemi, systém
s takovymi frekvencnimi vlastnostmi nazyvame horni propusti. Impulzni charakteristika ma
nenulové vzorky h(k) = {0,5, —-0,5}. Je tedy antisymetricka vii¢i svému stfedu, fazova charak-
teristika je proto opét linearni. Pfechodova charakteristika ma vzorky g(k) = {0,500 ...}, ma
tedy tvar diskrétniho impulzu.

Diferen¢ni systémy n-t¢ho fadu (n-tou diferenci rozumime diferenci (n-1)-niho tadu)
s jednotkovym zesilenim jsou definovany diferencni rovnici
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x(k)— G};(k 1)+ (Izljx(k —2)— o+ (=) x(k—n)
e . (6.105)
(')

y(k)=

i=0 \ 1
a maji ptrenosovou funkci definovanou vztahem

n n) , (n)} L)
(Oj—(lj-z +(2J-Z -+ (=1 [nj-z (- .
HAn(Z): = 2 )

e —— (6.106)
o o

i—0 \ 1 i—o \ 1

Znamena to, ze prenosova funkce ma n-nasobnou nulu pro z = 1, je proto zachovan mono-
tonni rostouci pribéh modulové frekvencni charakteristiky v pasmu (0, f,,/2), prubéh charak-
teristiky je ale strmé&jsi (frekvencéni charakteristiky pro n =3 je na obr.6.28b - tvar modulové
charakteristiky je sice tyz jako pro n = 1 na tomtéz obrazku, ale uvédomme si, ze je zcela od-
li8né méfitko na y-ové ose grafu).

6.4.5 Autoregresivni systémy

Autoregresivni systém 1. Fadu

Charakter autoregresivniho systému 1. fadu se méni v zavislosti na znaménku, se kterym
do vypoctu vstupuje zpozdény vzorek vystupni posloupnosti. Uvazujme proto dvé varianty
diferen¢ni rovnice

y(k) — y(k = 1) =x(k), (6.107)
resp.
y(k) —y(k —1)=2x(k) (6.107a)
pro systém s jednotkovym zesilenim na nulové frekvenci a
y(k) + y(k - )=x(k), (6.108)
resp.
y(k) + y(k — 1) = 2x(k). (6.108a)

Rozeberme nejdiive prvni pfipad. Vypocetni schéma tohoto systému, odpovidajici dife-
ren¢ni rovnici

y(k) =2x(k) + y(k - 1), (6.109)
je na obr.6.29.
Jeho obrazové ptenosova funkce je dana vztahem
Y(z) 2
H - = =
@ =X 17 z-1 O110) y(K)

(srvn. se vztahem (5.17) pro transformaci Z kumula-
ce).
Ptenosové funkce ma jeden nulovy bod pro z =0

y(k-1) 7

vvvvvv

jeden podl pro z= 1. Protoze pol lezi na jednotkové l yi-1)
kruznici, znamena to, Ze systém je na mezi stability.  opr.6.29 Realizacni schéma autoregre-
Poloha pélu také znamena, ze systém ma rezonancni  sivniho systému 1. Fadu podle rov.(6.109)
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Obr.6.30 Frekvencni charakteristiky autoregresivniho systému 1.7adu a) podle rov.(6.107a); b) podle
rov. (6.108a)

maximum na f= 0. Frekvenéni charakteristiky odpovidajici témto zavérlim jsou na obr. 6.30a.

Impulzni charakteristika je diky zpétné vazbé nekonecna (mé nekone¢né¢ mnoho prvki) a
1ze ji urcit jako odezvu na jednotkovy diskrétni impulz. Obdobné i ptechodovou charakteristi-
ku.

Piiklad:

Urcete pribéh impulzni a prechodové charakteristiky autoregresivniho systému 1. fadu ur-
¢eného diferencni rovnici podle vztahu (6.107a), resp. (6.109).

Reseni:

Impulzni charakteristika je odezva systému na jednotkovy diskrétni impulz, jehoZ priibéh
je podle vztahu (3.9) 6(k) = {1, 0, 0, ...} pro k > 0. Vypocet probéhne podle diferen¢ni rovni-
ce (6.109), predpokladejme pocatecni podminku y(—1) = 0. Pak

y(0)=2x(0)+y(-1)=2-1+0=2;

y(1)=2x(1) +y(0)=2-0+2=2;

y(2)=2x(2)+y(1)=2-:0+2=2;

y(3)=2x(3) +y(2)=2-0+2=2;

..., atd.

Z toho plyne, ze h(k) = {2, 2, 2, 2, ...}, k > 0. Podle modulové frekvencni charakteristiky
systému (obr.6.30a) je dominantné preferovana stejnosmérnd slozka vstupni posloupnosti,
tomu odezva na buzeni jednotkovym impulzem odpovida, vysledek je posloupnost o kon-
stantni Urovni.

Ptechodova charakteristika je odezva systému na jednotkovou skokovou posloupnost, jejiz
pribéh urcuje vztah (3.10) o(k)= {1, 1, 1, 1, ...} pro k > 0. Vypocet opét provedeme pomoci
diferencni rovnice (6.109) s toutéz pocatecni podminkou y(—1) = 0. Je tedy

y(0)=2x(0) +y(-1)=2-1+0=2;

y(1)=2x(1)+y(0)=2-1+2=4;

y(2)=2x(2) +y(1)=2-1 +4=6;

y(3)=2x(3)+y(2)=2-1+6=28;

..., atd.
Vysledna posloupnost g(k) = {2, 4, 6, 8, ...} je linedrné rostouci, jak se slusi a patfi na ku-
mulacni proces, ktery reprezentuje obrazova prenosova funkce. 0o

Obrazova ptenosova funkce systému s diferencni rovnici podle vztahu (6.108a) je
Y(zy 2 2z

H(Z):X(z)_l+z_1 Cz+1

(6.111)
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a odpovidajici realiza¢ni diferen¢ni rovnice ma tvar
y(k) =2x(k) —y(k - 1). (6.112)

Ptenosova funkce ma p6l v bod¢€ z =—1. To znamena, Ze systém je opét na mezi stability a
modulova frekvenéni charakteristika ma rezonan¢éni extrém na frekvenci f = f,,/2. Frekvenc¢ni
charakteristiky odpovidajici tomuto rozboru jsou zobrazeny na obr.6.30b.

Podobné¢ jako v piedchozim prikladu je diky zpétné vazbé impulzni charakteristika neko-
necna.

Piiklad:

Urcete pribéh impulzni a prechodové charakteristiky autoregresivniho systému 1. fadu ur-
¢ené¢ho diferencni rovnici podle vztahu (6.108a), resp. (6.112).

Reseni:

Impulzni charakteristiku ur¢ime pomoci diferencni rovnice (6.112), ptfedpokladejme opét
nulovou poc¢ate¢ni podminku y(-1) = 0. Pak

¥(0) = 2x(0) — y(-1) =2:1 -0 =2;
y(1)=2x(1)-y(0)=2-0-2=-2; H(f)| ©
y2)=2x(2) -y()=20-(2)= @8

0

2;
¥(3)=2x(3) -y =20-2=-2; ’
Podobné pro piechodovou charak- 0
teristiku je
y(0)=2x(0)—y(-1)=2-1-0=2; Q(fn) 0 e
y(1) =2x(1) - y(0) =2-1 -2 =0; R ATt SRS S S T
¥2)=2x(2) - y(1) =21 -0=2; Y T O == sl Y
O =20 YD=21-220
Pokud ma systém dominantné pre- o5 D.I1 D.IZ D.IS D.Id D.}S D.IB D.IT D.IB D.|9 1
ferovat frekvencéni slozku s frekvenci -
rovnou poloviné vzorkovaci frekven- Obr.6.31 Frekvencni charakteristiky autoregresivniho
ce a je-li systtm na mezi stability, systému podle rov.(6.113)

pak je logické, Ze impulzni odezva je

periodickéd s dvouvzorkovou periodou. Stejnou periodu ma i prechodova odezva. Jeji perio-
dicka slozka je navic pfictena ke konstantni rovni, vyplyvajici z charakteru budici posloup-
nosti.

Zatimco linearni spojité systémy 1. fddu nemohou kmitat - k tomu je potieba dvou kom-
plexné sdruZzenych poli. Tedy spojity kmitavy ¢lanek musi mit minimalng 2. fad, u diskrétni-
ho linedrniho systému vlivem zpozdéni zptisobeného vzorkovanim je situace ponékud jina, je
ale omezeny vybér frekvenci, na nichZ autoregresivni systém 1. fadu mize kmitat pouze na
f=1,,/2.

U nekonecné dlouhé impulzni charakteristiky lze obtizné urcit jeji stfed, dle kterého by-
chom usoudili, zda je impulzni charakteristika symetrickd ¢i antisymetricka ¢i nikoliv.
Nicméné viici kterémukoliv vzorku vypocitané nekone¢né impulzni odezvy, ktery se nachézi
v nekonecnu, mizeme povazovat (hodné¢ intuitivné a matematici se snad nebudou za tuto ve-
lice hrubou tivahu moc zlobit) impulzni charakteristiku za symetrickou. Fazova charakteristi-
ka je linearni. oo

Pokusme se nyni pon€kud napravit mezni stabilitu systému, kterd mize plsobit potize
napf. diky zaokrouhlovacim chybam pii vypoctu vystupni posloupnosti. Abychom stabilitu
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soustavy zvysili, je potifeba posunout pol prenosové funkce smérem k pocatku soufadnicové
soustavy. Ovéifme proto chovani soustavy s pienosovou funkci napf.

Yz 19 19z

H(z)= = — = .
X(z) 1+0,9z z+0,9

(6.113)

Pfenosova funkce ma po6l na redlné hodnoté z =—0,9, coz znamena, ze dominantné zesilo-
vand frekvence zustava taz, jako v ptipad¢ systému popsaného vztahy (6.108a), resp.(6.111).
Pokud se ale pdl nenachéazi na jednotkové, tj. na frekvencni kruznici, pak modulova frekvenc-
ni charakteristika nema na f = f,, nekone¢nou hodnotu, rezonan¢ni extrém se snizi (na urc¢itou
kone¢nou hodnotu) a rozsiii se. Frekvencni charakteristiky tohoto systému jsou zobrazeny na
obr.6.31.

Piiklad:

Urcete hodnotu modulové frekvencni charakteristiky pro f=f,,/2 systému s pienosovou
funkci podle vztahu (6.113).

Reseni:

ProtoZze frekven¢ni modulova charakteristika je dana modulem obrazové prenosové funkce
pro z na jednotkové kruznici, tj. pro substituci z = &, resp. z = " pro konkrétni vzorkova-
ci frekvenci ¢i periodu. Pro frekvenci odpovidajici poloving vzorkovaci frekvenci je z =—1.
Dosad’'me tedy do ptenosové funkce

1,9 L9-(-1) -19
H(Z) = 4 z =2 ( ) = L

z+09 —-1+09 -0,

19.

Protoze modulovou charakteristiku mame zobrazenou v dB, uréeme kolika decibelim pomér-
na hodnota Hag+s(z) = 19 odpovida. Takovou hodnotu spocitime podle vztahu

H(Z)| s =20logH . (2) =201l0g 19~ 25,6,

coz je urcité hodnota, jiz Ize odecist i z charakteristiky na obr.6.31. 00O

Piiklad:

Urcete pribéh impulzni charakteristiky autoregresivniho systému 1. fadu ur¢eného dife-
renni rovnici podle vztahu (6.113).

Reseni:
Pro vypocet impulzni charakteristiky pouzijme téhoz postupu jako v pfedchozich piikladech

této kapitoly. K vypoctu pouZzijme diferen¢ni rovnici odvozenou z obrazové prenosové funkce
podle (6.113), t;.

y(k) = 1,9x(k) - 0,9y(k — 1)
a standardné pocatecni podminku y(—1) = 0. Pak pro impulzni odezvu je

y(0)=1,9-x(0)-0,9y(-1)=1,9-1-0,9-0=1,9;

y(1)=1,9-x(1) -0,9-y(0)=1,9-0-0,9-1,9 =-1,71;

y(2)=1,9-x(2)-0,9-y(1) =2:0-0,9-(-1,71) = 1,539;

v(3)=1,9-x(3)-0,9-y(2) =2-0-0,9-1,539 =—1,3851;

..., atd.

Hodnoty impulzni odezvy v tomto piipad¢ poc¢itame podle vztahu h(k) = (—l)k- 1,9:0,9 pro
k > 0. Impulzni charakteristika mé tedy tlumeny kmitavy charakter. Tlumeny pribé¢h mizeme
vysvétlit pozici polu prenosové funkce uvnitt jednotkové kruznice, tento prubéh ma také po-
nékud odlisny priibéh spektra odpovidajici tvaru frekvencni charakteristiky, pfenos na polo-
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vicni vzorkovaci frekvenci jiz neni nekone¢ny, hodnoty pfenosu pro vSechny frekvence jsou
kone¢né a prislusné se podileji na ovlivnéni spektra impulzni odezvy. (N

Autoregresivni systém 2. iadu
Autoregresivni systém 2. fadu je obecné definovan diferencni rovnici

y(k) + bi-y(k — 1) + byy(k — 2) = ap-x(k), (6.114)

kde parametry ag, b; a by urCuji frekvenc¢ni vlastnosti daného systému. Koeficienty nemohou
byt libovolné, musi byt kombinaci bud’ dvou realnych, nebo dvou komplexné sdruzenych po-
It pfenosové funkce. V nésledujicim textu se nebudeme zabyvat jak urcit tyto parametry, aby
soustava mela pozadované vlastnosti, rozebereme si jen néckolik typickych ptipadi.
K vysloveni mnohych dil¢ich zavéra o vlastnostech analyzovanych soustav bude mozné pou-
zit zkuSenosti ziskané analyzou dfive popisovanych systémt.

Zatnéme systémem definovanym diferen¢ni rovnici

y(k) + y(k — 2) = 2-x(k), (6.115)
tj. rovnici s parametry ap = 2, b; =0 a b, = 1. Obrazova pfenosova funkce v tomto piipad¢ je
2 27° 27°
H,,(2) = = (6.116)

1+z72 Z2+1 (z+j)(z-))

Ptenosova funkce ma jednotkovy pienos pro z = 1, tj. nulovou frekvenci, i pro z =—1, tj.
pro f=f,,. Ma dva komplexn¢ sdruzené pdly, jejichz redlna slozka je nulova a lezi na imagi-
narni ose a soucasné jednotkové kruznici v poloze, kterd odpovida ¢tvrtiné vzorkovaci frek-
vence (obr.6.32a). Modulova frekven¢ni charakteristika ma proto rezonan¢ni maximum na
frekvenci rovné Ctvrtingé vzorkovaci frekvence (obr.6.32b). Systém, ktery propousti pouze
urcité frekvencni pasmo, oznaCujeme jako pdsmovou propust. Systém je na mezi stability,

vvvvvv

odu Ctyfi vzorky.
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Obr.6.32 a) Poloha polit systéemu podle -100; _i ' ‘ | i ‘ _i ‘
(6.116) v komplexni roviné z; b) jeho fu[-]
frekvencni charakteristiky

Piiklad:

Urcete pribéh impulzni charakteristiky autoregresivniho systému 2. fadu ur¢eného dife-
ren¢ni rovnici podle vztahu (6.116).

ReSeni:
Pro vypocet impulzni charakteristiky pouzijme jiz diive osvéd€eného postupu s diferencni
rovnici
y(k) =2-x(k) — y(k - 2),
a pocateénimi podminkami y(-1) = y(-2) = 0.
Pro jednotlivé vzorky impulzni odezvy je
y(0)=2-x(0) —y(-2)=2-1-0=2;
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y(1)=2x(1)—y(-1)=2-:0-0=0;
y(2)=2x(2)-y(0)=2:0 -2 =-2;
y(3)=2x(3)—y(1)=2:0-0=0;
y4)=2x(4) -y(2)=2-0-(-2)=2;
y(5)=2-x(5)-y(3)=2:0-0=0;

..., atd.
Experimentalné je tak ovéfeno, ze impulzni charakteristika tohoto systému je periodicka s
periodou ¢ty vzorkad. (N

Jak by se zménily vlastnosti systému, kdyby se v diferen¢ni rovnici zménilo znaménko u
parametru b, a diferen¢ni rovnice by byla

y(k) — y(k — 2) = 2-x(k)? (6.117)

Postup analyzy je stale tyz, snad mtize byt pomickou zobrazeni frekvencnich charakteris-
tik takto definovaného systému (obr.6.33).

60 T T T T T T T v , M 4 Y r
'Tc(jfB"]” L Dal$im namétem pro Gvahy miize otazka

40 jak se zméni chovani autoregresivni sousta-
vy 2.tf4du s parametry b, =—\/2, b=1 a
ap=2+\2?

Ptenosova funkce tohoto systému ma tvar
2

z
222241
27°

V2o N2 W2 A

(Z—T—J*)(Z—*ﬂ*)

20

0

@(f) 100

[deg] ., H(z) =

0

50

-100

2 2 2
Obr.6.33 Frekvencni charakteristiky autoregre- (6.118)
sivatho systému 2. radu definovaného diferencni . 1o
., To znamend, ze argument obou poll je
rovnici (6.117)

1+45°, coz odpovida osminé vzorkovaci frek-
vence. Pdly leZi na jednotkové kruZnici, systém je na mezi stability. Impulzni charakteristika
je periodicka s periodou osm vzorkd.
Dale miZeme zvazit, jaky vliv by mélo posunuti poli ke stiedu jednotkové kruznice u sys-
tému, napt. definovaného vztahy (6.115), resp. (6.116) nebo naopak ekvivalentn¢ vné jednot-
kové kruznice, podobné¢ jak se zkoumalo u systému s ptfenosovou funkci podle (6.113).

Autoregresivni systém n-tého iadu
Autoregresivni systém n-té¢ho fadu je definovan diferen¢ni rovnici

y(k) + bry(k — 1) + by y(k —2) + ...+ by y(k —n) = apx(k), (6.119)
piip. pfenosovou funkci
2
H \ra (2) = —. (6.120)

l1+b,z" +b,z” +..+b,z"

Maji-li byt koeficienty b; redlné, musi mit obrazova pfenosova funkce poly bud’ realné, ne-
bo komplexné sdruzené. Znamena to, Ze jakykoliv autoregresivni systém vyssiho fddu muze-
me vytvofit sériovym zapojenim autoregresivnich systému 1. ¢i 2. fadu, jejichz vlastnosti jiz
umime rozpoznat. A jaky vliv ma sériové zapojeni dil¢ich soustav na vlastnosti vysledného
systému, uz také vime.

Takze vlastné vime vSechno podstatné a diilezité. Co vic si Ize na konci této publikace
prat?
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Summary

The book “Signals, Time Series, and Linear Systems” provides introduction into the field
of time data processing. It was written with support of the ESF grant No.
CZ.1.07/2.2.00/07.0318 “Multidisciplinary Innovation of Study in Computational Biology”.

The first chapter aims to be inspiring and motivating, introduces fundamental terms and
numerous practical examples, in which the knowledge obtained hereinafter can be employed.

Two subsequent chapters deal with methods for description of time functions and series.
Time functions and series in time domain are described at first. Terms convolution and corre-
lation are explained in very details. The term frequency spectrum is subsequently introduced
and methods for transformation from time to frequency domain and vice versa are described.
Terms such as Fourier series, Fourier transform, Fourier transform in discrete time, and dis-
crete Fourier transform, respectively, are defined for this purpose. Ways of their application
for basic functions and series are described and typical shapes of frequency spectra for spe-
cific selected functions and series are shown, as well.

The second part of this publication is focused on linear system operating in both continu-
ous and discrete time mode. Basic methods of input/output description of linear systems are
presented by means of differential and difference equations, respectively, transfer functions
and their properties, by means of frequency and time (impulse, transient) responses.

The last chapter deals with fundamental computational structures of linear systems. Basic
forms of system connections — serial, parallel and feed-back connection — are explained and
the chapter is concluded with description of fundamental continuous and discrete realizations,
such as proportional, integrative, derivative and real derivative blocks for continuous time.
For the discrete time, the chapter particularly emphasizes basic structures with moving aver-
age and autoregressive systems.

The lessons are often accompanied with illustrative examples that explain principle of the
described methods.
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