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Predmluva

Publikace Biostatistika je soucasti série ucebnich text vzniklych v ramci feSeni projektu
ESF ¢. CZ.1.07/2.2.00/07.0318 ,,VICEOBOROVA INOVACE STUDIA MATEMATICKE
BIOLOGIE®, ktery je zaméfen na zkvalitnéni a rozSifeni vyuky kliCovych piedméta
studijniho oboru Matematickd biologie akreditovaného pod Piirodovédeckou fakultou
Masarykovy univerzity. Cilovymi Ctendii jsou tak studenti matematické biologie, kterym
chceme timto ucebnim textem podat srozumitelny piehled zékladl biostatistiky v kontextu
hodnoceni biologickych a klinickych dat. Vzhledem k rozsahu skript vSak bylo nutné vybrat
pouze klicové metody, bez nichz si nelze zpracovani dat vibec piestavit, a na fadu
pouzivanych metod se tak v tomto textu viibec nedostalo. Skripta proto neslouzi jako nadhrada
prednasek, slouzi pouze jako jejich doplnéni.

Tato publikace nema v zadném piipadé ambici nahradit jakykoliv stavajici ucebni text
o biostatistice i statistickych metodach. Pro studenty i dal$i ¢tenafe je totiz vzdy lepsi Cerpat
z vice zdroji a udé¢lat si o dané problematice komplexni obrazek. V biostatistice toto plati
dvojnésob, nebot’ co autor, to jiny thel pohledu a jina zkuSenost s praktickymi aplikacemi.

Nasim cilem bylo podat biostatistické metody korektné¢ nejen z teoretického, ale
1 z praktického hlediska. Proto je kromé¢ teoretického zdzemi jednotlivych statistickych metod
text zaméfen také na praktickou stranku hodnoceni dat, a to zejména na nastrahy, které mohou
kohokoliv pfi zpracovani konkrétnich datovych soubort potkat, at’ uz pti vypoctech nebo
interpretaci vysledkii. Doufame tedy, ze publikace Biostatistika poslouzi studentim nejen
jako pftiprava ke slozeni zkousky, ale také jako referencni text pro statistické zpracovani dat
v ramci bakalafskych a diplomovych praci.
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1 Uvod do biostatistiky

Biostatistika je védni obor na pomezi matematické statistiky a véd o Zivych systémech.
JednoduSe ji lze charakterizovat jako aplikaci a vyvoj statistickych metod pro feSeni
biologickych a klinickych problémd. Jinak feceno, nasi snahou je ziskani uzitecné informace
z pozorovanych dat. Tou muze byt prosty popis stavu sledovaného souboru, identifikace
faktord ovliviiyjicich jeho chovani, nebo rozhodnuti o n¢jaké jeho neznamé charakteristice.
Ziskana informace pak nemusi mit viibec zadny disledek a mtze slouzit pouze pro informaci
hodnotitele, nebo naopak, mize vést k vyrazné¢ zméné lidské Cinnosti, napi. ke zméné
metodickych a lé¢ebnych postupii nebo klinickych doporuceni. Ptikladem muze byt
hodnoceni ucinnosti a bezpe€nosti 1écivych piipravkl v klinickych studiich [33].

Biostatistika ma zdsadni postaveni v dnesni véd¢ a vyzkumu, kdy fada védeckych
Casopist nepfijme k publikaci experimentalni vysledky bez jejich statistického zpracovani
s pouzitim metod, které 1ze povazovat za standardni pro danou védeckou oblast. V hodnoceni
biomedicinskych dat je tento fenomén patrny zfejmé nejvice, vyznam aplikace statistickych
metod v této oblasti 1ze dokumentovat tim, ze jej prestizni americky casopis The New England
Journal of Medicine zatadil v roce 2000 mezi 11 nejvyznamnéjSich udalosti, které¢ ovlivnily
medicinu 20. stoleti [18].

Je v8ak pouZiti statistickych metod pro ziskavéani informaci nezbytné? Neni mozné se bez
nich obejit? Odpoveéd je jednoznacna, neni mozné se bez nich obejit. Diivodem je tendence
lidského uvazovani dé€lat jasné zavéry znejasnych podkladi, pficemz tento fenomén byl
pozorovan jiz u osmimeési¢nich déti [35]. Jinymi slovy, lidsky mozek ma schopnost délat
ukvapené zavéry, z cehoz plyne, Ze v mnoha oblastech lidské €innosti, biologii a medicinu
nevyjimaje, nelze pti hodnoceni vysledktl experimentd ¢i pokust spoléhat vyhradné na selsky
rozum. Védci a odbornici tak vyuzivaji biostatistiku, respektive statistiku a jeji metodickeé
zazemi k tomu, aby se pii hodnoceni experimentli na zékladé limitovanych dat a udaji
nedopousteli nespravnych interpretaci a zavérta [17].

Jak jiz bylo naznaceno, biostatistika primarné vychazi ze statistiky, jejich hranice vSak
nejsou ostré. Biostatistika je navic Casto zaménovana s analyzou dat, se kterou miize mit
spole¢ny cil a nékdy 1 metodiku. Rozdily mezi témito tfemi oblastmi lze shrnout nasledovné:

e Statistika je primarné¢ zaméfena na teoretické aspekty, respektive na vyvoj metod a
algoritmti. Nicmén¢€ 1 vyvoj ve statistice byl a je motivovan realnymi problémy, cilem je
vSak zejména jejich adekvatni teoretické feseni.

e Biostatistika piedstavuje propojeni znalosti statistickych metod a dané problematiky
v feSeni biologickych a klinickych uloh. Biostatistika také zahrnuje metodicky vyvoj,
nicméné vzdy je primarné orientovana na feSeni konkrétniho biologického a medicinského
problému, je tedy zamétena pievazné prakticky.

e Analyza dat je velmi obecna oblast, kterd nemusi byt nutné spojovana se statistickymi
metodami a kterd prostupuje riznymi odvétvimi. Zahrnuje komplexni postupy pro
ziskavani informaci z dat, v¢etné jejich zpracovani a piipravy, tedy Cisténi dat, analyzu
odlehlych pozorovani a koédovani dat. Metody analyzy dat mohou i nemusi mit
matematicky zaklad, casto se napf. setkdvame v analyze dat s metodami a algoritmy
dolovéani dat.



1.1 Cil biostatistiky a zakladni pojmy

Hlavnim cilem biostatistiky je ziskdni informace o tzv. cilové populaci (zdakladnim
souboru), jejiz prvky jsou nejcastéji dany vymezenim spole¢nych vlastnosti. Pfikladem muze
byt populace pacientek s karcinomem prsu, populace muza starSich 60 let nebo populace
motylt druhu Papilio machaon. Na druhou stranu, prvky cilové populace mohou byt dany 1
vyétem, miizeme napi. studovat populaci zdravotnickych zatizeni v CR, populaci studentii
oboru Matematickd biologie nebo populaci zaméstnanct Institutu biostatistiky a analyz
Masarykovy univerzity. Ve vétSin€ piipadi je vSak zjiStovani sledovanych charakteristik
u vSech subjektl cilové populace neredlné a my jsme v naSem badani omezeni pouze na Cast
cilové populace, tzv. vybér z cilové populace (experimentdalni vzorek) [38].

Experimentalni vzorek pfedstavuje podsoubor cilové populace zahrnuty v nasi studii
nebo experimentu. Jinak feceno, je to skupina subjektli, kterou mame k dispozici a kteréd
piedstavuje pozorovani cilové populace. Sledované vlastnosti experimentalniho vzorku pro
hodnoceni pfevedeme na cCiselné vyjadieni (data). Ta jsou diale predmétem naseho zdjmu,
nicmén¢ to, jak budeme dale postupovat pii jejich hodnoceni, do zna¢né miry zavisi na ucelu
studie nebo experimentu. Obecné se da fici, ze predpokladame urcité pravdépodobnostni
chovani (model) studované cilové populace a tim i1 experimentalniho vzorku. Konkrétni
problém nésledné vyjadiime v nasem modelu jako hypotézu, jejiz platnost vyhodnotime na
zéklad¢ vybraného modelu a pozorovanych dat.

Charakteristika sledovana u cilové populace se nejCastéji oznacuje jako zmak. Jinak
feCeno, znaky odpovidaji sledovanym vlastnostem subjekti cilové populace. Dle povahy
popisu jednotlivych variant daného znaku délime znaky na kvalitativni a kvantitativni.
Miizeme-li jednotlivé varianty vyjadfit slovné, mluvime o znaku kvalitativnim. Naopak,
muizeme-li varianty vyjadfit ¢islem, mluvime o znaku kvantitativnim. Slovni vyjadfeni jsou
pro jakékoliv matematické zpracovani nevhodna, proto i varianty kvalitativniho znaku
pfevadime na ¢isla (na rozdil od kvantitativnich znakii jsou vSak tato ¢isla pouze pomocné a
nemaji vétsinou Zadnou interpretaci). Ciselnou reprezentaci daného znaku, kterd je nezbytna
pro statistické zpracovani, pak nazyvame veli¢inou. Vzhledem k tomu, Ze ve statistice a tudiz
1 v biostatistice reprezentujeme skutecnost matematickym modelem, ve kterém hraje roli
nahoda, pfedstavuje méteni daného znaku u jednoho prvku experimentélniho vzorku vysledek
nahodného pokusu. V tomto piipadé nazyvame CcCiselnou reprezentaci daného znaku
nahodnou veli¢inou. Konkrétni Ciselny vysledek ndhodného pokusu, tedy pozorovanou
hodnotu ndhodné veli¢iny u i-t¢ho prvku experimentdlniho vzorku, pak oznacujeme jako
realizaci nahodné veli¢iny. Nahodna veli¢ina mé v biostatistice kliCové postaveni, nebot je
zékladnim konceptem vSech biostatistickych uloh, v detailu se ndhodné veli¢in€é vénuje
kapitola 3.

1.2 Typy biostatistickych uloh

Existuje n€kolik typi biostatistickych tloh, ¢tyfi z nich jsou vSak zakladni:

e Popis cilové populace — Popisem myslime sumarizaci sledovanych znakt (veli¢in) cilové
populace. Jde o grafické a pocetni techniky vedouci k vyjadfeni informace z dat
v srozumitelné, korektni arozsahem akceptovatelné podobé. Presnéji feceno, casto
nepiehledné zdznamy o jednotlivych subjektech hodnoceni (primdrni data) jsou nahrazeny
vypocitanymi hodnotami, které nazyvame sumdrni statistiky. Ty ptedstavuji odhady
parametrii modelu cilové populace. Popis musi pravdivé odpovidat primarnim datim bez
ztraty podstatné informace. Pfinos popisné analyzy je ale podminén adekvatné zvolenou
sumarizaci, Spatna volba sumdrni statistiky mize znehodnotit celou praci.



Srovndni skupin — Na rozdil od popisné statistiky, u srovnavacich postupt vétSinou
vychazime z néjaké hypotézy nebo predpokladu o sledovaném znaku (veli¢ing), ktery
méfenim a ndslednym testovdnim ovéfujeme. Jinak feCeno, testovani hypotéz
o sledovanych veli¢inach se zabyva rozhodovanim o platnosti stanovenych hypotéz na
zékladé pozorovanych dat. Platnost hypotéz ovefujeme pomoci statistického testu —
rozhodovaciho pravidla, které¢ kazdému nahodnému vybéru ptifadi pravé jedno ze dvou
moznych rozhodnuti — hypotézu nezamitame nebo hypotézu zamitame.

Regresni analyza — Velmi Casto zaznamendvame u sledovanych subjektd vice znaki
zaroven stim, Ze nds zajimd, jestli mezi nimi existuje n¢jaky vztah. Regresni metody
slouzi k modelovani a kvantifikaci tohoto vztahu. Hlavnim cilem je vysvétlit pozorovanou
variabilitu ve sledovanych znacich a odhaleni ptipadné spoleéné tendence ve vyskytu
jednotlivych hodnot téchto znakd. Klicovou roli v regresni analyze hraji stochastické
modely, jejichz nejjednodussim ptikladem je korelacni analyza.

Predikce a klasifikace — Cilem prediktivniho modelovani a klasifikacnich algoritmt je
pfedpovédét neznamé hodnoty, které jsou v piipadé prediktivniho modelovani vétSinou
kvantitativniho charakteru, zatimco v pfipad¢ klasifikace jsou to vétSinou kategorie.
Hlavni pointa je stejnd jako v pfipad¢ regresniho modelovéni, tedy primarné je tfeba
modelovat pozorovanou variabilitu v datovém souboru. Vysledkem je ale vytvoireni
rozhodovaciho pravidla, které lze nasledné¢ po zadéni vstupnich hodnot pouzit pro
ptedpovéd. Pro uplnost je nutno dodat, ze problematika klasifikace nemusi byt vibec
spojena s pouzitim statistickych metod.

Biostatistika se vSak netykd pouze zavérecné faze zpracovani nebo modelovani dat,

obecné lze Tici, Ze se biostatistik nebo analytik dat ucastni téméf vSech fazi experimentu, at’ uz
na nich pracuje sdm nebo ve spolupraci s biologem ¢i klinikem [2]. Roli biostatistiky
v prub¢hu celého experimentu blize sumarizuje obrazek 1.1.

Role biologa / klinika Role biostatistika / analytika
I \ . . . .
Biologicky / klinicky problém
+
% Hyp‘(:téza
g Planovani experimentu > Planovani experimentu
(]
S
5 Navrh uspofédji'ni experimentu
=
> Sbér dat —> Sbér dat
= +
& Pfiprava dat pro analyzu
< 4
g Analyzadat
S L
\é Vyhodnoceni V}'/iledkﬁ/ hypotézy
Q
é Interpreta(ie vysledku «—> Interpretaie vysledkt
N Publikace > Publikace

Obr. 1.1 Vyuziti biostatistiky v pritbéhu biologického/klinického experimentu.



1.3 Priklady biostatistickych uloh

Konkrétni ptiklady pouziti biostatistiky v medicin€ a biologii jsou nasledujici:

o  Modelovani demografické struktury obyvatelstva. Sledovani vyvoje poctu obyvatel
Ceské republiky a jejich vékové struktury je zasadni pro jakékoliv planovani v ramci
statu. Pfi modelovani se vétSinou pracuje srliznymi scénafi, které ptedstavuji rtzné
moznosti vyvoje s ohledem na migraci, porodnost, stav zdravotni péce, apod.

o Identifikace vlivu genetickych a environmentdlnich rizikovych faktorii na vznik riiznych
onemocnéni — astma, diabetes, hypertenze. Jiz celd staleti lidstvo zajima, které
charakteristiky ¢lovéka a jeho chovani mohou ovlivnit vznik a vyvoj zévaznych
onemocnéni, a ani v21. stoleti neni tato otizka uspokojivé zodpovézena. Vedle
samotného vlivu sledovanych faktorti na vyskyt onemocnéni mizeme zaroven studovat,
jak spolu jednotlivé vysvétlujici faktory interaguji a vzéjemné se ovliviuji.

e Hodnoceni uspéSnosti programii prevence nadorovych onemocnéni. V ramci hodnoceni
uspésnosti v€asné detekce naddorovych onemocnéni lze studovat tzv. indikatory kvality,
coz jsou mefitelné vystupy kvality, a to na celonarodni Grovni, na regionalni tirovni i na
urovni jednotlivych zdravotnickych zafizeni. Tyto indikdtory lze zpétné pouzit pro
zlepSovani vykonnosti zdravotniho systému a potazmo i péce o t€Zce nemocné.

o Identifikace podskupin pacientii s leukémii na zdakladé genetickych dat. Hemato-
onkologické diagnozy predstavuji heterogenni skupinu onemocnéni s velmi riznou
prognoézou pro jednotlivé pacienty. Geneticka data mohou byt voditkem k lepsi klasifikaci
a diagnostice téchto onemocnéni, kterd umozni jejich rychlejsi a uc¢innéjsi 1écbu.

e Prostorové modelovani koncentraci Skodlivych latek. Produkce odpadi v jakékoliv forme
je zavaznym problémem soucasného svéta. S tim souvisi i1 fakt, ze se do prostiedi dostdva
¢im dal vice nebezpecnych latek. Monitoring koncentraci téchto latek a piipadné
prostorové modelovani jejich Sifeni v prostiedi (napt. ptidé, vodé, vzduchu) je velmi
prospésné, nebot’ tyto latky mohou zasadnim zplisobem ovliviiovat vyvoj zdravotniho
stavu lidi i zvifat.

e Prediktivni modelovani potencidlniho rozSiieni biologickych spolecenstev. Poznani
zéakonitosti, které ovliviiuji Sifeni rostlinnych druhd v pfirodé¢, nam mize v budoucnu
slouzit k rozpoznavani a modelovani zmén v prostifedi zpiisobenych ¢innosti ¢loveéka a
naslednému hodnoceni ekologického stavu daného prostiedi.

o Definice indikacnich taxonii a jejich vitah k parametriim prostiedi. Tzv. indikacni
druhy rostlin nebo Zivocichti hraji vyznamnou roli v hodnoceni kvality zivotniho
prostiedi, nebot’ jsou zvlasté citlivé na zménu urcité charakteristiky prostiedi, ve kterém
ziji. Pro vyuziti indikacnich druhi smérem k monitoringu kvality zivotniho prostiedi je
vSak nejprve nutné pro jednotlivé typy prostiedi tyto indika¢ni druhy korektné
identifikovat a validovat, coz nelze bez pouziti biostatistickych metod.

e Analyza vitahu davka-odpovéd’ mezi koncentraci toxické latky, napi. pesticidu a reakci
biologickych receptorii. Hodnoceni zavislosti mezi davkou urcité chemické latky a
odpovédi daného biologického receptoru zasahuje prakticky vSechny oblasti biologického
vyzkumu a predstavuje téméf univerzalni piirodovédny problém. Je logicke, ze
nejintenzivnéji je tato problematika rozvijena v rdmci oboru toxikologie, kde 1ze z testt
toxicity a karcinogeneze odvozovat parametry biologické ucinnosti latek.



OvSem 1 metody biostatistiky mohou byt pouzity nekorektné a vést k nespravnym
zavérum, ptikladem jsou vysledky némecké studie Hemkense a kol., ktefi se na zaklad¢ dat
nejvetsi némecké zdravotni pojistovny vénovali riziku vzniku nddorovych onemocnéni a
celkové mortalité pacientii 1écenych humannim inzulinem a inzulinovymi analogy [11]. V této
studii bylo publikovano vyssi riziko vzniku zhoubného nadoru pti uzivani inzulinu glargin pfi
srovnani s adekvatni davkou humdanniho inzulinu. Tato studie vSak obsahovala ze
statistického hlediska fadu nekorektnich kroki a nespravnych postupli, které naprosto
znemoznily jakoukoliv interpretaci ziskanych vysledkii. Prvnim problémem bylo, Ze se
jednalo o tzv. ebservacni studii, coz je epidemiologicka studie bez ndhodného pfifazovani
sledovanych subjekt do srovnavanych skupin. Problém byl pravé v nendhodném ptitazovani
subjekt, které nemuze zarulit stejné zastoupeni jejich charakteristik v jednotlivych
sledovanych skupinach. Vysledky studie tak byly ovlivnény rliznym zastoupenim pacientli
s diabetem 1. a 2. typu a pacientil s riznou hmotnosti v jednotlivych skupinich. Dal§im
Spatnym krokem byla pouzitd adjustace na davkovani, kterd neodpovida statistickym
standardim. Autofi studie adjustovali vysledky na primérnou davku zjisténou v pribéhu
sledovani. Z hlediska statistiky je vSak nepfijatelné adjustovat model na informaci, ktera je
ziskana az v prubéhu sledovani, nebot pifi tomto kroku mizeme zaméinovat pricinu
s disledkem.

1.4 Klicové pojmy biostatistiky

Kazda oblast biostatistiky ma sva specifika a aspekty, kterym je nutné se pti hodnoceni
dat vénovat. Nekteré z téchto aspekti jsou vSak spole¢né pro vSechny oblasti biostatistiky, a
vlastn€ i1 analyzy dat obecné, a jsou naprosto klicové pro korektni hodnoceni a interpretaci
vysledkd.

1.4.1 ZKresleni vysledki

Jak jiz bylo feceno, hlavnim cilem biostatistiky je ziskat uzite¢nou informaci na zakladé
dostupnych dat, kterd pravdivé popisuje skute¢ny stav cilové populace. Snazime se tak
vyhnout zkresleni vysledki (biased results), které by tento pravdivy popis jakkoliv zménilo.
Jinak feceno, snazime se vyhnout zkresleni hodnot sledované ndhodné veli¢iny veli¢inami,
které nejsou cilem studie. Pfikladem zavadéjiciho srovnani muze byt srovnani pétiletého
celkového preziti dosazeného pro konkrétni onkologickou diagnézu v jednotlivych krajich
CR. Ty se totiz mohou natolik lisit ve v8kové struktuie onkologickych pacientii, Ze vypocet
celkového pfeziti bez zohlednéni vlivu této veékové struktury miize vést k zavadéjicim
zaveérum.

Pouziti statistickych metod nikdy nedava stoprocentni jistotu, Ze né&jaka zjiSténa
skute¢nost opravdu plati, nebot’ musime pocitat s vlivem nahody a tedy i pravdépodobnosti
chybného tsudku. Tento fakt nelze ovlivnit, nicméné nasi ulohou je pouzit metody pro
odstranéni vlivi, které by zkreslily vysledky a nebyly pfitom ndhodné. Ptikladem mize byt
hodnoceni vlivu dvou typi 1é€by na mortalitu sledovaného onemocnéni, ktera je vSak zasadné
ovlivnéna také stadiem neboli tizi onemocnéni. Ve chvili, kdy by oba soubory s riznym
typem 1écby nemély stejné zastoupeni stadii, nemohli bychom korektné rozhodnout, jestli
pozorované rozdily v mortalité jsou dany rozdily v 1é¢bé nebo riiznym stadiem onemocnéni
u sledovanych pacientt.

Jinym ptikladem, kdy mutze dojit ke zkresleni vysledkd, jsou jiz diive zminované
epidemiologické studie [7]. Uvazujme studii, kdy sledujeme vztah noSeni zapalovace
a vyskytu rakoviny plic. Bez znalosti vlivu koufeni a toho, ze zapalovace nosi zejména kutaci,



bychom se mohli mylné domnivat, Ze noSeni zapalovace zptisobuje rakovinu plic. Nicméné je
jasné, ze pravym divodem je koufeni a noSeni zapalovace s vyskytem rakoviny plic pouze
koreluje. Noseni zapalovace z tohoto ptikladu oznacujeme jako tzv. zavadéjici veli¢inu neboli
zavdadéjici faktor (confounding variable, confounder), ktery ptedstavuje nepravou pficinu
sledovaného vysledku (vyskyt rakoviny plic), kdy korelace se sledovanym vysledkem je dana

vztahem k pravé pficin€ sledovaného vysledku (kouteni).

1.4.2 Reprezentativnost

Reprezentativnost experimentalniho vzorku, respektive fakt, ze vybrany experimentalni
vzorek musi svymi charakteristikami odpovidat cilové populaci, je dalSim klicovym aspektem
biostatistiky, ktery podminuje moznost zobecnéni vysledki na celou cilovou populaci.
Nebude-li totiz zkoumany vzorek reprezentativni vzhledem k cilové populaci, zobecnéni
vysledkt ziskanych statistickym zpracovani dat vzorku na cilovou populaci mize byt
nespravné a jejich interpretace nekorektni, zkreslena.

Charakter cilové populace je dulezité si uvédomit i pii interpretaci cizich, respektive
publikovanych vysledkli. A to pravé z divodu, abychom zobectiovali vysledky pouze na
populaci, na které téchto vysledkii bylo dosazeno. Je-li naptiklad sledovana lécba ucinna
z hlediska sniZeni rizika celkové mortality u kardiologickych pacientii s normalni funkci
ledvin, nelze Gc¢innost této 1écby jednoduse piedpokladat i u skupiny pacientll se stejnym
kardiologickym problémem a dysfunkci ledvin. Na druhou stranu, neucinnost 1écby na
jednom souboru jedinci nebo vzorkd neznamena neucinnost také u souboru, ktery v dané
studii nebyl uvazovan.

Klasickym ptikladem reprezentativnosti je odhad stfedni vysky Ceské dospé€lé populace.
Aby byl odhad kvalitni, je tfeba oslovit a zmé&fit reprezentativni vzorek ¢eské populace nad 18
let, coz znamena, ze by nasim vzorkem (mysleno ve vyznamu pouze) jisté neméla byt muzska
basketbalové reprezentace (tito jedinci budou ziejmé vysledny odhad nadhodnocovat), zenské
reprezentace ve sportovni gymnastice (tito jedinci budou odhad naopak spise podhodnocovat),
nebo dospéli navstévnici akvaparku. V poslednim piipad¢ je problém zejména v tom, Ze
dospéli navstévnici akvaparku s velkou pravdépodobnosti nebudou svoji vékovou strukturou
odpovidat celé ceské populaci, coz je vzhledem k reprezentativnosti problém, nebot’ je zndmo,
7e se v Ceské republice vyska postavy v pribéhu ¢asu zvysuje.

1.4.3 Srovnatelnost

V tlohach, kde je nasim cilem srovnani dvou a vice skupin je nutné zajistit jejich
vzajemnou srovnatelnost, nebot’ korektni vysledky Ize =ziskat pouze pii srovnavani
srovnatelného (tedy srovnavani jablek s jablky a ne jablek s hruskami). V nejpiisnéji
kontrolovaném medicinském vyzkumu, klinickych studiich, je srovnatelnost do zna¢né miry
(nikdy nelze fici, Ze stoprocentn&) zajiSt€éna pomoci tzv. randomizace. U studii bez
randomizace je nutné se tématu srovnatelnosti skupin vénovat, protoze i maly nepomér mezi
srovnavanymi skupinami, zvlasté tyka-li se veliciny spojené s vysledkem experimentu (napf.
veéku), mize vést ke zkresleni vysledku (tato problematika souvisi se zavadéjicim faktorem —
viz vyse). Ve chvili, kdy neméme k dispozici randomizaci a vime, Ze naSe skupiny nejsou
v n¢jakém ohledu plné€ srovnatelné, je tieba pouzit metody adjustace, ptipadné rozd¢lit soubor
na podskupiny a srovnavat vysledky experimentu v rdmei podskupin.

Vyznam srovnatelnosti sledovanych skupin lze demonstrovat na obrazku 1.2, ktery
zobrazuje vyvoj pravdépodobnosti pieziti dvou skupin pacientii s nddorem traviciho traktu.
Reknéme, Ze skupiny jsou dany typem 1é¢by, kterou pacienti podstoupili. Ve chvili, kdy obé



skupiny budou srovnatelné z hlediska vSech charakteristik souvisejicich s délkou pfeziti,
muzeme fici, Ze pozorovany rozdil v pfeziti je zfejmé dan rozdilnou 1é€bou obou skupin.
Pokud vSak obé& skupiny srovnatelné nejsou, nelze jednoduse fici, Ze je pozorovany rozdil dan
rozdilnou 1écbou, nebot’” muze byt soucasné ovlivnén rozdilnym zastoupenim pohlavi,
vekovych kategorii nebo riznou tizi onemocnéni pacientii ve srovnavanych skupinach.

1.0
Vliv lécby?
0.8 A
Vliv jiného prognostického faktoru?
0.6 A
Vliv stadia nemoci?
0.4
Vliv veku?
0.2 1

Podil zijicich pacientti

0.0

0 24 48 72 96 120 144 168 192
Cas (mésice)

Obr. 1.2 Rozdil ve vyvoji pravdépodobnosti preziti dvou skupin pacientii s nadorem v Case.

1.4.4 Spolehlivost

Ve vétsin¢ studii nas zajima kvantifikace sledovaného znaku, respektive nahodné
veli¢iny, ve formé jednoho Cisla, tzv. bodového odhadu. Bodovy odhad je vSak sdim o sobé&
nedostateCny, nebot” nepostihuje variabilitu pozorovanych dat. Piikladem mohou byt dva
odhady prumérné vysky néjaké populace, jeden naméteny na 10 jedincich, druhy naméfeny
na 1000 jedincich. Je zfejmé, Ze druhy odhad bude ptesnéjsi nez ten prvni, jinymi slovy, bude
méng zatizen variabilitou sledované veli¢iny, tedy vysky. Bodovy odhad je tedy nutné doplnit
métitkem jeho kvality, respektive spolehlivosti. Tim je vétSinou tzv. intervalovy odhad, ktery
pfedstavuje rozsah hodnot (interval), ktery se zvolenou spolehlivosti (pravdépodobnosti)
pokryvéa neznamy parametr, ktery se snazime odhadnout bodovym odhadem.

Umime-li kvantifikovat sledovany znak na celé cilové populaci, nepotfebujeme interval
spolehlivosti, protoze jsme schopni odhadnout nezndmou veli¢inu uplné€ presné. V praxi je
vSak tato situace neredlnd a dopliiovéni intervalu spolehlivosti k bodovym odhadiim by mélo
byt jak v pfipadé medicinskych, tak biologickych analyz standardem. Vyznam intervalu
spolehlivosti jako méfitka pfesnosti bodového odhadu ilustruje obrdzek 1.3, detailné se
problematice intervalovych odhadii vénuje kapitola 5.
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Obr. 1.3 llustrace vyznamu intervalu spolehlivosti jako méritka presnosti bodového odhadu.

1.4.5 Vyznamnost

Statistika 1 biostatistika umi na zakladé pravdépodobnosti ohodnotit vysledek
experimentu, tedy umi rozhodnout, zda pozorovany rozdil mezi dvéma skupinami vznikl
nahodou. Tzv. statistickda vyznamnost je vSak n¢kdy mylné zaménovana s pravdou. Ve
skutecnosti statisticka vyznamnost pouze indikuje, ze pozorovany rozdil neni na zdklad¢
vybérovych souborti ndhodny (ve smyslu nami vybraného modelu skutecnosti). Zvlasté pti
interpretaci vysledki je tfeba si uvédomit, Ze statistickd vyznamnost je pouze jednou stranou
mince a nemusi jednoduse znamenat pfi¢inny vztah. Stejné¢ dulezitd jako statisticka
vyznamnost je 1 tzv. prakticka vyznamnost, tedy vyznamnost z hlediska experimentatora
(napt. 1ékafe nebo biologa), ktery ma odborné znalosti v dané oblasti védy, pfipadné Cerpa
z informaci dostupnych z literatury. Experimentator musi na zékladé pozorovaného efektu
vedle statistické vyznamnosti posoudit 1 jeho vécny vyznam, tedy zhodnotit, zda je
biologicky/klinicky podstatny [2].

Dlivodem téchto uvah je fakt, Ze statistickd vyznamnost souvisi s velikosti
experimentalniho vzorku a Ize ji pomoci ni ovlivnit. Vezméme si jako piiklad srovnani
primémé vysky lidské postavy mezi dvéma populacemi, naptiklad Cechy a Slovaky.
Srovnanim bodovych odhadti priméru mizeme dostat numericky rozdil napt. 0,5 cm, ktery
pii znalosti rozsahu hodnot jisté nikdo neoznaci za biologicky podstatny. Piesto 1ze i tak maly
rozdil pti velkém vzorku vyhodnotit jako statisticky vyznamny. Na druhou stranu je tfeba fici,
7e statisticky nevyznamny vysledek nemusi nutné znamenat, ze pozorovany rozdil ve
skuteCnosti neexistuje. Opét to muze byt zplisobeno velikosti vzorku, tentokrat ale jeho
nedostate¢nou velikosti (nedostate¢nou informaci v pozorovanych datech). Souvislost
statistické a praktické vyznamnosti vysledkl experimentu ilustruje obrazek 1.4.
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Obr. 1.4 Souvislost statistické a praktické vyznamnosti vysledkii experimentu.

1.5 Shrnuti

Biostatistika je aplikovana véda vychazejici ze statistiky, kterd ma za cil ziskani uzitecné
informace z pozorovanych dat. V poptedi naSeho zajmu je popis a vysvétleni pozorované
variability studovanych subjekti ve znaku, ktery nas zajimd a ktery lze dle povahy
jednotlivych variant oznacit jako kvalitativni nebo kvantitativni. Muzeme-li jednotlivé
varianty vyjadfit slovné, mluvime o znaku kvalitativnim, mizeme-li varianty vyjadfit ¢islem,
mluvime o znaku kvantitativnim. Sledovany znak matematicky reprezentujeme jako
nahodnou veli¢inu, jejiz realizaci ziskavame pozorovanim konkrétnich hodnot této veli¢iny na
vybérovém souboru. Pod pojem biostatistika 1ze zaradit metodické postupy pro feSeni mnoha
uloh, nejcastéji jedné z nasledujicich: popis vlastnosti cilové populace spolu s grafickym
znazornénim pozorovanych hodnot, srovnani sledované vlastnosti v rdmci dvou nebo vice
experimentalnich skupin, analyzu vztahi ndhodnych veli¢in pomoci stochastickych modelt
nebo vytvofeni rozhodovaciho pravidla pro predikci ¢i klasifikaci neznamych hodnot. Kazda
z téchto uloh ma sva specifika, kterym je nutné se pfi hodnoceni vénovat, naSim cilem totiz
neni bezhlavé pouziti biostatistickych metod, ale korektni pouziti biostatistickych metod. Jak
pii hodnoceni experimentélnich dat, tak pfi ¢teni publikovanych vysledki je vzdy nutné klast
si tyto otdzky: ,,Na jakych subjektech/objektech byl experiment provadén a jsou tyto subjekty
reprezentativni vzhledem k cilové populaci?, ,Jsou srovnavané skupiny subjektd skute¢né
srovnatelné?*, , . Jakd je variabilita pozorovaného efektu, respektive rozdilu?*, ,,Je statisticky
vyznamny vysledek vyuzitelny i z praktického hlediska?* a ,,Cim mohou byt vysledky
experimentu zkresleny?*.
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2 Data, jejich popis a vizualizace

V kapitole 1 jsme definovali data jako c¢iselny nebo slovni zdznam vlastnosti naseho
pozorovaného souboru, ktery reprezentuje nami studovanou cilovou populaci. Jednoduse
feceno, data vznikaji zdznamem skuteCnosti, kterou chceme dale analyzovat. Jakykoliv
zdznam skute¢nosti musi byt smysluplny a promysleny, tedy musime védét, co a pro¢
métime. Nemad totiz smysl méfit a zaznamenavat néco, co bud’ v cilové populaci nevykazuje
zadné rozdily mezi sledovanymi jedinci (napt. pocCet srdci u muzil), nebo nijak nesouvisi
s tim, co se snazime o cilové populaci zjistit (naptf. pocet rukou u pacientid s rakovinou).
Smysluplnost a promyslenost souvisi s adekvatnim planovanim experimentu, ktery u tfady
problémi do zna¢né miry ovliviluyje kvalitu vysledki a mozZnosti interpretace celého
experimentu.

Je tfeba si také uvédomit, ze zaznam skutecnosti nikdy neni dokonaly a data tedy mohou
mit v riznych oblastech riznou kvalitu. Variabilitu pozorovanou v datech Ize rozd¢lit na dvé
slozky, informaci a chybu méfeni. S obojim se lze vypotfadat s pomoci statistickych metod,
obecné vsak plati, ze chybu danou experimentem (samotnym meétfenim hodnot) se snazime
jeste pred zacatkem experimentu minimalizovat.

2.1 Typy dat

Data reprezentuji sledované veli¢iny, respektive znaky, a proto i typy dat odpovidaji
typim veli¢in. Kvalitativni (kategoridlni) data lze ftadit do kategorii, ale nelze je
kvantifikovat, respektive jednotlivym kategoriim lze ptifadit ¢iselné kody, které vSak nemayji
logickou souvislost s urovni sledovaného znaku. Jako pfiklad mizeme uvést pohlavi,
pritomnost viru HIV v krvi, uzivani drog nebo barvu vlasi. Naopak, kvantitativni
(numericka) data mizeme charakterizovat ¢iselnou hodnotou.

Kvalitativni data Ize dale d¢€lit do nésledujicich skupin:

e Bindrni data mohou nabyvat pouze dvou hodnot. VétSinou jsou to data typu ano/ne.
Piikladem bindrnich dat je napf. pfitomnost diabetu (osoba s diabetem / osoba bez
diabetu), pohlavi (muZ/Zena), stav (Zenaty/svobodny). Ciselné se obvykle koduji pomoci
¢islic 0 (ne) a 1 (ano).

e Nomindlni data obsahuji vice kategorii, které nelze vzdjemné setadit (neexistuje u nich
ptirozené potadi jednotlivych hodnot) a u nichzZ nema smysl ptat se na relaci vétsi/mensi.
Piikladem nomindlnich dat je napf. krevni skupina (A/B/AB/0), stat EU (Belgie/.../Ceska
republika/.../Velka Britanie), stav (zenaty/svobodny/rozvedeny/vdovec).

e Ordinadlni data také obsahuji vice kategorii, na rozdil od nominélnich dat je vSak lze
vzajemne¢ sefadit. U ordinalnich dat md smysl ptat se na relaci vétSi/mensi. Piikladem
ordinalnich dat je napf. stupen bolesti (mirnéd/stfedni/velka/nesnesitelnd), spotieba cigaret
(nekurak / ex-kuték / obCasny kuték / pravidelny kutak), stadium maligniho onemocnéni
(/I/II/IV).

Kvantitativni data lze také dale délit:
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e Spojitda data mohou nabyvat jakychkoliv hodnot v ur¢itém rozmezi (intervalu). Piikladem
spojitych dat je vySka a hmotnost osob, délka c¢asového obdobi od narozeni do smrti,
velikost nadoru nebo teplota.

o Diskrétni data mohou nabyvat pouze spocetné mnoha hodnot. Pfi ¢iselné reprezentaci
jsou takova data na realné ose zobrazena pomoci izolovanych bodi. Prikladem diskrétnich
dat je pocet krevnich bun€k v 1 ml krve, pocet kralikii v kralikarné, pocet hospitalizaci pro
srde¢ni slabost, pocet krvacivych epizod za rok u pacienta s hemofilii nebo pocet déti
v roding.

Kvantitativni data mizeme rozliSovat také dle toho, jestli je métime na intervalové nebo
pomérové stupnici. V piipad¢ intervalové stupnice se pii srovnani jakychkoliv dvou hodnot
muizeme ptat na otazku, o kolik jednotek se tyto dvé hodnoty li§i. Mlizeme se tedy ptat na
rozdil, nikoliv ale na podil dvou hodnot, a to z toho divodu, Ze u intervalové stupnice je
nulova hodnota na mist¢ daném konvenci, které nemusi vyjadirovat absenci dané¢ho znaku.
Nelze se tedy ptat, kolikrat je jedna hodnota vétsi nez druha. Typickym piikladem je teplota
métend ve stupnich Celsia, kde se mtizeme ptat, o kolik stupiid je dnes tepleji nez bylo vcera,
ale nema smysl se ptat na to, kolikrat je dnes tepleji nez vcera (nula stupnit Celsia neni
pocatek stupnice, pfipoustime zde i zdporné hodnoty). Pomérovd stupnice ma nulovou
hodnotu na misté, které odpovida neptitomnosti sledovaného znaku, a umozituje nam tak se
ptat i na otazku, kolikrat je jedna hodnota vétsi nez druhd. Kromé podilu se samoziejmé
muzeme u pomerové stupnice ptat i na rozdil dvou hodnot. Piikladem pomérovych dat jsou jiz
zminované vyska a vaha osob, velikost nddoru nebo pocet krevnich bun¢k v 1 ml krve.

Data lze samoziejmé pro analyzu pievadét (zjednodusovat) ze spojitych na diskrétni,
pfipadné ordindlni. Je to vyhodné zejména kvili lepsi interpretaci vysledkt, ale také kvili
snaz$i praci s daty a jejich jednodussi analyze. Je tifeba si vSak uvédomit, ze agregace
kvantitativnich dat do kategorii (napf. kategorizace véku do desetiletych vékovych skupin)
znamena ztratu ¢asti informace ulozené v datech, kterou nejsme schopni bez primarnich dat
zpétné rekonstruovat, a ktera v ptipadé testovani hypotéz vede vétSinou ke snizeni schopnosti
testu rozhodnout o platnosti nebo neplatnosti studované hypotézy.

2.1.1 Data cenzorovana

Cenzorovanad data charakterizuji experimenty, kde sledujeme ¢as do vyskytu predem
definované udalosti [4, 15]. V prabéhu sledovani vSak udalost nemusi nastat u vSech subjekta.
Subjekty pak nelze vinit z toho, Ze jsme u nich nebyli schopni danou udalost pozorovat a uz
vibec je nelze z hodnoceni vyloucit. O case sledovani takového subjektu pak mluvime jako
o cenzorovaném. Toto oznaceni indikuje, Ze sledovani bylo ukonceno dfive, nez u subjektu
doslo k definované udalosti. Nevime tedy, kdy a jestli viibec dan4 udélost u subjektu nastala,
vime pouze, Ze nenastala pfed ukoncenim sledovéani. Ukazka ¢asového sledovani Ctyi osob,
kdy u dvou z nich je pozorovany ¢as do umrti cenzorovan, je zndzornéna na obrazku 2.1.

Abychom byli uplné piesni, vySe popsany princip cenzorovani se oznacuje jako tzv.
cenzorovani zprava a odpovida nejcastéjsi situaci, ke které dochazi v klinickém vyzkumu.
Kromé¢ n¢j existuji jest¢ dva méné cCasté typy cenzorovani, a to cenzorovani zleva a
intervalové cenzorovani. O cenzorovani zleva mluvime v ptipadé, Ze sledovand udalost
nastala pred urcitym Casovym bodem, ale nevime, kdy pfesn¢ (budeme-li sledovat vék pfti
prvnim poziti drog u studentl stfednich Skol, je mozné, ze nékteti studenti je zkusili jiz na
zakladni Skole a presny vek jiz nelze stanovit). Pozorovana doba bez udalosti je tedy vétsi nez
skutecnd doba bez udalosti. Intervalové cenzorovani oznacuje pfipad, kdy sledovana udélost
nastane mezi dvéma danymi casy, které jsme schopni pozorovat, tedy v néjakém Casovém
intervalu. Pfikladem takového intervalu mize byt doba mezi dv€éma navstévami u lékare,
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mezi nimiz se muze u osoby manifestovat né¢jaké onemocnéni, které¢ 1ze ale odhalit pouze
I¢kaiskym vySetienim. Datum diagndzy pak bude shodné s datem navstévy lékare, 1 kdyz je
jasné, ze onemocnéni se u dané osoby vyskytlo jiz drive.
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Obr. 2.1 Rozdil mezi kompletnim casem do sledované udalosti (t;, t;) a cenzorovanym casem (cs, cy).

2.1.2 Dalsi typy dat, data odvozena

Kromé jiz zminénych datovych typl existuje jeSté¢ fada dalSich, které jsou také bézné
v biologickém a klinickém vyzkumu. Za zminku stoji nasledujici typy dat:

e Podilem (ratio) je reprezentovana fada indext. Nejjednodussim prikladem je tzv. body
mass index (BMI), ktery je dan vzijemnym pomérem mezi télesnou hmotnosti
v kilogramech a vyskou v metrech na druhou.

e Procento (percentage) muze vyjadrovat jak relativni ¢etnost vyskytu sledované udalosti
tak tfeba zlepSeni urcité charakteristiky (veli¢iny). Sledujeme-li napt. vyvoj ejekeni frakce
levé srde¢ni komory u pacientd s prodélanym srde¢nim selhdnim v Case, je vyhodné
kromé absolutni zmény sledovat i procentualni zlepSeni. Formaln¢ se jednd o podil
aktudlni a referenc¢ni hodnoty, které reprezentuje 100 %.

e Mira pravdépodobnosti (rate) se tyka predevsim vyskytu riznych onemocnéni, kdy pocet
novych pacienti za dané obdobi (délka trvani studie) je vztazen na celkovy pocet
zaznamenanych osobo-rokili. Pfikladem tohoto typu dat je ro¢ni incidence nadorovych

ey

onemocnéni u dospélych osob Zijicich v CR.

o Poiadi (rank) ncékdy nahrazuje absolutni hodnoty, které nejsme schopni piesné
zaznamenat. Z hlediska informacni hodnoty se sice jedna o ztratu urCit¢tho mnoZzstvi
informace, nicméné i potadi lze v biostatistice vyuzit — fada metod je zaloZena na praci
s pofadimi pozorovanych hodnot, zejména neparametrické testy jako napt. Wilcoxontiv
test a Manntiv-Whitneyho test (tyto testy jsou uvedeny v kapitole 7).

e Skore (score) predstavuji uméle vytvorené hodnoty charakterizujici nejcastéji urcity stav

sledovaného subjektu, ktery nelze jednoduse zméftit jako ¢iselnou hodnotu. Piikladem jsou
indexy vyjadtujici kvalitu Zivota.
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o Vizudlni Skdala (visual scale) také vétSinou souvisi s hodnocenim kvality Zivota, nebot’
pacienti Casto hodnoti svoje obtize na Skale, ktera ma formu tsecky, kde jeden konec
usecky predstavuje minimalni a druhy naopak maximalni obtize spojené s danym
onemocnénim. Ptiklad vizudlni Skaly je uveden na obrazku 2.2.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bez Nesnesitelna
bolesti bolest

Obr. 2.2 Priklad vizualni skaly pro hodnoceni stupné bolesti.

Je tfeba poznamenat, Ze vyjadfeni vysledkd v relativni formé (procento) ma casto
pfijemnou interpretaci, ale mlize byt zavadgjici. Uvazujme nasledujici piiklad srovnani
ucinnosti 1€¢iv A a B ve smyslu prevence cévni mozkové prihody (CMP) u dvou skupin osob,
respektive ve dvou rtiznych studiich. Ve studii 1 byl sledovany vyskyt CMP ve skupiné¢ A
12 %, ve skupiné B pak 20 %. Vypocteme-li relativni zménu v u¢innosti obou preparatii, pak
dostaneme ¢islo 40 %, absolutni zména je pak rovna 8 %. Ve studii 2 byl sledovany vyskyt
CMP ve skupiné A pouze 0,9 %, ve skupiné B pak 1,5 %. Z toho vyplyva, Ze ve druhé studii
byla relativni zména v ucinnosti opét 40 %, nicméné¢ absolutni zména je v tomto piipadé
pouze 0,6 %. Vysledkem je rozdilny pifinos 1écby A pfi stejné relativni G€innosti a je ziejmé,
ze efekt 1é€by A je mnohem vyraznéjsi ve studii 1. Relativni vyjadfeni Gi¢innosti by proto
mélo vzdy byt doprovazeno i absolutnim vyjadifenim Uc¢innosti. Interpreta¢ni problém je
v rozdilném vyznamu procenta v obou typech srovnani: absolutni zména je vyjadiena
vzhledem k piivodnim referenénim hodnotam (pocet osob ve studii), kdezto relativni zména je
vyjadiena vzhledem k jedné ze dvou ucinnosti (de facto tak pocitame procenta z procent).

Dalsim dilezitym aspektem je v souvislosti s typy dat mira subjektivity, kterou je ten ¢i
onen datovy typ ovlivnén, respektive do jaké miry je méfeni dané veliCiny ovlivnitelné
subjektivnimi faktory. Klasickym ptikladem je rozdil mezi méfenim tlaku krve a bolestivosti
rdny po operaci. Zatimco méfeni tlaku krve je standardni procedura, hodnoceni bolestivosti
rany je do znacné miry zavislé na povaze pacienta a jeho psychickém stavu. Lze tedy
ocekavat, ze méteni bolestivosti bude zatizeno subjektivitou v daleko vEtsi mife nez zminéné
méteni tlaku. Obecné lze fici, Zze pozorované hodnoty veli¢in ovlivnénych subjektivitou maji

vvvvv

2.2 Vyznam popisu a vizualizace dat

Metody popisné statistiky maji za cil sumarizovat pozorované¢ hodnoty tak, abychom
mohli Iépe a jednoduSeji pracovat s informaci v nich ulozenou. Na zékladé pozorovanych
hodnot chceme vypocitat hodnoty oznaované jako statistiky (formalné se jako statistika
oznacuje nahodnd veli¢ina, kterd je funkci ndhodného vybéru), které budou pozorovana data
dale zastupovat pfi prezentaci, testovani apod. Jinak feceno, tyto zastupné hodnoty slouzi
k ,,uloZzeni“ informace obsazené v datech, nebot’ pouziti vSech pozorovanych hodnot je
nepraktické a Casto vlastn€ i nemozné.
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Cilem vizualizace dat je pfedevSim pozorovana data graficky zpiehlednit a poskytnout
uzivateli na minimalni plose maximum informaci. Vizualizace dat je nezbytna bez ohledu na
to, jak pokrocilé metody chceme nasledné pii zpracovani dat pouzit, vizualizace nam totiz
dava informaci nejen o charakteru dat, pfipadné procesu, pii kterém vznikla, ale i1
o problematickych zaznamech a chybnych hodnotach. Bez adekvatni vizualizace mtizeme
v datech nechat pozorovani, kterd negativné ovlivni dals$i hodnoceni a znemozni spravnou
interpretaci vysledka. Identifikaci problematickych hodnot se vénuje ¢ast 2.3.

Vystupy popisného zpracovani dat jsou obecné neformdlni, jde pouze o shrnuti
pozorované¢ho a ne o formdlni testovani hypotéz s pouzitim statistickych testi. Vztahuji se
pouze na vybrany soubor dat, respektive na experimentalni vzorek, a zobecnéni ziskanych
informaci na celou cilovou populaci je tak opét podminéno jeho reprezentativnosti vici cilové
populaci. Vystupy popisné statistiky ¢asto slouzi jako podklad pro stanoveni hypotéz, které
jsou nasledné ovéfeny dal§imi experimenty.

2.2.1 Popis a vizualizace kvalitativnich dat

Oznaéme xi,..., x, zaznamenané hodnoty sledovaného znaku u vybérového souboru n
subjekti. U kvalitativnich dat predpoklddame opakovani pozorovani jednotlivych hodnot
daného znaku, proto je logické sumarizovat tato data pomoci tabulky s ¢etnostmi moznych
hodnot (tabulka Cetnosti). Oznacime-li yy,..., y, mozné hodnoty sledovaného znaku,
pozorovanou (absolutni) Cetnost odpovidajici varianté znaku y; budeme oznacovat jako n;.
Pro leps$i orientaci a moznost srovnani je vhodné doplnit pozorovanou cetnost i relativni
Cetnosti, ktera ma pro variantu znaku y; tvar n; / n.

Piiklad 2.1. Sledujeme ptitomnost diabetu u pacientti zdravotnického zatizeni za obdobi
jednoho roku s tim, Ze rozliSujeme pacienta bez diabetu a pacienty s diabetem 1. nebo 2. typu
(m = 3). Celkem bylo pozorovano n = 687 pacientil, sumarizaci vysledkt uvadi tabulka 2.1.

Tabulka 2.1 Pocty pacientit ve zdravotnickém zarizeni dle pritomnosti diabetu

Ptitomnost diabetu Vi n; n;/n n;/ n (%)
Bez diabetu 0 621 0,904 90,4 %
Diabetes 1. typu 1 8 0,084 1,2%
Diabetes 2. typu 2 58 0,012 8,4 %
Celkem 687 1 100 %

Vzhledem k tomu, Ze kvalitativni data Casto nelze seradit dle velikosti, pouziva se jako
frekvencni charakteristika téchto dat tzv. méd, coz je varianta znaku s nejvétsi Cetnosti.
V piikladu 2.1 je modalni hodnotou pacient bez diabetu. Vypovidaci hodnota modu jako
reprezentanta pozorovanych dat zavisi pfedevS§im na poctu kategorii sledovaného znaku a
vyrovnanosti jejich cetnosti. Nékdy mize byt moéd opravdu typickou hodnotou, jindy mohou
byt Cetnosti jednotlivych variant znaku tak vyrovnané, Ze to spiSe indikuje neexistenci typickeé
hodnoty pro dany znak.

V piipadé nizkych pozorovanych cetnosti n€kterych kategorii je casto vhodné tyto
kategorie sloucit a dale pracovat jiz pouze se slou¢enymi kategoriemi. Slucovat by se vSak
mély pouze sousedni kategorie a jeste¢ pouze v ptipadé, kdy jejich slouceni zachovava data
interpretovatelnymi.

Pro vizualizaci kvalitativnich dat se nejcastéji pouzivaji sloupcovy a vysecovy (kolacovy)
graf, kde vyska sloupct (Sitka je pro vsechny sloupce stejnd), respektive plocha vyseci, pro
jednotlivé varianty je umérna jejich cetnosti. U kolaCového grafu jeho plocha predstavuje 100
%, proto je vhodny pro vizualizaci relativnich Cetnosti, ve sloupcovém grafu miizeme zobrazit
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oboji, jak absolutni, tak relativni cCetnosti. Piiklad sloupcového a kolaCového grafu
s absolutnimi a relativnimi ¢etnostmi z tabulky 2.1 je uveden na obrazku 2.3.

Sloupcovy graf VyseCovy graf

7009 621 o B4%
600_ 1.2%}

500 -
400 -
300 -
200 A
100 38

0 e

0 1 2

90.4%

Obr. 2.3 Priklad sloupcovéeho a vysecového grafu na datech z tabulky 2.1.

2.2.2 Popis a vizualizace kvantitativnich dat

Opét oznacme pozorované hodnoty sledovaného znaku u n subjekti vybérového souboru
jako xi,..., x,. Na rozdil od kvalitativnich dat dochazi u kvantitativnich dat k opakovani
pozorovani jednotlivych hodnot daného znaku ziidka a tabulku cetnosti, tak jak byla
definovana vyse, nelze pro popis dat pouzit. Pro pouziti tabulky Cetnosti je tfeba nejprve
seskupit pozorované hodnoty do m disjunktnich, vycerpavajicich a hlavné smysluplnych
intervall, které pak v tabulce Cetnosti nahrazuji kategorie kvalitativniho znaku. Znazornéni
tabulky Cetnosti je pak stejné jako v pfedchozim ptipadé€, pro piehlednost je v ni vhodné
uvadet i Sitku zvolenych intervalll (Sifku j-tého intervalu budeme znacit d;), zejména kvili
srovnatelnosti vysledki.

Piiklad 2.2. Uvazujme vék n = 6500 pacientek s karcinomem prsu, ktery chceme
sumarizovat v nasledujicich v€kovych intervalech: 0-39 let, 4049 let, 50-59 let, 60—69 let,
70 a vice let. Sumarizaci zvolenych intervald, jejich absolutnich Cetnosti, n;, i relativnich
¢etnosti, n; / n, ukazuje tabulka 2.2.

Tabulka 2.2 Véekova struktura souboru n = 6500 pacientek s karcinomem prsu

Vekovy interval d; n; n;/n n; / n (%)
0-39 let 40 231 0,036 3,6 %
40-49 let 10 747 0,115 11,5%
50-59 let 10 1559 0,240 24,0 %
60-69 let 10 1894 0,291 29,1 %
70 a vice let 20 2069 0,318 31,8 %
Celkem 90 6500 1 100 %
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Miry polohy

I kdyz nam frekvenc¢ni tabulka zptehlediiuje pozorované hodnoty a umoznuje zjistit,
kterych hodnot je v nasem souboru vice a kterych naopak méné, je vhodné ji vzdy doplnit
statistikou, ktera shrnuje soubor dat jednim cislem a ptedstavuje ,,typickou hodnotu*, kolem
které maji ostatni pozorované hodnoty tendenci kolisat. Nej€astéji jsou jako charakteristiky
polohy pouzivany statistiky primér a median. Pramér (také aritmeticky priumér Ci vybérovy
prumér) lze jednoduse spocitat jako soucet pozorovanych hodnot déleny jejich poctem:

_ 1 ¢
x:_le,, (2.1)
n i

Pouziti priméru jako sumarizace n pozorovanych hodnot se u¢i uz na zakladni skole,
zminka o jeho pouzivani je jiz z konce 17. stoleti. Byl navrzen bez ohledu na jakoukoliv
souvislost s teorii pravdépodobnosti jako hodnota, oznacme ji a, kterd ma nésledujici
vlastnosti:

1. Hodnota a minimalizuje rezidudlni soucet ¢tvercu, tedy soucet ¢tverct rozdila (odchylek,
rezidui) pozorovanych hodnot od hodnoty a:

Zn:(xl. -a)’ zi(xi —x)  +n(x—a)’. (2.2)

2. Soucet rezidui vzhledem k hodnoté a je nula, tedy kladnd i zaporna rezidua jsou
V rovnovaze:

i(xi—a):(). (2.3)

Abychom mohli definovat median, je tfeba kromé neusporadaného vyberového souboru
X1,..., X, uvazovat i1 jeho uspofaddanou variantu xq) < x() ... < X(), kde x(1) zna¢i minimalni
pozorovanou hodnotu a x(,) zna¢i maximalni pozorovanou hodnotu. Medidn pak definujeme
nasledovné:

X = X((n11)/2) je-li n liché
(2.4)
X = %(x(n/Z) + x(n/2+l)) je-li n sudé

Z vyse uvedeného je videt, Zze zatimco pramér je vypocten ze vSech pozorovanych hodnot
a vSechny hodnoty souboru se tak podileji na jeho vysledné Ciselné realizaci, median je
prostfedni pozorovand hodnota, ktera d€li cely soubor na dvé poloviny, tedy polovina souboru
je mensi nez medidn a naopak polovina souboru je vétSi nez median. S t€mito vlastnostmi
obou statistik jsou spojeny jejich vyhody i nevyhody.

Chceme-li, aby naSe vypoctena statistika byla dobrym odhadem frekvenc¢niho stfedu dat,
je median vzdy dobrou volbou. Primér je v tomto ptipadé dobrou volbou pouze tehdy, kdyz
jsou nase data symetrickd a neobsahuji odlehlé ¢i nespravné hodnoty. V ptipadé
asymetrickych dat nebo pfitomnosti odlehlych hodnot ma totiz primér tendenci se témto
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,hetypickym® hodnotam pfizptisobovat, coz ho jako odhad frekvencniho stfedu dat
diskvalifikuje. Typickym piikladem pro vysvétleni této vlastnosti priméru je vypocet
pramérného platu v Ceské republice. Je totiz ziejmé, Ze pramémy plat neni dobrym odhadem
sttedniho vydélku ¢eské populace, nebot’ jeho hodnota je znaéné ovlivnéna malou skupinou
lidi s velmi vysokymi pfijmy. Medidn je na druhou stranu dobrym odhadem stfedniho
vydelku ceské populace, protoze jednoznacné urcuje frekvencéni stted dosahovanych piijmi.
Problematickou situaci pro ob¢ miry, tedy primér 1 medidn, jsou data se dvéma (piipadné
vice) frekvencnimi stfedy, kde mize byt zavadéjici pouziti obou mér. V tomto ptipadé by
mélo primarné dojit k analyze toho, co zplisobuje toto chovani, a ptipadné by mélo dojit
k adekvatnimu rozdéleni souboru (miiZze se ndm napf. stat, Ze mame ve vybérovém souboru
dvé homogenni skupiny, které se vSak ve sledovaném znaku vzajemné lisi).

Jako miry polohy lze pouzit 1 minimalni (hodnota x(;)) a maximalni (hodnota x.)
pozorované hodnoty, které ndm také davaji obraz o tom, kde se nami sledovand nédhodna
veli¢ina X pohybuje na redlné ose. S uspofddanou variantou vybérového souboru, tedy
s hodnotami x(1) < x2) ... < x(») souvisi 1 dalsi dalezity pojem statistiky a analyzy dat, a to
pojem kvantil. Ve statistice je kvantil definovan pomoci kvantilové funkce (vice o kvantilech
v kapitole 3), laicky lze kvantil definovat jako ¢islo na realné ose, které rozdé€luje pozorované
hodnoty na dvé ¢asti dle pravdépodobnosti. Jinak feceno, tzv. p% kvantil (p-procentni kvantil)
rozdéluje data na p procent hodnot a (100 — p) procent hodnot, kdy p procent hodnot je
mensich (nebo rovno) nez p% kvantil a naopak (100 — p) procent hodnot je vétSich (nebo
rovno) nez p% kvantil. Mluvime-li o p% kvantilu pozorovanych hodnot, je tfeba si uvédomit,
ze se vzdy jednd o jednu znaméfenych hodnot, tedy jednu z hodnot x(y < x2) ... < X(),
ptipadné o priimér dvou takovych sousednich hodnot. Oznaime-li p% kvantil jako x,/100,
muzeme ho mezi sefazenymi hodnotami najit nasledovné:

X, 00 = X() pro np/100 necelociselné, pak k = |_np/ 100_|;
(2.5)
Xpn00 = %(X(/{) +X441)) pro np/100 celo¢iselné, pak k = np/100;

pfitom |_np /100—| piedstavuje horni celou ¢ast ¢isla np/100.

Priklad nalezeni 80% kvantilu hodnot vysky v souboru 20 osob ukazuje obrazek 2.4.
Vyznamnymi kvantily jsou jiz zminéné minimalni (0% kvantil) a maximalni (100% kvantil)
pozorovana hodnota a median (50% kvantil), kromé nich jsou jesté pouzivany hodnoty 25% a
75% kvantilu, které se standardné nazyvaji dolni a horni kvartil.

n=20 Pramér t€chto dvou hodnot = 80% kvantil
16/20 =80 % hodnot 4/20=20 % hodnot
AL
f
L.000 0 0 08
110 cm 140 cm 170 cm 200 cm 230 cm

Vyska v cm

Obr. 2.4 Priklad nalezeni 80% kvantilu hodnot vysky v souboru 20 osob.



Miry variability

Vypocet miry polohy jako ,,typického pozorovani je nezbytné doplnit také informaci
o tom, jak jsou kolem této hodnoty rozloZena ostatni pozorovani, cozZ znamena doplnit miru
polohy tzv. mirou variability. Divod je ziejmy, je tieba od sebe odlisit dva znaky, které
nabyvaji stejné primérné hodnoty (napt. 50), ale zadsadné se 1i8i ve spektru hodnot, jez tento
znak muze nabyvat. Ve chvili, kdy prvni znak mutze nabyvat napi. hodnot od 0 do 100 a
druhy od 40 do 60, je jasné, ze prvni znak vykazuje vétsi variabilitu nez znak druhy, coz
bychom nebyli z pouh¢ znalosti priméru schopni zjistit. Jak jiz bylo naznaceno, nejjednodussi
charakteristikou variability pozorovanych dat je rozsah hodnot (rozpéti), ktery je dan
minimdlni a maximdlni pozorovanou hodnotou. Nevyhodou prezentovani rozsahu
pozorovanych hodnot je jeho nachylnost k netypickym, odlehlym, pfipadné chybnym
hodnotadm. Tento fakt 1ze na druhou stranu vyuzit pravé pro identifikaci problematickych
hodnot a ¢isténi datového souboru jeste pred zacatkem jakéhokoliv statistického zpracovani.

Dalsi mirou variability, ktera neni témét vibec nachylna na odlehld pozorovani je tzv.
kvantilové rozpéti, coz je interval definovany hodnotami p% kvantilu a (100 — p)% kvantilu.
Specialnim ptipadem kvantilového rozpéti je tzv. kvartilové rozpéti (interquartile range,
IQOR), které je dano dolnim a hornim kvartilem a které pokryva 50 % pozorovanych hodnot:

IOR = X, 35— X 55 - (2.6)

Rozsah hodnot i kvantilové rozpéti nam sice davaji informaci o variabilité, ale v obou
pfipadech se jednd o charakteristiky vypoctené¢ na zdkladé dvou pozorovani, které
nezohlediiuji polohu ,typického* pozorovani, napt. priméru nebo medidnu. Fluktuaci
pozorovanych hodnot kolem priméru odrazi vybérovy rozptyl (sample variance), zna¢ime ho
s*, a je definovan jako promérny kvadrat odchylky pozorovanych hodnot od hodnoty

prameéru:
1 n 1 n
s :—Z(xi -x)’ =(in2 —nxzj, (2.7)
n—1 n—1\3

Je tfeba poznamenat, Ze ve jmenovateli vzorce (2.7) pro vybérovy rozptyl je vyraz n — 1 a
nikoliv n. Jedna se o vypocetni korekci, kterd ma zamezit podhodnoceni vybérového rozptylu
u malych vybérovych souborti a ktera je znama pod oznacenim Besselova korekce.

Ukazka kvadratii odchylek tii pozorovanych hodnot od jejich priméru je zobrazena na
obrazku 2.5, ze kterého je evidentni, Ze vyb&rovy rozptyl trpi stejnou nevyhodou jako primér,
a to citlivosti na odlehlé¢ a chybné hodnoty, kterd je jesté zvyraznéna druhou mocninou.
Vybérovy rozptyl méa navic interpretacni nevyhodu v tom, Ze nema stejné jednotky jako
pozorované hodnoty a jejich primér, a proto se Castéji jako mira variability pouziva jeho
odmocnina, tzv. vybérova smérodatnda odchylka, kterou znac¢ime s.
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Obr. 2.5 Kvadraty odchylek tii pozorovanych hodnot od primeru.

Priklad 2.3. Nasim cilem je vypocitat primér, median a vybeérovou smeérodatnou
odchylku hladiny cholesterolu vybrané populace muzi (n = 22). Namétené hodnoty jsou

uvedeny v mmol/l a jsou dany v tabulce 2.3.

Tabulka 2.3 Hodnoty cholesterolu vybrané populace muzit (mmol/l).

6.2 7.6 6.3 9.1 42 5.8 5.65 6.3 8.6 6.0 6.2
6.7 4.6 6.25 6.4 4.04 6.3 9.1 6.3 5.2 6.4 5.75
Vypocet pozadovanych statistik (v mmol/l) je pak nasledujici:
Primér: f—lix —iix —L13899—6318
rumer: n & = 2 =5 ) s )
. 1 1
Median: X = E(X(n/z) + X (p00)) = 5(6,25 +6,3) =6,275, (2.8)

Smérodatna | 1 Lo, o) |1 ~
odchylka: S—\/(Zx. —nx ]—\/21(915,639—878,101)—1,337.

Bodovy graf

Bodovy graf (scatter plot) je graficky nastroj pro vizualizaci kvantitativnich dat
zobrazujici kazdou meéfenou hodnotu jako bod plochy. Lze ho pouZzit na vizualizaci
namétfenych hodnot v nékolika kategoriich (od jedné az po mnoho), ale jeho nejvetsi piinos je
zejména ve vizualizaci vzajemného vztahu dvou veli¢in spojitého typu, kdy hodnoty jedné
veliiny jsou zobrazeny na ose x a hodnoty druhé veliiny jsou zobrazeny na ose y. Ptiklad
bodového grafu je uveden na obrazku 2.6, kde vidime bodové znazornéni hodnot vysky a

hmotnosti studentli 2. ro¢niku Matematické biologie.
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Obr. 2.6 Bodovy graf hodnot vysky a hmotnosti studentii Matematické biologie.
Histogram

Neocenitelnym a moZna nejpouzivanéjSim grafickym nastrojem pro vizualizaci
pomérovych a intervalovych dat je tzv. histogram. Histogram vzhledem pfipomina sloupcovy
graf, ale na rozdil od sloupcového grafu kazdy sloupec v histogramu odrazi absolutni nebo
relativni Cetnost na jednotku sledované veli¢iny na vodorovné ose. Naproti tomu sloupcovy
graf znazornuje kvalitativni data a jako takovy s zZadnymi jednotkami na vodorovné ose
nepracuje; na kvantitativni data jej 1ze pouZit az po jejich kategorizaci (agregaci do intervalil).

Méme-li n hodnot sledované veliCiny u vybérového souboru: xi,..., x,, je tieba je pro
vytvofeni histogramu nejdiive sefadit dle velikosti a rozdé¢lit do m vzdjemné disjunktnich
intervalt, které vytvoiime na vodorovné ose. Siiku j-tého intervalu oznadime jako d; a pocet
pozorovanych hodnot, které padly do j-tého intervalu, ozna¢ime symbolem n;. VySku sloupcti
histogramu pro j-ty interval pak mizeme vyjadfit pomoci relativni ¢etnosti jako

. n;/n
S = g (2.9)
j
nebo pomoci absolutni ¢etnosti jako
oo N
S (J)=d* : (2.10)

J

Priklad 2.4. Vratme se k datiim o véku 6500 pacientek s karcinomem prsu z prikladu 2.2
a sestrojme histogram s pouzitim vékovych kategorii: 0-39 let, 4049 let, 50-59 let, 60-69
let, 70 a vice let. Pozorované absolutni a relativni ¢etnosti i hodnoty f{j) a f *(]') nezbytné pro
sestrojeni histogramu sumarizuje tabulka 2.4, histogramy pro absolutni a relativni Cetnost
s pouzitim dat z tabulky 2.4 ukazuje obrazek 2.7.
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Tabulka 2.4 Vékova struktura souboru n = 6500 pacientek s karcinomem prsu

Vekovy interval d; n; n/n n;/d; n/nld
0-39 let 40 231 0,036 5,8 0,0009
4049 let 10 747 0,115 74,7 0,0115
50-59 let 10 1559 0,240 155,9 0,0240
60-69 let 10 1894 0,291 189,4 0,0291
70 a vice let 20 2069 0,318 103,5 0,0159
Celkem 90 6500 1 - -

Ptepocet absolutnich a relativnich cetnosti na Sifku intervalu vypad4 na prvni pohled

zbyte¢né, nicméné diivody pro tento vypocet jsou dva:

1.

winld,
0.030 0.0291

0.025 0.0240 155.9
0.020
0.015 100
0.010

0.005

Ptepocet na Sifku intervalu zajiStuje zdroven jejich srovnatelnost vzhledem k absolutnim i
relativnim Cetnostem. Piikladem miize byt srovnéni cetnosti v€kovych kategorii 60-69 let
a 70 a vice let v tabulce 2.4. Z hlediska absolutni 1 relativni ¢etnosti nestandardizované na
Sitku intervalu se zda byt vé€kovy interval 70 a vice let Cetnéjsi nez interval 6069 let, je to
ale dano tim, Ze zahrnuje Sir§i vékové spektrum. Po standardizaci na Sitku intervalu je

v

vidét, ze Cetnéjsi je naopak veékova kategorie 60—69 let.

Celkova plocha histogramu pro absolutni Cetnost je rovna celkové velikosti vybéru,
zatimco celkova plocha histogramu pro relativni ¢etnost je rovna 1. Tato skute€nost ma
tésnou vazbu na zakladni popis pravdépodobnostniho chovani ndhodné veli¢iny, kterym je
hustota rozdéleni pravdépodobnosti. Ta je definovana spolu s dal§imi charakteristikami
nahodné veliciny v kapitole 3, nicméné je tfeba poznamenat, ze histogram lze chapat jako
odhad tvaru hustoty pravdépodobnosti. Jinymi slovy, je to grafickd vizualizace
pravdépodobnostniho chovani kvantitativnich (zeyména spojitych) dat.

n;/ d;
200 - 189.4

150

0.0159 103.5

0.0115 74.7

50 4

0.0009 5.8

0 40 50 60 70 90 0 40 50 60 70 90
Vek (roky) Vek (roky)

Obr. 2.7 Histogram pro relativni Cetnost (vievo) a absolutni cetnost (vpravo) z prikladu 2.4.

Na druhou stranu, v dneSnim statistickém software je histogram ziidka vyjadfovan

pomoci vyrazii 2.9 a 2.10. Daleko cCastéji se jednd o prosté¢ absolutni nebo relativni pocty
pozorovani v daném intervalu, které jsou vyhodné zejména kvili snadné Ccitelnosti
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a interpretaci. Abychom vSak byli schopni adekvatni interpretace, je dalezité, aby intervaly
m¢ély stejnou Sitku, a to z diivodu srovnatelnosti, ktery byl popséan vyse.

Dalsim diilezitym aspektem tvorby histogramu je pocet jeho intervalii, nebot’ ten v zasadé
rozhoduje o tom, jak bude histogram vypadat. Pfi malém poctu intervalit mlize byt charakter
dat maskovan, zatimco pii velkém poctu intervali zase miizeme pozorovat velkou variabilitu
v Cetnostech jednotlivych intervalll. Jak tedy volit pocet intervali? Nej€astéji jsou pouzivany
dv¢ jednoduché metody, kdy v prvnim pitipad¢ volime pocet intervali (m) roven odmocniné
z celkového poétu pozorovani, tedy m = n, v druhém piipadé pak podle tzv. Sturgesova
pravidla volime pocet intervalll jako 1 + logaritmus o zdkladu dva z celkového poctu
pozorovani, tedy m = 1 + logx(n).

Krabicovy graf

Dalsim nastrojem pro vizualizaci kvantitativnich dat je tzv. krabicovy graf (box plot), coz
je, jak ndzev napovida, graf ve tvaru obdélniku doplnény tzv. fousky (whiskers). Jednotlivé
prvky krabicového grafu nej€astéji odpovidaji vyznamnym kvantilim vypoctenym na zékladé
pozorovanych dat. Uvniti obdélnikového tvaru je naznacena pozice medianu (50% kvantilu) a
obdélnik samotny znaci polohu dolniho a horniho kvartilu, tedy 25% a 75% kvantilu. Tyto
dva kvantily odpovidaji kvartilovému rozpéti, které ohranicuje 50% pozorovanych hodnot.
Fousky dosahujici za hranice obdélnikového tvaru pak signalizuji polohu hodnot vice
vzdalenych od medianu, nejcasteji odpovidaji 5% kvantilu (spodni fousek) a 95% kvantilu
(horni fousek), ptipadné minimu a maximu pozorovanych hodnot.

T <—— Maximum = 100% kvantil

Horni kvartil = 75% kvantil

L] <—— Median = 50% kvantil

l Dolni kvartil =25% kvantil

<—— Minimum = 0% kvantil

Obr. 2.8 Priklad krabicového grafu s vyznacenim vyznamnych kvantilit pozorovanych dat.

2.3 Identifikace odlehlych hodnot

Zasadni vliv odlehlych hodnot na popisné statistiky a tedy i nezbytnost jejich identifikace
1ze nejlépe ilustrovat piikladem.

Priklad 2.5. UvaZzujme data z ptikladu 2.3, v nichZ zaménime jednu jedinou spravnou
hodnotu za hodnotu odlehlou (a to tak, Ze pouze vynechdme desetinnou carku). Data
s odlehlou hodnotou jsou ddna v tabulce 2.5, odlehla hodnota je zobrazena tu¢né.

Tabulka 2.5 Hodnoty cholesterolu vybrané populace muzii s odlehlou hodnotou.

6.2 7.6 6.3 9.1 4.2 5.8 5.65 6.3 8.6 6.0 6.2
6.7 4.6 6.25 6.4 4.04 6.3 9.1 6.3 5.2 64 5.75
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Vypocet popisnych statistik je uveden v tabulce 2.6. Srovname-li vysledky vypocti na
datech s a bez odlehlé hodnoty, je vidét, Ze odlehld hodnota velmi vyrazné ovlivituje jak
hodnotu priméru, tak vybérové smeérodatné odchylky, které jiz viibec neodrazeji ptvodné
naméfené hodnoty hladiny cholesterolu. Jinymi slovy, primér ovlivnény odlehlou hodnotou
nelze povazovat za adekvatni miru stiedni tendence téchto dat a vybérovou smérodatnou
odchylku ovlivnénou odlehlou hodnotou nelze povazovat za adekvatni miru jejich variability.
Na druhou stranu, hodnota medianu se vlivem odlehlé hodnoty neméni, nebot’ odlehla
hodnota neméni frekvenéni stied dat.

Tabulka 2.6 Popisné statistiky vypoctené na datech s a bez odlehlé hodnoty (v mmol/l).

Statistika ~ Vypocet na datech bez odlehlé hodnoty Vypocet na datech s odlehlou hodnotou

Primér: x=6,318 x =8,936

Median: X =6,275 X =6,275
Smeérodatna _ _

odchylka: s =1,337 s=12,371

Jak je vidét zptrikladu 2.5, chybné hodnoty nebo také odlehld pozorovani mohou
zasadnim zpisobem ovlivnit vysledky sumarizace dat, coz mize vést k mylné interpretaci a
zaveéram. Stejné tomu je 1 v piipad€ pokrocilejSich statistickych metod a modelt, kde je vSak
nase schopnost odhaleni odlehlé hodnoty na zakladé vysledka fadove horsi nez u jednoduché
sumarizace. Je tak ziejmé, ze problému odlehlych pozorovani je nutné se vénovat jesté pred
zahdjenim jakychkoliv vypoctl. Definice extrémnich (odlehlych) hodnot neni jednoducha,
nebot’ obor moznych hodnot ndhodné veliCiny vzdy zavisi na konkrétnim problému, ktery
feSime (v ptipadé klinickych dat je vétSinou dan rozmezim fyziologickych hodnot). Nekteti
autofi definuji odlehlou hodnotu jako hodnotu, ktera lezi nékolikandsobek (t¥i, péti,
sedminasobek) vybérové smerodatné odchylky, respektive kvartilového rozpéti (Casto jedna a
pul nebo tfindsobek IQR), od priméru, respektive medianu. Toto pravidlo vSak nelze brat
striktné, nebot’ skuteCnost, které hodnoty jsou ¢i nejsou mozné, by mél definovat hlavné
zadavatel analyzy (expert na danou problematiku). Mnohem lepsi je volna definice odlehlé
hodnoty, ktera ji definuje jako netypické pozorovani, které nezapada do pravdépodobnostniho
chovani souboru dat.

Idealnimi nastroji pro identifikaci odlehlych hodnot jsou zejména vySe uvedené grafy,
které¢ vétSinou jednoznaéné odhali problematickou hodnotu jako nezvykle vzdalenou od
ostatnich pozorovanych hodnot. Zajima-li nas jedna ndhodna veli¢ina, je na misté pouZit
histogram a krabicovy graf, v pfipadé hodnoceni vztahu dvou nahodnych veli¢in je vhodny
pro identifikaci odlehlé hodnoty bodovy graf. Identifikaci odlehlé¢ hodnoty z ptikladu 2.5
pomoci histogramu a krabicového grafu ukazuje obrazek 2.9.

Popisné statistiky jsou dal$i pomickou pro odhalovani problematickych hodnot,
sumarizace minimalnich a maximalnich pozorovanych hodnot, ptipadné 5% a 95% kvantild,
nam vzdy jasné ukaZze, v jakém rozsahu hodnot se nd$ soubor pohybuje. Na pfitomnost ¢i
nepiitomnost odlehlych hodnot ukazuje 1 srovnani priméru a medianu. Ve chvili, kdy nam
ob¢ hodnoty vychdzeji Ciseln€ podobn¢, miizeme usuzovat na nepiitomnost odlehlych hodnot,
zatimco ve chvili, kdy se hodnota priméru lisi od hodnoty medianu, svédc¢i to o pfitomnosti
odlehlych hodnot.
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Je zfejmé, Ze zejména na vétSich datovych souborech se nelze v identifikaci odlehlych
hodnot obejit bez vizualizace a popisnych statistik. Stejn¢ tak se ale nelze obejit bez znalosti
daného problému, kterd ndm pomaha se orientovat v tom, jaky je viibec obor moznych hodnot
sledované ndhodné veliciny.

Data bez odlehlé hodnoty Data s odlehlou hodnotou
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Obr. 2.9 Identifikace odlehlé hodnoty pomoci histogramu a krabicového grafu.

2.4 Shrnuti

I kdyZ dle povahy rozdélujeme znaky v zasadé¢ pouze na dvé skupiny, kvalitativni a
kvantitativni, datovych typl, se kterymi potom pii zpracovani pracujeme, je vice. Kromée
jejich definice a toho, jak s danym datovym typem zachézet, je tieba si uv€domovat i jejich
informacni hodnotu, ktera souvisi jak s variabilitou méteni, tak ptipadné s jeho subjektivitou.
Ptikladem, ktery byl jiz uveden vySe, je, Ze zatimco méfeni tlaku krve lze pfi pouziti
adekvatniho nastroje povazovat za presné, hodnoceni bolestivosti rany je do zna¢né miry
zavislé na povaze pacienta a jeho psychickém stavu.

Prvnim krokem jakékoliv analyzy bez ohledu na typ dat by méla byt sumarizace a
vizualizace pozorovanych hodnot. Oboji pouZivdme proto, Ze chceme do dat vidét. Nikdo
pouhym pohledem neodecte potiebné informace ze souboru 1000 pacientl. Potfebujeme grafy
a popisné statistiky, abychom mohli o datech viibec komunikovat a pfemyslet. Vizualizace a
vypocet popisnych statistik by se tedy nikdy nemély podcenovat, i kdyz jsou to kroky
zdéanlivé primitivni a zbytec¢né. S jejich pomoci totiz miZeme velmi snadno odhalit odlehla
pozorovani a nespravné hodnoty v datech, napt. ¢iselné pieklepy v desetinnych mistech.
Maéme-li uprostfed datového souboru misto spravné polozky 1,21 zapsano 121, je jisté lepsi
na to pfijit na po€atku zpracovani dat nez na jeho konci.
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3 Nahodna velicina a jeji rozdéleni pravdépodobnosti

Néhodna veli¢ina je zdkladnim konceptem matematické statistiky, kterd ndm umoziuje
pracovat pomoci statistické metodiky se znaky, které¢ jsou v biologii, medicin¢ i dalSich
védach predmétem naSeho zajmu.

Oznaéme Q mnozinu vSech moznych vysledkii ndhodného pokusu (Q reprezentuje
zakladni soubor), a w jednotlivé elementarni jevy (w; reprezentuje i-ty prvek zakladniho
souboru). Nahodna veli¢ina predstavuje Ciselné vyjadieni vysledku nahodného pokusu,
matematicky feceno je to funkce, kterd kazdému elementdrnimu jevu w; z Q ptifadi hodnotu
X(w;) zmnoziny moznych hodnot (ta je podmnozinou mnoziny realnych Ccisel, R).
Matematicky zapséano, je ndhodna veli¢ina definovéna jako nasledujici funkce:

X:Q>R. (3.1)

vvvvvv

a presahuje ramec t&chto skript. Uplnou definici nahodné veli¢iny lze nalézt napf. v knize
Matematicka statistika od Jifiho Andéla [3].

Cely zékladni soubor Q ¢asto neni zndm (mnoZina Q miZe byt i nekone€nd) a nejsme tak
schopni ho popsat. Vyhodou ndhodné veli¢iny X je, ze ptrevadi zakladni prostor na cisla
a teprve na jejich zékladé usuzujeme na vlastnosti €. Schematicky je vztah mnoZiny vSech
moznych vysledki ndhodného pokusu, pravdépodobnosti a ndhodné veli¢iny zndzornén na
obrazku 3.1. Ndhodné veli€iny je zvykem oznacovat velkymi pismeny z konce abecedy, napft.
X, Y, Z, jejich ¢iselné realizace pak odpovidajicimi malymi pismeny, napf. x, y, z.

.

7 Zakladni
d prostor Q N\

Pravdépodobnost P Nahodna veli¢ina X

0 P(4) 1 R 0 x R

Obr. 3.1 Schematické vyjadreni konceptu nahodné veliciny.

Pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny, tedy pftifazeni pravdépodobnosti kazdému
moznému vysledku nahodné veli¢iny, jednoznacné popisuje tzv. rozdéleni pravdépodobnosti,
coz je predpis dany bud’ jako funkce zadanéd analyticky, nebo jako vycet moznosti a jim
prislusnych pravdépodobnosti. Druhou moznost Ize ilustrovat jednoduchym piikladem
v podobé sledovani skutecnosti, zda pii hodu kostkou padne ¢islo 6. Nahodné veli¢ina X pak
nabyva hodnot 1 (¢islo 6 padlo, pravdépodobnost je rovna 1/6) nebo 0 (¢islo 6 nepadlo,
pravdépodobnost je rovna 5/6). Je tedy zifejmé, ze ndhodnd veli¢ina se netykd pouze
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kvantitativnich znakt, nebot’ ¢iselné vyjadieni vysledku ndhodného pokusu miize popisovat 1
pohlavi.

Rozdéleni pravdépodobnosti piedstavuje model chovani ndhodné veli¢iny v cilové
populaci. Pomoci vzorku (naméfenych pozorovani) se ptame, jestli je model spravny a jaké
jsou jeho charakteristiky. Rozdé€leni pravdépodobnosti ndhodné veliiny lze jednoznacné
popsat pomoci tzv. distribucni funkce (cumulative distribution function), kterou standardné
zna¢ime F(x). Distribucni funkce vyjadiuje pravdépodobnost, ze Ciselnd realizace nahodné
veli¢iny X nepiekro¢i na redlné ose danou hodnotu x, coz lze zapsat jako

F(x)=P(X<x)=P(w, eQ: X(w,)<x). (3.2)

Distribuéni funkce ma nékolik vlastnosti, které plynou ztoho, Ze je definovadna jako
pravdépodobnost:

1. F(x) je neklesajici a zprava spojita.
2. Plati,ze 0 < F(x) < 1.

3. Plati, ze F(x) — 0 prox — —w0a F(x) — 1 prox — .

Priklad 3.1. UvaZzujme 5 hodii minci. Nahodn4 veli¢ina X pfedstavuje pocet licti a mlize
nabyvat pouze hodnot z mnoziny {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Pro uplnost dodejme, Ze mnozina Q je
vtomto pifipadé mnozina vSech uspofddanych pétic slozenych znul a jednicek
reprezentujicich ruby, respektive lice. Pravdépodobnosti jednotlivych realizaci nahodné
veli¢iny X lze spocitat jednoduse pomoci kombinatoriky: P(X = 0) = 1/32, P(X = 1) = 5/32,
P(X =2)=10/32, P(X = 3) = 10/32, P(X = 4) = 5/32, P(X = 5) = 1/32. Distribu¢ni funkce
ndhodné veliciny X je pak schodovita funkce dana tabulkou 3.1. Graficky je distribu¢ni
funkce ndhodné veliiny X znazornéna na obrazku 3.2.

Tabulka 3.1 Hodnoty distribucni funkce nahodné veliciny X uddvaji pocet licii v péti hodech minci.

X x<0 xe(0]) xe(l2) xe(23) xe(34) xe(45) x=5

F(x) 0 1/32 6/32 16/32 26/32 31/32 1
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Distribuéni funkce

1.0

0.8

F(x)
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Obr. 3.2 Distribucni funkce nahodné veliciny X udavaji pocet licii v péti hodech minci.

Distribu¢ni funkce je teoreticky ptedpis, ktery sice definuje pravdépodobnostni model pro
nahodnou veli¢inu X, ale v fad€ pfipadii nezname jeho piesné vyjadieni. Jejim vybérovym
ekvivalentem, ktery kumulativnim zpasobem popisuje pravdépodobnostni chovani
pozorovanych hodnot je tzv. vybérovda (empiricka) distribucni funkce, F,(x), ktera je
definovana nasledovné:

Fn(X)z#(x;fx)— lil(xiéx), (3.3)

n“

kde symbol # vyjadiuje poCet a [ je indikatorova funkce nabyvajici hodnoty 1, kdyz je
podminka v argumentu funkce splnéna, a hodnoty 0, pokud podminka v zavorce splnéna neni.

Vybérova distribuéni funkce je pfi  splnéni predpokladu reprezentativnosti
experimentalniho vzorku odhadem teoretické distribu¢ni funkce, coz znamena, Ze z jejich
hodnot a grafického zndzornéni mizeme usuzovat na vlastnosti teoretické distribucni funkce.
Distribu¢ni funkce jednoznacné ptifazuje kazdému Cislu x na redlné ose pravdépodobnost,
kdyz odpovidd na otdzku, sjakou pravdépodobnosti nahodna veli¢ina X pravé toto x
nepiekroéi. Casto nds zajima ale i opacna uvaha, tedy odpovéd na otazku, jaké &islo x na
realné ose nepiekro¢i ndhodnd veli¢ina X s urcitou pravdépodobnosti (ozna¢me ji p), coz
muze byt napf. ¢islo p = 0,8, 0,9 nebo 0,95. Odpovéd’ na tuto otdzku dava tzv. kvantilova
funkce, coz je funkce inverzni k distribu¢ni funkci, jejimz vysledkem neni pravdépodobnost,
ale prave Cislo na realné ose, které této pravdépodobnosti p odpovida. Rozdil mezi distribu¢ni
funkei a kvantilovou funkci ukazuji vztahy 3.4 a 3.5.

Distribuéni funkce: F(x,)=P(X<x,)=p (3.4)
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Kvantilova funkce: x,=F ' (P(X<x,))=F " (p) (3.5)

Kvantilova funkce tizce souvisi s pojmem kvantil, ktery byl vysvétlen v kapitole 2, ale
zatimco tam byl kvantil zaveden jako jedna z pozorovanych hodnot s urc¢itou vlastnosti (p-
procentni kvantil rozd€luje data na p procent hodnot a (100 — p) procent hodnot), zde se jedna
o teoretickou funkci, kterd je charakteristikou rozdéleni ndhodné veli¢iny X.

3.1 Spojité a diskrétni nahodné veli¢iny

Nahodné veli¢iny délime dle mnoziny hodnot, kterych mohou nabyvat, na spojité¢ a
diskrétni. Diskrétni ndhodnd velicina mize nabyt nejvySe spoCetné mnoha hodnot
(ptedstavovanych izolovanymi body na realné ose), zatimco spojita nahodna veli¢ina mize
nabyt vSech hodnot v ur¢itém intervalu (tedy muize nabyt nespofetné mnoha hodnot).
Medicinskym piikladem spojité nahodné veliCiny je napt. vyska osoby, vaha osoby, krevni
tlak pacienta, koncentrace glukdzy v krvi (glykémie) nebo ¢as do vyskytu sledované udalosti;
ptikladem z oblasti biologie pak biomasa na m?, listova plocha, pH, koncentrace toxickych
latek ve vodé€ nebo v ovzdusi apod. Jako piiklad diskrétni ndhodné veli¢iny z oblasti mediciny
muzeme uvést pocet krvacivych epizod u pacienta za rok, poc¢et opakovanych hospitalizaci,
pocet dni po operaci do odeznéni bolesti; z oblasti biologie pak napt. pocet zvifecich druhil na
jednotku plochy nebo objemu, pocet bakteridlnich kolonii na experimentalni misku, apod.
Diskrétni ndhodna veli¢ina ma distribu¢ni funkei schodovitého tvaru, zatimco spojita ndhodné
veli¢ina ma spojitou distribuc¢ni funkci.

Zatimco distribu¢ni funkce popisujici rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny
kumulativnim zptisobem je charakteristika spole¢na pro spojité i diskrétni ndhodné veliCiny,
ve chvili, kdy chceme popsat rozdéleni pravdépodobnosti pro jednotlivé hodnoty, respektive
intervaly na redlné ose, musime definovat pfislusnou funkci zvIast’ pro spojité a zvlast pro
diskrétni ndhodné wveli¢iny. Spojitou ndhodnou veli€¢inu X s distribu¢ni funkci F(x)
charakterizuje tzv. hustota pravdépodobnosti (probability density function), coz je funkce f(x)
takova, ze plati:

F(x)= jw F(x)dt . (3.6)

To znamena, Ze distribu¢ni funkce spojité nahodné veliCiny geometricky znamena plochu pod
grafem hustoty pravdépodobnosti f{(x), viz obrazek 3.3. Jako pfimy disledek lze hustotu
pravdépodobnosti ziskat derivaci distribu¢ni funkce, tedy f(x) = dF(x)/dx.

Diskrétni ndhodnou wvelicinu X s distribuéni funkci F(x) charakterizuje tzv.
pravdépodobnostni funkce (probability mass function), coz je funkce p(x) takova, ze plati:

F(x)=Y p(t)=D P(X =1). (3.7)

1<x 1<x

Pravdépodobnostni funkce vyjadiuje vztah p(x) = P(X = x), coz geometricky odrazi
skute¢nost, ze hodnota p(x) je rovna vySce skoku (hrany schodu) v bodé x na grafu schodovité
distribu¢ni funkce (viz obrazek 3.3).
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Ze vztahl 3.6 a 3.7 je vidét, Ze distribucni funkce a hustota, respektive distribu¢ni funkce
a pravdépodobnostni funkce, jsou navzajem ekvivalentni, tedy zndme-li jednu, mizeme
dopocitat druhou.
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< <
- < [en) |
| |
% | i ! P(0<X<2)
o | n | |
P(O<X<2) — : S :
< | | i
_ < : :
5-{ ~
< . ! < S :
< | | I I
o | | |
| I I
| I I
| | — ] |
Q] | | (=) I
S | | |
| I I
| I I |
| I i |
o | | =) | |
= ! ! =i I !
T T T 1 T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X
Diskrétni nahodna veli¢ina
< |
= R %7 . —e®
(e}
x| «— w
() (\!,
P(X=3) e
e [}
S T &
/; ~ e \
LL‘ ﬂ‘., QL 27 ]
S S
()
IS\ 7
S - S
3,
gi """""" < L ] ’
T T T T T T T T t T
-1 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
X x

Obr. 3.3 Vztah distribucni funkce nahodné veliciny s hustotou a pravdépodobnostni funkci.

3.2 Charakteristiky nahodnych veli¢in

Vyse definovany popis pravdépodobnostniho chovani nahodné veliiny pomoci
distribu¢ni funkce, hustoty a pravdépodobnostni funkce je sice Uplny, ale trochu slozity a
velmi neprakticky. Casto se tak pro popis jednotlivych rozdéleni pravdépodobnosti pouZivaji
¢iselné charakteristiky, které shrnuji vlastnosti rozdéleni pravdépodobnosti do jednoho ¢isla,
které je snadno interpretovatelné a Ize s nim pracovat jednoduseji nez s funkénim vyjadienim.
Dvé nejznaméjsSi a nejpouzivanéjsi charakteristiky, které odrazi vlastnosti rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veliciny, jsou stiedni hodnota (mean value) a rozptyl (dispersion,
variance). Sttedni hodnota ndhodné veli¢iny X, znac¢ime ji E(X), je mirou polohy a popisuje
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tak oblast realné osy, kde mad ndhodna veli¢ina X ,tendenci® se realizovat, zatimco rozptyl
nahodné veli€iny X, zna¢ime ho D(X), je mirou variability, ktery ukazuje, jak moc jednotlivé
mozné hodnoty nahodné veli¢iny X kolisaji kolem jeji stfedni hodnoty.

Vzhledem k tomu, Ze stfedni hodnota i rozptyl charakterizuji rozdéleni pravdépodobnosti,
neni piekvapivé, ze jsou definovany pomoci odpovidajicich funkci, tedy stiedni hodnota
spojité nahodné veli¢iny X s hustotou f{x) je definovana jako integral

E(X)= f;x F(x)dx, (3.8)

zatimco stfedni hodnota diskrétni ndhodné veliCiny X s pravdépodobnostni funkci p(x) a
oborem moznych hodnot R je definovana jako suma

E(X)= ZXp(x). (3.9)

xeR

Vyraz pro vypocet sttedni hodnoty mtize vypadat slozité, ale nejedna se o nic jiného nez
o formu vaZeného priméru, kde jednotlivé mozné hodnoty, x, jsou vézeny jejich
pravdépodobnosti vyskytu, p(x). Jinak feceno, redlné hodnoty s vétsi pravdépodobnosti
vyskytu v rdmci realizace ndhodné veli¢iny X maji vétsi vliv na jeji vyslednou stfedni hodnotu
nez hodnoty s mensi pravdépodobnosti vyskytu.

Rozptyl ndhodné veli¢iny X, D(X), je definovan stejné pro spojitou i diskrétni ndhodnou
veli¢inu, a to jako stfedni hodnota kvadratu odchylky ndhodné veli¢iny od jeji stfedni
hodnoty:

D(X)=E(X -E(X))’ = E(X*)—(E(X))", (3.10)

kde vyraz E(X %) predstavuje stiedni hodnotu transformované nahodné veli¢iny X * [3]. Stejné
jako v ptipadé vybérového rozptylu neni ani rozptyl ndhodné veliCiny v tychz jednotkach jako
sttedni hodnota a hodnoty nahodné veliiny, a proto se jako mira variability pouZziva spiSe
jeho odmocnina, tzv. smérodatna odchylka (standard deviation) ndhodné veli¢iny, kterou
znacime SD(X):

SD(X)=/D(X) . (3.11)

Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny predstavuji teoreticky ekvivalent (ve smyslu
pravdépodobnosti) popisnych ukazatelli, které nés zajimaly u pozorovanych dat, tedy stfedni
hodnota, E(X), je teoretickym ekvivalentem priméru a rozptyl, D(X), je teoretickym
ekvivalentem vybérového rozptylu (viz ¢ast 2.2.2). Stiedni hodnota a rozptyl ndhodné
veli¢iny X predstavuji klicové parametry jejiho rozdéleni pravdépodobnosti a pfi statistickém
zpracovani dat jsou vétSinou hlavnim pfedmétem naseho zdjmu. U spojitych nédhodnych
velicin maji vysSe definované charakteristiky vétSinou jasnou interpretaci, v ptipadé
diskrétnich ndhodnych veli¢in v§ak mohou byt i lehce zavadéjici, nebot’ diskrétni ndhodna
veli¢ina viibec nemusi nabyvat své stfedni hodnoty. Jako ptiklad lze uvést ndhodnou veli¢inu
X, kterad nabyva hodnot —1 a 1, obou s pravdépodobnosti 0,5. Je ziejmé, Ze jeji sttedni hodnota
je 0, coz je ale hodnota, které tato ndhodna veli¢ina nikdy nemtize nabyvat.
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3.3 Shrnuti

V této kapitole jsme definovali ndhodnou veli¢inu jako zakladni mySlenku statistiky,
ktera nam umoziuje praci s pozorovanymi hodnotami sledovanych znakii. Chovéani ndhodné
veli¢iny z hlediska pravdépodobnosti popisujeme pomoci jejiho rozdéleni pravdépodobnosti,
které¢ piedstavuje model chovani nahodné veliiny v cilové populaci. Rozdéleni nahodné
veli¢iny je nejCastéji charakterizovano pomoci distribuéni funkce nebo hustoty
pravdépodobnosti v piipad¢ spojité nahodné veliCiny, respektive pravdépodobnostni funkce
v ptipadé diskrétni nahodné veli€iny. V praxi nds vSak nejvice zajimaji ¢iselné charakteristiky
nahodnych veli¢in, stifedni hodnota a rozptyl, které jsou pfi statistickém zpracovani dat
vétSinou hlavnim pfedmétem naseho zajmu.

Tyto funkce a Ciselné charakteristiky 1ze pouzit jak pro popis vlastnosti cilové populace,
tak pro predikci budouciho chovani ndhodné veli¢iny. Na zdklad¢ pozorovanych dat jsme
totiz schopni pomoci dostupnych nastroji (histogram, box plot, popisné statistiky) usuzovat
na charakter rozdeleni pravdépodobnosti sledované veliCiny a jsme schopni otestovat miru
shody pozorovanych hodnot s teoretickym rozd€lenim. Za piedpokladu shody se mizeme
nasledné ptat, jaka je pravdépodobnost, ze se sledovana ndhodna veli¢ina realizuje v né¢jakém
konkrétnim intervalu hodnot. Dale mlizeme napt. provadét srovnani sledované vlastnosti
vramci jedné nebo vice cilovych populaci. Na zdkladé pozorovanych dat a naSich
predpokladii o teoretickém pravdépodobnostnim modelu (hypotéz) jsme totiz schopni pomoci
statistickych testl srovnavat charakteristiky dané ndhodné veli¢iny v ramci jedné nebo vice
zkoumanych skupin subjektii/objekti.
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4 Vybrana rozdéleni pravdépodobnosti

Znalost rozdéleni pravdépodobnosti, kterym se fidi ndmi studovand ndhodna veli¢ina,
neni nezbytnd. Existuji totiz statistické metody, standardné jsou oznacovany jako
neparametrické metody, které nevyzaduji specifikaci konkrétniho rozdéleni pozorovanych
hodnot. Na druhou stranu, tato znalost, kterou vyzaduji tzv. parametrické metody, je vzdy
vyhodna, nebot' pouziti parametrickych metod je vétSinou jednodu$si a pii korektné
specifikovaném rozdé€leni i ptesnéj$i. Podminka korektni specifikace je vSak nesmirné
dilezitd. Pokud totiz pfedpokladdme pravdépodobnostni chovani studované cilové populace
dle urcitého rozdeleni, ale ve skutecnosti tento predpoklad splnén neni, je Spatné specifikace
celého statistického modelu, coz vede k zavad¢jicim vysledkim a neinterpretovatelnym
zaveérim.

Neparametrické metody ziskaly v biologické a klinické komunité na popularité¢ zejména
diky rozvoji modernich genetickych a molekularné-biologickych metod zaméfenych na
monitorovani hladin a intenzit nejriznéjSitho plvodu. V téchto piipadech je znalost
konkrétnich rozdéleni velmi omezena, coz nahrava pouziti neparametrickych metod. I pies
rostouci popularitu neparametrické statistiky vSak parametrické metody ziistdvaji dominantni
oblasti statistiky, z ¢ehoz samoziejmé vyplyva i vyznam jednotlivych rozdéleni. V dalsi ¢asti
této kapitoly budou ptedstavena rozdéleni pravdépodobnosti, ktera hraji dilezitou roli jak
v praktické, tak v teoretické biostatistice [3, 37, 38].

4.1 Normalni rozdéleni

Normadlni rozdéleni je spojité rozdéleni pravdépodobnosti, které popisuje celou fadu
veli¢in, jejichz hodnoty se symetricky shlukuji kolem stfedni hodnoty a vytvafeji tak
charakteristicky tvar hustoty pravdépodobnosti, ktera je znama také pod pojmem Gaussova
kiivka. Tento zvonovity tvar souvisi s faktem, Ze variabilita normalniho rozdéleni kolem jeho
sttedni hodnoty je ddna aditivnim vlivem mnoha tzv. ,slabé pulsobicich* faktord, coz
znamena, ze se s normalnim rozdélenim setkavame u fady biologickych a klinickych znakd,
napf. vySky Cloveka, délky koncetin a kosti, maximalni dosazené rychlosti jestérky, apod. Je
tteba poznamenat, Ze oznaceni normalni rozd€leni neznamend, ze by toto rozdéleni
pravdépodobnosti bylo v pfirodé¢ normalnéj$i nez rozdé€leni jind, na rozdil od ostatnich
rozdéleni ma vSak normalni rozdéleni stéZejni vyznam v teoretické statistice.

Normalni rozd€leni pravdépodobnosti je zcela popsano dvéma parametry, které jsou
standardné oznaCovany jako u a o, kdy prvni z nich predstavuje sttedni hodnotu normalniho
rozdéleni a druhy ptfedstavuje rozptyl normalniho rozdé€leni. Fakt, ze nahodna veli¢ina X ma
normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou  a rozptylem o°, zapisujeme jako
X ~ M(u,0”). Hustota ndhodné veli¢iny X pak ma nasledujici tvar:

1 ()2 /252
fpu,0%) =P (4.1)
2ro

Ukézky hustot ndhodnych veli¢in s normalnim rozdélenim pro rizné hodnoty parametra
u a o jsou uvedeny na obrazku 4.1.
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Obr. 4.1 Ukazky hustot nahodnych velicin s normdlnim rozdélenim.

Jak jiz bylo uvedeno, normalni rozdéleni pravdépodobnosti je pro biostatistiku diilezité,
nebot’ je klicovym piedpokladem fady zakladnich testi a model. Rozhodneme-li se pouzit
pro zpracovani dat metodu zaloZenou na ptfedpokladu, Ze data pochdzeji znormalniho
rozdéleni, je ovéfeni tohoto predpokladu stejné dilezité jako vybér samotného testu. Pro
ovefeni normality existuje fada testl a grafickych metod, nékteré z nich budou rozebrany
v kapitole 8 v souvislosti s analyzou rozptylu, coz je pravé jedna z metod postavenych na
ptedpokladu normalniho rozdéleni. Nicmén¢ stoprocentné ovéfit to, zda se sledovana veli¢ina
(znak) chovéa dle normalniho rozdéleni je prakticky nemozné, vzdy jsme totiz limitovani
mnozstvim a kvalitou pozorovanych dat. Uvazujme soubor 22 pozorovani z ptikladu 2.3,
ktera jsou zobrazena pomoci histogramu a krabicového grafu na obrazku 2.9. Stézi lze
rozhodnout, zda se jednd nebo nejednd o hodnoty pochézejici z normélniho rozdéleni; na
takto malém datovém souboru je jakdkoliv vizualizace i testovani velmi obtizné. V praxi tak
normalitu vlastné nepotvrzujeme, spise piipoustime, ze se pozorované hodnoty neodchyluji az
prilis.

Vlastnosti normalniho rozdéleni s velkym praktickym vyznamem je, Ze jsme u néj
schopni vy¢islit procento pozorovani, kterd by se méla realizovat v rozmezi + x-ndsobku
smérodatné odchylky ¢ od stfedni hodnoty x. Zminéné procenta pro jedno, dvou a tfindsobek
smérodatné odchylky uvadi tabulka 4.1.

Tabulka 4.1 Pravdépodobnost realizace normalni nahodné veliciny v rozmezi + x-ndsobku
smerodatné odchylky o od stredni hodnoty .

Interval Pravdépodobnost realizace uvniti intervalu Pravdépodobnost realizace vné intervalu
uxle 0,683 0,317
u*2c0 0,954 0,046
u+3c 0,997 0,003
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Z tabulky 4.1 vyplyva, ze pravdépodobnost realizace ndhodné veliCiny s normdlnim
rozdélenim v intervalu u £ 20 je lehce pies 95%. Jinymi slovy, zhruba 95% pozorovani
nahodné¢ veli¢iny s normalnim rozdélenim by se mélo realizovat v rozmezi u — 20 a u + 2o.
Uvéazime-li dokonce interval u + 30, pak je pravdépodobnost realizace nahodné veliCiny
uvnitt tohoto intervalu dokonce vice nez 99,5%. Tato jednoduchd poucka je nékdy
oznacovana jako pravidlo + 3 sigma.

Dalsi dualezitou vlastnosti normalniho rozdé€leni, kterd ma praktické vyuziti, je, ze pii
s¢itani dvou a vice ndhodnych veli€in se zachovava normalita. Jinymi slovy, pro nezavislé
nahodné¢ veli¢iny X a Y plati, Ze 1 jejich soucet, tedy ndhodna veli¢ina Z = X + Y, md normalni
rozdeleni pravdépodobnosti.

4.2 Standardizované normalni rozdéleni

Mezi vyhodné vlastnosti normalniho rozdéleni patfi zachovani normality pii zméné
méfitka osy, na které métime jednotky nahodné veli¢iny X. Jinymi slovy, pokud veli¢inu X
s rozdélenim N(u,0”) transformujeme podle vztahu ¥ = a + bX, pak plati, Ze ndhodna veli¢ina
Y mé rozdéleni pravdépodobnosti N(a + bu, b*c®). S vyuzitim této vlastnosti jsme vzdy
schopni transformovat nahodnou veli¢inu X s rozd&lenim N(u,0°) na nahodnou veliinu
Z s rozdélenim N(0,1), tedy snormélnim rozdé€lenim snulovou stfedni hodnotou a
jednotkovym rozptylem. Plati

X —
X ~N(p,0")>Z="—H~NO,]). (42)

\/?

Toto rozdéleni ma ve statistice vysadni postaveni a oznacuje se jako standardizované
normdlni rozdéleni (normované normadalni rozdéleni). Jeho hustota pak ma nasledujici tvar:

—x?/2

S(x0,) = J%,e (4.3)

Vyhoda je, Ze vSechny hodnoty distribu¢ni i1 kvantilové funkce jsou tabelovany a
obsazeny v dostupnych softwarech (kvantily standardizovaného normalniho rozdéleni se
oznacuji jako z). Mlzeme tak jednoduse kvantifikovat pravdépodobnost, s jakou se ndhodna
veli¢ina Z se standardizovanym normélnim rozdélenim realizuje nad urcitou hodnotou z
(pfipadné pod ni, nebo mezi dvéma danymi hodnotami). Obecné lze plochu pod hustotou
rozdelit pomoci kvantilu na dvé ¢asti, napt. pomoci 100(1 — a)procentniho kvantilu, ozna¢me
ho z,, na cast splochou 1 — a a na ¢ast splochou a (viz obrazek 4.2). Toto déleni
samoziejm¢ odpovida pravdépodobnosti, tedy ndhodna veli¢ina Z se realizuje ¢islem mensim
nez zy., s pravdépodobnosti 1 — a a ¢islem vét§im nez z;., s pravdépodobnosti a.

Priklad 4.1. Pii popula¢nim epidemiologickém prizkumu se zjistilo, ze primérny objem
prostaty u muzi (veli¢ina X) je 52,73 ml se smérodatnou odchylkou rovnou 13,12 ml.
Piedpokladame, Ze objem prostaty se fidi normalnim rozdélenim, za hodnoty parametrti u a ¢
bereme populacni odhady. Zajimé nds, jaka je pravdépodobnost, Ze objem prostaty u muze
bude vétsi nez 80 ml. Abychom zjistili, jaka pravdépodobnost piislusi hodnoté 80 ml jako
kvantilu rozdéleni ndhodné veli¢iny X, provedeme standardizaci a zjistime pfislusnou
pravdépodobnost na zékladé kvantilu standardizované normalni veli¢iny Z. Vypocet hodnoty
veli¢iny Z je nasledujici:
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X-u 80-5273
o 13,12

Z 2,08. 4.4)

Vime, Ze hodnota 2,08 ptedstavuje 100(1 — a)procentni kvantil, z,.,, standardizované
normalni veli¢iny Z, k ni odpovidajici hladinu a zjistime z tabulek hodnot kvantilové funkce.
Lze zjistit, ze pravdépodobnost vyskytu hodnoty vétsi nez 2,08 je pro standardizovanou
normalni veli¢inu rovna 0,0188, coz tedy znamena, ze pravdépodobnost vyskytu prostaty
s objemem vétSim nez 80 ml je rovna piiblizné 2%.
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Obr. 4.2 Plochy pod hustotou pravdépodobnosti prislusné kvantilu z; .

Oblast, kde se ndhodna veli¢ina Z se standardizovanym normalnim rozdélenim realizuje
s pravdépodobnosti 1 — a lze vyjadfit pomoci jeji distribuéni funkce (ta vyjadiuje
pravdépodobnost, ze Ciselna realizace ndhodné veliCiny nepiekro¢i na realné ose danou
hodnotu) a pfislusnych kvantili nasledujicim zptisobem:

l-a=1-9-%= (1_%)_% = FN(O,I)(Zl—a/2)_FN(O,I)(Za/z) =P(z,, <2<z ,5). (4.5)

Jinymi slovy, oblast realizace ndhodné veli¢iny Z srozdélenim N(0,1) odpovidajici
pravdépodobnosti 1 — a lze vymezit pomoci jejich kvantilli, jmenovité pomoci
100(o/2)procentniho kvantilu, z,,, a 100(1 — a/2)procentniho kvantilu, z,». Vzhledem
k symetrii hustoty standardizovaného normalniho rozdéleni jsou vzdy tyto dva kvantily
identické az na znaménko, tedy plati z;.» = — Zy0.

Kli¢ové kvantily standardizovaného normalniho rozdé€leni uvadi obrazek 4.3, ze kter¢ho
vyplyva, ze ndhodna veli¢ina s rozdélenim N(0,1) se s pravdépodobnosti 90% realizuje mezi
hodnotou -1,64 a hodnotou 1,64, s pravdépodobnosti 95% mezi hodnotami -1,96 a 1,96 a
s pravdépodobnosti 99% nepiekroci v absolutni hodnoté ¢islo 2,58.
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Obr. 4.3 Klicové kvantily standardizovaného normalniho rozdéleni pravdépodobnosti.

Vymezeni oblasti, kde se ndhodna veli¢ina realizuje s ur¢itou pravdépodobnosti je platné
pro vSechna rozdéleni pravdépodobnosti, nejen pro standardizované normalni (i kdyz
u rozdéleni N(0,1) se vzhledem k jeho symetrii vyznamné kvantily dobfe pamatuji). Tento
fakt je velmi dualezity zejména v testovani hypotéz (viz kapitola 6), kde na zaklad¢ toho,
v jaké oblasti se realizuje hodnota testové statistiky (nahodné veliCiny s danym rozdélenim
pravdépodobnosti), rozhodujeme o platnosti nebo neplatnosti sledované hypotézy.

4.3 DalSi rozdéleni pravdépodobnosti

V dalsi casti této kapitoly budou ptedstavena rozdéleni pravdépodobnosti, kterd jsou bud’
dillezitd pro pochopeni dale uvedené statistické metodiky (zejména pro proces testovani
hypotéz) nebo jsou to rozd€leni Casto charakterizujici znaky a jevy v piirodé.

4.3.1 Rovnomérné spojité rozdéleni — Rs(a,b)

Rovnomérné spojité rozdéleni je zakladni spojité rozdéleni pravdépodobnosti, pro které
plati, Ze jeho hustota pravdépodobnosti je na intervalu (a, b) konstantni a mimo tento interval
nulova. Pro x z intervalu (a, b), kde a < b, ma hustota pravdépodobnosti rovnomérné spojitého
rozd¢leni tvar

1

fo=,

(4.6)



Lze ukazat (laskavému Ctenafi nechavame jako cviceni), Ze stfedni hodnota nahodné veliciny
s rovnomérné spojitym rozdélenim, E(X), je rovna (a + b)/2, jeji teoreticky rozptyl, D(X), je
pak roven (b — a)*/12.

4.3.2 Chi-kvadrat rozd&leni — y’(k)

Chi-kvadrat rozdéleni je spojité rozdéleni pravdépodobnosti s velkym vyznamem
v teoretické statistice. Vyuzivame ho pii konstrukci intervalu spolehlivosti pro rozptyl
nahodné veli¢iny (viz kapitola 5) a je to modelové rozdéleni pravdépodobnosti testové
statistiky pii testovani hypotéz o nezavislosti kvalitativnich dat a testech dobré shody (viz
kapitola 9). Chi-kvadrat rozd€leni vznikd jako soucet druhych mocnin k nezdvislych
nahodnych veli¢in se standardizovanym normalnim rozdélenim, N(0,1), jedna se tedy
o rozdéleni odvozené z normalniho. Plati nasledujici:

Z.~N(,)>K = izﬁ ~ 1> (k) 4.7)

i=1

Konstanta £, kterd je jedinym parametrem tohoto rozdéleni, je standardné nazyvana pocet
stupiiit volnosti. Ze vztahu (4.7) je zfejmé, Ze nahodna veli¢ina K nabyva pouze nezapornych
hodnot. Hustoty chi-kvadrat rozdéleni pro ¢tyfi riizné hodnoty parametru & jsou zobrazeny na
obrazku 4.4 vlevo.

4.3.3 Studentovo ¢ rozdéleni — #(k)

Studentovo t rozdéleni je také spojité rozdéleni pravdépodobnosti, které stejné jako
v pfedchozim piipad¢ nachazi spise uplatnéni v teoretické statistice nez v ptirod¢ [29]. Toto
rozdéleni charakterizuje rozdéleni pravdépodobnosti priméru jako odhadu sttedni hodnoty
veli¢iny s normalnim rozdélenim v piipad€, Ze nezname presnou hodnotu rozptylu (coz je
v praktickém Zivoté témét vzdy). Studentovo ¢ rozdéleni vznika jako podil dvou nezavislych
nahodnych veli¢in, jedné s rozd&lenim N(0,1) a druhé s rozdé&lenim (k). Plati tedy:

Z~N@O]),K~y*(k)>T=

J% ~ t(k) 4.8)

Parametrem Studentova ¢ rozd€leni je opét pocet stupiit volnosti &, ktery piebira od rozdéleni
chi-kvadrat. Studentovo rozdéleni lze také chapat jako aproximaci standardizovaného
normalniho rozdéleni pro malé vybérové soubory (tomu odpovidéd mald hodnota parametru k),
s rostouci velikosti souboru (s rostoucim parametrem k) se hustota Studentova rozdéleni
(atedy 1 kvantily) pfiblizuje hustoté¢ normalniho rozd€leni. Srovnanim obrazku 4.4 vpravo
s obrazkem 4.3 lze zjistit, ze jiz pro k£ = 100 je hustota Studentova ¢ rozdeleni témét shodna
s hustotou standardizovaného normalniho rozd¢leni.
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Obr. 4.4 Ukazky hustot nahodnych velicin s chi-kvadrat rozdelenim a Studentovym t rozdeélenim.

4.3.4 Logaritmicko-normalni rozdéleni — InN(u,o”)

S logaritmicko-normalnim (log-normdlnim) rozdélenim se na rozdil od dvou
ptedchozich rozdéleni mizeme relativné Casto setkat v pfirodé (respektive jak v biologii, tak
v medicing). Logaritmicko-normalni rozd€leni ma napft. télesnd hmotnost, délka inkubacéni
doby infekéniho onemocnéni nebo abundance ZivociSnych druhd. V neposledni fadé toto
rozdeleni charakterizuje i fadu krevnich parametrii (napf. pocCet krevnich bunék v daném
objemu, sérovy bilirubin u pacientll s cirh6zou). Ndhodna veli¢ina X mé logaritmicko-
normalni rozdéleni pravé tehdy, kdyz veli¢ina ¥ = In(X) ma normalni rozd¢leni (vyraz In zde
zastupuje pfirozeny logaritmus). A to samé plati i naopak, kdyZ veli¢ina ¥ ma normalni
rozdéleni, pak ndhodnd veli¢ina X = exp(Y) ma rozdéleni logaritmicko-normalni. Hustota je
dana vztahem

J‘(JC;u,az):#2
x~ 27wo

—(Inx-u)? /202
e(x,u) o

: (4.9)

kde parametry u a o° maji vyznam stiedni hodnoty a rozptylu normalniho rozd&leni
odpovidajici ndhodné veli¢iny Y = In(X). Ukazky hustot logaritmicko-normalniho rozdéleni
pro &tyfi rizné kombinace parametrii u a o jsou zobrazeny na obrazku 4.5 vlevo.
Logaritmicko-normalni ndhodna veli¢ina X opét nabyva pouze nezapornych hodnot, plati tedy
fix)=0prox<0.
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Obr. 4.5 Ukazky hustot nahodnych velicin s log-normdlnim a exponencialnim rozdelenim.

4.3.5 Exponencialni rozdéleni — Exp(7)

Exponencialni rozdéleni je spojit¢ rozdéleni pravdépodobnosti, které popisuje délky
casovych intervali mezi jednotlivymi udélostmi tzv. Poissonova procesu, coz znamena, 7e
popisuje délku cCasovych intervali mezi jednotlivymi uddlostmi, kdyz se tyto udalosti
vyskytuji vzdjemné nezéavisle a s konstantni intenzitou (tu popisuje jediny parametr tohoto
rozdéleni 1). Hustota je dana vztahem

f(xA)=Ae ™, x>0. (4.10)

Hustoty exponencidlniho rozdéleni pro Ctyfi riizné hodnoty parametru A jsou zobrazeny na
obrazku 4.5 vpravo. Exponencidlni rozdéleni ma vyznam v analyze pieZziti, nebot’ je to
nejjednodussi modelové rozd€leni pro délku doby do vyskytu sledované udalosti, jeho
jednoduchost je pravé v konstantni intenzité procesu, coz pfenesen¢ znamend, ze systém nema
pamét a ze doba od zacatku sledovani neovliviluje intenzitu procesu. Zobecnénimi
exponencialniho rozdéleni (ktera umoznuji Casové zavislou intenzitu procesu) jsou dalsi
rozdéleni pouzivana zejména v analyze pteziti, jmenovit¢ Weibullovo rozdéleni a gamma
rozdéleni [4].

4.3.6 Fisherovo F rozdéleni — F(ky,k;)

Fisherovo F rozdéleni pravdépodobnosti je opét rozdéleni svelkym vyuzitim
v teoretické statistice, kde vznikd jako podil dvou chi-kvadrat rozdéleni. Mame-li tedy dvé
nezavislé nadhodné veliCiny, K; a K, s chi-kvadrat rozdélenim se stupni volnosti k; a k,, tedy
plati K, ~ *(ky) a K> ~ x*(k»), pak ndhodna veli¢ina F definovana pomoci vztahu

K, Ik,
K, /k,

F= (4.11)
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ma Fisherovo F rozdéleni s parametry k; a k, které se zde, stejné jako v ptipadé chi-kvadrat
rozdeleni, nazyvaji stupné volnosti. F' rozdéleni je pouzivano pro sestrojeni 100(1 — )%
intervalu spolehlivosti (viz kapitola 5) pro podil dvou rozptylti normalniho rozd&leni, ,* a
0,%, navic je to také modelové rozdéleni testové statistiky, kterou pouzivame pro ovéfeni
hypotézy o rovnosti dvou rozptylt (vice v kapitole 7). V neposledni fadé¢ ma F rozdéleni také
vyznamné misto v testovani hypotézy o rovnosti stfednich hodnot veli¢iny X u vice nez dvou
vybérovych souboril. Pouziti F rozd€leni v tzv. analyze rozptylu se vénuje kapitola 8. Hustoty
Fisherova F rozdéleni pro Ctyii riizné kombinace parametri k; a k» jsou zobrazeny na obrazku
4.6.
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Obr. 4.6 Ukazky hustot nahodnych velicin s Fisherovym F rozdélenim.

4.3.7 Binomické rozdéleni — Bi(n,r)

Prvnim ptfikladem diskrétniho rozdéleni je binomické rozdéleni, které je zékladnim
modelem pro diskrétni veliCiny v biologii 1 mediciné. Popisuje totiz pocet vyskyth
sledované¢ho znaku nebo udalosti (ve formé ano/ne, nastala/nenastala) v sérii n nezavislych
experimentll, kdy v kazdém experimentu mame stejnou pravdépodobnost vyskytu daného
znaku (uddlosti), oznafenou =z. Pfiklad ndhodné veliCiny s binomickym rozdélenim byl
uveden jiz v ptikladu 3.1, kde jsme studovali pocet licti v sérii péti hodl minci. Zde byl pocet
nezavislych experimentli n = 5 a pravdépodobnost vyskytu dané udalosti (padnuti lice) 7 =
0,5. Jinym piikladem miize byt sledovani vyskytu nezadoucich u¢inkt u lé€enych pacientii
nebo sledovani piitomnosti biologického druhu na dané lokalité. Pravdépodobnostni funkce
binomického rozdéleni s parametry n a 7 ma tvar

p(x;n,r)=P(X =x)= [njﬂx(l -7)"",x=0,1,2,....n. (4.12)
X
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Pravdépodobnostni funkce binomické nahodné veli¢iny pro experiment s 10 a 100
opakovanimi vzhledem ke tfem rliznym mozZnostem parametru 7 jsou uvedeny na obrazku 4.7
(na obrazku vlevo jsou body jednotlivych funkci pro ptehlednost spojeny teckovanou ¢arou).
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Obr. 4.7 Pravdeépodobnostni funkce nahodné veliciny s binomickym rozdélenim pro n=10 a n=100.

4.3.8 Poissonovo rozdéleni — Po(/)

Druhym piikladem diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti je Poissonovo rozdéleni,
které popisuje pocet vyskyti sledovaného znaku nebo udélosti na danou jednotku casu,
plochy, pfipadné objemu s tim, Ze se tyto udélosti vyskytuji vzajemné nezévisle a s konstantni
intenzitou (tu popisuje jediny parametr tohoto rozdé€leni, intenzita A, zndma jiz z popisu
exponencialniho rozdéleni). Poissonovo rozde€leni 1ze chépat jako limitni ptipad binomického
rozdéleni, které piechazi v Poissonovo pii rostoucim poctu opakovani experimentu n (dle
definice n — o) a klesajici pravdépodobnosti vyskytu jednotlivé udalosti 7 (dle definice 7 —
0), pficemz souCin nm piechazi v intenzitu A. Ve chvili, kdy mizeme odlisit jednotliva
opakovani experimentu (napt. hody kostkou), neni diivod pracovat s jinym rozdélenim, nez je
binomické. Nicméné, uplné jina situace nastava ve chvili, kdy pocet jednotlivych experimenta
zacne byt nemcfitelny (n — o0). Jedinou moZnosti v takové situaci je prace s jinak
definovanymi experimentalnimi jednotkami, tedy napi. s Casovymi intervaly, plochou nebo
objemovymi intervaly, ve kterych provadime sledovani (jeden kalendaini rok, vyrobni sména,
smeéna v nemocnici, letni sezona, apod.). V takové situaci binomické rozdé€leni jiz pouzit
nelze. Jako piiklady veli¢in s Poissonovym rozdélenim lze uvést pocet komplikaci béhem
ur&itého asového intervalu po operaci, poéet Zizal vyskytujicich se na 1 m” pole, pocet
krvinek v poli mikroskopu nebo primérny pocet mutaci bakterii méfeny klasickym vysevem
kolonii na jednu Petriho misku. Pro Uplnost uvadime pravdépodobnostni funkci Poissonova
rozdéleni s parametrem A:

e

x!

p(x;A)=P(X =x)= ,x=0,1,2,... (4.13)
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Ukézky pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni pro c¢tyfi rizné hodnoty
parametru 4 jsou zobrazeny na obrazku 4.8.
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Obr. 4.8 Ukazky pravdépodobnostni funkce nahodnych velicin s Poissonovym rozdélenim.

4.4 Shrnuti

V této kapitole jsme definovali zadkladni spojitd a diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti
pouzivana v praktické i teoretické biostatistice. Tato rozdéleni popisuji pravdépodobnostni
chovani fady znakt v pifirod€ i medicing a jejich znalost je tak dilezitd pro pochopeni zékladu
biostatistiky. V neposledni fad¢ je také dulezity teoreticky vyznam standardizovaného
(normovaného) normalniho rozdéleni, ptipadné chi-kvadrat rozdéleni, Studentova ¢ rozdéleni
a Fisherova F rozdé€leni, na kterych jsou zaloZeny zékladni statistické testy. Mezi rozdélenimi
jsou zésadni rozdily, napf. normalni veli¢ina se vzdy vyznacuje symetrickym rozdéleni
hodnot, zatimco u logaritmicko-normalni veli¢iny je rozd€leni hodnot vzdy asymetrické.
Vzdy je tfeba se zamyslet napt. nad tim, jaké problémy muzeme fesit pomoci binomického
rozdéleni, a kdy na nas problém lépe sedi pravdépodobnostni model Poissonova rozd¢€leni.

Casto lze na konkrétni rozd&leni usuzovat jiz ze samotné podstaty studované
problematiky, v pfipad¢ nejasnosti ndm mohou pomoci jak grafické vizualizani néstroje
(histogram a krabicovy graf), tak i popisné statistiky (kvantily, primér, median, vybérova
smérodatna odchylka).
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5 Bodové a intervalové odhady

V ptedchozich kapitolach jsme popsali pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny jako
funkci zahrnujici jeden ¢i vice parametrii. Abychom byli schopni popisovat, testovat a jinak
rozhodovat o vlastnostech ndhodnych veliin, je nezbytné tyto parametry odhadnout (v drtivé
vétsiné biologickych a klinickych uloh jsou totiz konkrétni hodnoty téchto parametrti
nezndmé). NaSim cilem je tedy sestrojit na zaklad¢ pozorovani nahodné veliCiny X statistiku
(vymyslet jakoukoliv smysluplnou transformaci dat), ktera by poskytla jejich nejlepsi mozny
odhad. Zésadnim ptedpokladem praktického pouziti odhadli samoziejmé je, Ze pozorované
hodnoty nesou informaci o neznamych parametrech, coz znamend, ze ndmi piedpokladany
model pravdépodobnostniho chovani dané ndhodné veli¢iny je spravny.

V této kapitole se kratce zminime o dvou hlavnich typech bodovych odhadi, a to
o nestrannych odhadech a maximalné vérohodnych odhadech, a budeme se vénovat pouZiti
praméru a medianu jako odhadii charakteristik symetrickych a asymetrickych dat. Hlavnim
cilem této kapitoly je vSak zavedeni intervalovych odhadi, intervalt spolehlivosti, které jsou
jednim ze zékladnich kameni biostatistiky s naprosto klicovym vyznamem pro praxi.

5.1 Nestranné odhady

Existuje fada postupi pro nalezeni bodového odhadu nezndmych parametrii nebo
charakteristik rozdéleni pravdépodobnosti, které se 1isi jak svoji filozofii (napt. Bayesovské
odhady nehledaji jednu hodnotu parametru, ale celé rozdéleni pravdépodobnosti, nebot
chapou parametr rozdéleni jako ndhodnou veli¢inu [34]), tak definici kritéria optimalnich
vlastnosti odhadu. V teoretické statistice ma vyznamné misto metoda zaloZend na Raové-
Blackwellové vété, ktera slouzi k nalezeni nestranného odhadu s nejmens$i variabilitou
vice lze nalézt v [13]). Oznatme teckym € odhadovany parametr daného rozdéleni
pravdépodobnosti (konkrétni fecké symboly pro jednotliva rozdéleni jsou uvedena v kapitole
4). Nestranny odhad parametru 6 je pak definovan jako odhad, jehoz stfedni hodnota je rovna
0 a to pro kazdou hodnotu, které miize tento parametr ze své definice nabyvat. Nestrannost
odhadu je celkem logickym omezenim, které nam ftikd, ze tento odhad ma vzhledem ke
sttedni hodnoté nulové vychyleni (v tvodni kapitole bylo zminéno, Ze se chceme vyvarovat
zkresleni vysledkl (biased results), pficemz nestrannost je ve své podstaté to samé, nebot’ nas
odhad chceme oprostit od systematické chyby). Jako ptiklad nestranného odhadu lze uvést
vybérovy prumér jako odhad stfedni hodnoty (parametru u) normélniho rozdéleni. Méjme
nahodny vybér Xj, ..., X,, s tim, Ze X; ~ M(u,0”). Pak plati

E(Y)ZE(%ZXI-):%ZEX;-:# prokazdé e R. (5.1)
i=1

i=1

Stejné tak 1ze ukazat, ze vybérovy praimér je nestrannym odhadem stfedni hodnoty (parametru
A) Poissonova rozdéleni. M&yme nahodny vybér X, ..., X, kde X; ~ Po(1). Pak plati

E()?):E(%ZXI,)=%ZEXI.=/I prokazdé Ae R,1>0. (5.2)

i=l1 i=l1
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Nestrannych odhadi pro odhad parametru 8 miize byt vice, pro nas je z praktického
hlediska nejvyhodné&jsi ten, ktery ma ze vSech nestrannych odhadl nejmensi rozptyl
(variabilitu). Ten je pak oznacovan jako nejlepsi nestranny odhad. Problematika nestrannych
odhadi neni uplné intuitivni, proto zde uvadime na toto téma piiklad.

Priklad 5.1. Uvazujme nahodnou veli¢inu X, ktera piedstavuje ¢asovou délku navstévy
u praktického 1ékate, u niz predpokladame rovnomérné spojité rozdéleni pravdépodobnosti na
intervalu [0,0], tedy X ~ Rs(0,0), kde 6 je nezndmy parametr. Nasim cilem je odhad parametru
0, tedy odhad maximalni doby, kterou je mozno stravit v ambulanci (motivaci mize byt napf.
optimalizace poc¢tu praktickych 1ékaiti v daném regionu). Uvazujme ndhodny vybér Xi,..., X,
1 jeho uspofadanou variantu Xy < X(y) ... < X(»), kde X(1) zna¢i minimalni hodnotu v ndhodném
vybéru a naopak X,y hodnotu maximalni. Pak médme dva zajimavé a relativné intuitivni
odhady parametru 6:

_ 2
Odhad T}: Ii=2X=—-) X, (5.3)
nio
n+l n+l
Odhad Ty: T2 :7X(,,) :7maX(Xi) (54)
n n

Prvni odhad je dvojnasobek vybérového priméru, druhy odhad je pak (n+1)/n ndsobkem
maximalni hodnoty pozorované v ndhodném vybéru. K ovéfeni charakteristik odhadt 7' a 7>
potiebujeme nejprve ziskat charakteristiky vybérového priméru a maximalni hodnoty. Ty Ize
odvodit s pouzitim pravidel pro pocitani se stfednimi hodnotami a rozptyly jako nasledujici
(pfenechavame cCtenafi jako cviceni na vypocet stfedni hodnoty a rozptylu transformované
nahodné veli¢iny)

1

E(X)=1Y E(X,)=0/2 D(X)= ?92 (5.5)
i=1 n
E(X, )=E(max(X,)= "6 D(X, )= _ n& (5.6)
) ! n+1 W+ 1) (n+2) '
S pomoci vyrazii (5.5) a (5.6) pak odvodime charakteristiky odhadi 7; a 7x:
ET,=EQ2X)=2(0/2)=6 D(Tl):?)lé’2 (5.7)
n
n+l n 1 2
ET,=E(* X, )= 0=0 D(T,))=———-0 .
2 (7 X)) B (7,) n(n+2) (5.8)

Jak je vidét zvyrazi (5.7) a (5.8), oba odhady, 7} i T, jsou nestrannymi odhady
parametru 6, nebot’ jejich stfedni hodnota je rovna 6. Z hlediska jejich rozptylu (variability
odhadu) je vSak lepSim odhadem 73, jehoz rozptyl s rostoucim n rychleji klesa k0 (ve
jmenovateli ma kvadrat velikosti vzorku). Zavérem lze tedy fici, Zze pro odhad parametru 4 je
vhodnéjsi pouzit odhad, ktery je (n+1)/n ndsobkem maximalni pozorované hodnoty.
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5.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximadlni vérohodnosti je dilezitym nastrojem biostatistiky, ktery je pouzivan
pro jednoduché odhady, jako je napt. odhad smérodatné odchylky normalni ndhodné veli¢iny,
1 velmi netrividlni odhady v nelinedrnich modelech s daty z jin¢ho nez normalniho rozdéleni
pravdépodobnosti [13]. Principem metody maximalni vérohodnosti je najit odhad parametru 6
(ptipadné vektoru parametrti), ktery maximalizuje pravdépodobnost, Ze pozorované hodnoty
pochazeji z ptedpokladané¢ho rozdéleni pravdépodobnosti. Jinymi slovy se snazime najit
takovou hodnotu €, pro niz je pravdépodobnost, Zze pozorované hodnoty pochézeji
z ptredpoklddaného rozdé€leni, maximalni. Odhad se tedy snazi maximalné piizpusobit
pozorovanym datiim, coz je logické, kdyz pfipousStime, Ze data ptedstavuji jediny zdroj
informaci o nasem neznamém parametru. Opét ale plati, Ze cely tspéch maximalné
vérohodného odhadu je zavisly na korektni specifikaci pravdépodobnostniho chovéni, tedy
volb¢ konkrétniho rozd€leni pravdépodobnosti.

Uvazujme nahodny vybér Xi,..., X,, tedy n nezavislych ndhodnych veli€in se stejnym
rozdélenim pravdépodobnosti s hustotou f(x,d), kde @ predstavuje vektor nezndmych
parametrti. SdruZena hustota, ptipadné pravdépodobnostni funkce, odpovidajici n realizacim
nahodné¢ veli¢iny X, tedy hodnotdm xi, x,..., x,, pak ma tvar:

f e, |0 =T £ (520). (59)

Za ptedpokladu, Ze zndme 6, vyjadiuje vEétsi hodnota sdruzené hustoty vétsi shodu
pozorovanych hodnot s pfedpoklddanym rozdélenim s hustotou f(x,d). Hlavni myslenkou
metody maximalni vérohodnosti je divat se na sdruZzenou hustotu nikoliv jako na funkci x;,
X2,..., Xn, ale jako na funkci vektoru € (pfi pevné danych x;, xp,..., x,), a vybrat ze
vSech moznych hodnot # takové, aby vyraz (5.9) nabyval svého maxima. Pro tento ucel
zavadime tzv. funkci vérohodnosti (likelihood function) ve tvaru

LO|x,,....x,) = f(x,,...x, |0), (5.10)

coz je vyjadreni shodné se sdruzenou hustotou, kde ovSem jako zavisle proménna vystupuje
vektor nezndmych parametrii . Maximaln& vérohodny odhad vektoru @ pak zna¢ime 8,,, . a
je to Ciselny vektor, ktery maximalizuje funkci vérohodnosti, tedy

0,,, =argmaxL(0|x,,...,x,), (5.11)

(250

kde vyraz ® symbolizuje parametricky prostor, tedy prostor v§ech moznych hodnot vektoru 6.
Casto je pro nas vyhodn&jsi maximalizovat logaritmus funkce vérohodnosti (fada rozdéleni
pravdépodobnosti ma hustotu vyjadifenou pomoci exponencidly a pfirozeny logaritmus je
tudiz vyhodny pro zjednoduseni soucinu). Tato tzv. logaritmickd vérohodnostni funkce (log-
likelihood function) ma tvar
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1(0|x,,....,x,)=InL(O|x,,...,x,) :lnﬁf(xi;ﬂ) :ilnf(xi;ﬁ). (5.12)

Tuto operaci si mizeme dovolit, protoze pfirozeny logaritmus je funkce, kterd zachovava
extrémy (je monoténni). Je-li funkce verohodnosti diferencovatelnd, lze najit maximalné
vérohodny odhad jako stacionarni bod funkce L nebo /, tedy feSeni systému rovnic, kdy prvni
derivace funkce vérohodnosti (nebo jejiho logaritmu) podle parametrii polozime rovny O.
Nésledné¢ bychom méli ovéfit, zda jsme opravdu nalezli maximum, napt. pomoci druhych
derivaci.

Priklad 5.2. Najdéme maximalné vérohodny odhad parametru 4 Poissonova rozd¢leni.
Uvazujme n nezavislych pozorovani, x;, xs,..., x,, z Poissonova rozd€leni, funkce
vérohodnosti pak ma tvar

n e—ﬂix,- e—nﬂiZ,-x,-

L(ﬂ’|x1""’xn):p(xl,“.’xn |Z):]1:‘1[ x[! B Hx,'! ' (513)

Logaritmus funkce v€rohodnosti 1ze pomoci jednoduchych pravidel pro poc€itani s logaritmy
vyjadrit jako

InL(A|x,,....x,) =Y x,InA-nA-In(] [ ). (5.14)
i=l1 i=l

derivace logaritmu funkce vérohodnosti podle A (ktera se pro dosaZzeni maxima ma rovnat
nule) pak vypadé nasledovné:

dinl
= JA-n=0. .
0 Zx n (5.15)

Jednoduchou tupravou dostavame, Ze maximaln¢ vérohodnym odhadem parametru A
Poissonova rozdéleni je prumérny pocet pozorovanych udalosti v n opakovanich experimentu
(Ze je primér opravdu maximem Ize ovétit pomoci druhych derivaci), tedy

2%, (5.16)

Obdobn¢ bychom mohli pro normalni rozdéleni ovéfit, ze primér je maximalné
vérohodnym odhadem parametru u.
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5.3 Srovnani priméru a medianu

V kapitole vénované odhadim nesmi chybét rozvaha nad pouZzitim priméru a medidnu
jako bodovych odhadli nezndmych parametra (oba tyto odhady byly definovany v kapitole 2).
Vhodnost jejich pouziti totiz neni ddna pouze symetrii, respektive asymetrii pozorovanych
hodnot, ale také ucelem studie. Plati sice, ze primér je dobrou charakteristikou frekven¢niho
stitedu (dobrym odhadem stfedni hodnoty) tehdy, kdyz jsou nase data symetrickéd a neobsahuji
odlehl¢é ¢i nespravné hodnoty, to vSak neznamend, ze ho napt. v pfipad¢ asymetrickych dat
nelze nikdy pouzit.

Idealnim ptikladem pro vysvétleni je prave veliCina s asymetrickym logaritmicko-
normalnim rozdélenim pravdépodobnosti. Chceme-li charakterizovat logaritmicko-normalni
rozdéleni z hlediska stiedni hodnoty, je pouziti priméru opravdu nevhodné, nebot’ v piipadé
téchto dat ma primeér tendenci se pfizpisobovat vysokym hodnotam, které jsou pozorovany
s malou Cetnosti. To ho jako odhad frekvencniho stiedu dat diskvalifikuje. NejvhodnéjSim
odhadem je tzv. geometricky priimér, coz neni nic jiného nez primér spocitany na
normalizovanych hodnotach, tedy na hodnotach po transformaci y = In(x), piipadné¢ median.
Srovnani priméru, geometrického priméru a medidnu u dat pochézejicich z logaritmicko-
normalniho rozdéleni s parametry = 0 a o = 1 je uvedeno na obrazku 5.1, na kterém je také
vidét, Ze hodnoty medidnu a geometrického pruméru témét splyvaji.

Log-normalni rozdé€leni

™
(e
o | — Primér
e I I + Median
v 1o oNE e » Geometrick}’/
< prameér
<
—~ O
g |
]
(e
AN
S
- —
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< v v
(e
I I T I I
0 2 4 6 8

Obr. 5.1 Srovnani prioméru, geometrického priméru a medidanu na datech z logaritmicko-normalniho
rozdéleni.

Na druhou stranu, chceme-li charakterizovat logaritmicko-normalni rozdéleni z hlediska
celkového souctu pozorovanych hodnot, miize byt pouziti priméru smysluplné. Pokud nam
v dané studii jde o to charakterizovat napft. spotfebu n&jakého materialu (papiru, dfeva, 1éka,
alkoholu) nebo tfeba penéz, pak aritmeticky primér popisuje z hlediska celkového souctu
spotfebu 1épe nez vySe uvedeny geometricky primér nebo medidn. Motivaci pro tento typ
studie miize byt napt. planovani financnich prostiedkl na 1é¢bu né¢jakého onemocnéni na dalsi
rok. Pokud bychom postupovali tak, ze bychom ptedpokladany pocet pacientii vynasobili
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hodnotou geometrického primeéru nakladi na Iécbu (nebo medianu), dostali bychom objem
financi, které by spotieboval predpokladany pocet ,typickych® pacientl s danym
onemocnénim. Tento vypocet by vSak neodpovidal realité, nebot’ v praxi se nevyskytuji pouze
,»typicti“ pacienti. Odhad, ktery bychom dostali vynasobenim pfedpoklddaného poctu pacientt
klasickym primérem nakladt na IéCbu, by byl v tomto piipad€é vhodnéjsi, nebot” pocita prave
i s ,,netypickymi* pacienty (jinymi slovy s pacienty, jejichz ndklady na lécbu jsou z n&jakého
davodu vyssi nez u ostatnich). Diivod pro to, ze pramér dobfe charakterizuje celkovy soucet
pozorovanych hodnot je prosty a vychézi z jeho definice

=

:12x %f’zlx,. ~ nx. (5.17)

Naopak ze znalosti medianu a poctu pozorovani nejsme schopni celkovy soucet pozorovanych
hodnot zrekonstruovat.

Zavérem tedy nelze fici, Ze by jedna ze sumarnich statistik byla lepsi nez druha, urcité je
na misté pouzivat pii vypoctech jak pramér, tak medidn (a samoziejmé i geometricky
primér), nicméné je vzdy tfeba se zamyslet nad Ucelem pouziti této sumarni statistiky a nad
charakterem dat, ktera chceme sumarizovat. Na prvnim mist¢ zpracovani dat by vzdy méla
byt identifikace chybnych a jinak ,,nevérohodnych* pozorovani, hned v zdvésu bychom se pak
méli vénovat identifikaci rozdé€leni, zn€¢hoz data pochazi (ovérit predpoklad normality
hodnot, nebo alesponl jejich symetrie, piipadné ovéfeni Poissonova rozdéleni). Nakonec je
vSak jisté nejlepsi radou vypocet obou hodnot, tedy priméru i medianu, které jsou spolu
s riznymi mirami variability cennym zdrojem informaci o vlastnostech sledované nahodné
veli¢iny.

5.4 Teoretické pozadi intervalovych odhadi

Vypocet bodového odhadu nezndmého parametru rozdéleni pravdépodobnosti nebo
néjaké jeho funkce je bez diskuze prvnim krokem ve statistickém zpracovani dat. Pfedstavme
si vSak situaci, kdy dva rizni lidé budou sledovat stejny znak, respektive méfit stejnou
nahodnou veli¢inu. Vzhledem k variabilité méteni a faktu, ze oba vyzkumnici budou mit jisté
rozdilné vybérové soubory, lze pfedpokladat, Ze oba pii méfeni dané veliCiny dojdou ke
dvéma riznym bodovym odhadim. Na misté je pak otazka, které z téchto dvou ¢isel je lepsi,
presnéjsi, spravngj$i? Bez dalsi znalosti nejsme schopni na tuto otazku korektné odpovedeét,
mize nam vSak napovédét skuteCnost, ze prvni z vyzkumnikd mél soubor napt. 1000
pacientll, zatimco druhy znich mé¢l soubor pouze 10 pacientl. Jist¢ bychom se v tomto
ptipadé priklonili spi$ k prvnimu odhadu, nebot’ instinktivné tuSime, ze odhad zalozeny na
veétSim mnozstvi pacientli (informace) 1ze povazovat za lepsi (presnéjsi).

Bodovy odhad je tak sam o sob¢ nedostateny pro popis parametru rozdeleni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny, nebot’ nevime nic o jeho ptesnosti (spolehlivosti). Jinak
feCeno, nemame nijak pravdépodobnostné vyjadieno, jak je tento bodovy odhad ve
skutecnosti vzdalen od skute€né hodnoty neznamého parametru. Samoziejmé jsme-li
v situaci, kdy jsme schopni métenim postihnout celou cilovou populaci, nepotiebujeme zadné
vyjadieni spolehlivosti, protoze jsme schopni odhadnout sledovany parametr piesné. V praxi
je vsak tato situace nerealna.
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5.4.1 Vlastnosti vybérového priméru

Nejen primér, ale jakdkoliv statistika je jako transformace ndhodnych veliin také
nahodnou veli¢inou a ma tudiz i vlastni rozdéleni pravdépodobnosti. Vzhledem k tomu, Ze
jednotlivé realizace nahodné veli¢iny X vykazuji variabilitu (popsanou smérodatnou
odchylkou, SD(X)), pak i jednotlivé realizace statistiky nad riznymi nahodnymi vybéry
vykazuji variabilitu, ktera je imérna SD(X).

Co se tyCe vybérového priméru, ma tento odhad dvé zajimavé vlastnosti, které jsou
stézejni nejen pro konstrukci intervalii spolehlivosti, ale 1 pro fadu dalSich biostatistickych
uloh:

1. Rozd¢leni pravdépodobnosti vybérového priméru ma tim mensi rozptyl (variabilitu), ¢im
vice pozorovani je v praméru zahrnuto, tedy ¢im vétsi je vybérovy soubor (vEtsi n).
Jinymi slovy, mame-li vice informaci, jsme schopni odhadovat s vétSi presnosti. Tato
vlastnost priméru plyne z vlastnosti rozptylu transformované ndhodné veli¢iny.

2. Rozdéleni pravdépodobnosti vybérového priméru se srostouci velikosti souboru
(rostoucim n) prestava podobat rozdéleni piivodni nahodné veli¢iny X a zacina se podobat
rozd€leni normalnimu. Tato vlastnost plyne z centrdlni limitni véty, ktera je kliCovym
tvrzenim teoretické statistiky.

Nejprve se vénujme rozptylu priméru jako transformované nahodné veli¢iny. M¢jme
posloupnost  Xj,..., X, nezavislych nahodnych wveli¢in se stejnym rozdélenim
pravd&podobnosti, které ma konenou stiedni hodnotu u a rozptyl o°. Pak z pravidel pro
vypocet rozptylu plati, ze rozptyl vybérového priméru ma tvar

2 2

D(X):D[iixi]:nlzD[ixijzljziz)(xi)z”’"z :%. (5.18)

n

Pro praktické pocitani je tieba pracovat se stejnymi jednotkami, jako mé4 plivodni ndhodna
veli€ina, coz znamena vyjadrit i smérodatnou odchylku vybérového priméru:

SD(X) = -/D(X :j;. (5.19)

Vyraz (5.19), tedy smérodatna odchylka vybérového priméru, se nejcastéji oznacuje pojmem
standardni chyba (standard error), zkracen¢ znaceno SE. Plati tedy

SE(X)=SD(X)=0//n=SD(X)//n . (5.20)

Je velmi dilezité si uvédomit, ze smérodatna odchylka ndhodné veli¢iny, tedy SD(X), je
odrazem variability nahodné veli¢iny ve sledované populaci a souvisi tak s variabilitou
biologického procesu (nelze ji tudiz ovlivnit). Na druhou stranu, smérodatnd odchylka
vybérového priméru, tedy standardni chyba SE(X), je odrazem piesnosti vybérového
priméru jako odhadu stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny a jako takova souvisi nejen
s variabilitou biologického procesu, ale zejména s velikosti vzorku, ktera hodnotu standardni
chyby ovliviluje zasadnim zpisobem. Rozdil mezi rozdélenim pravdépodobnosti ndhodné
veliCiny a vybérového pruméru pro velikost vybéru n = 10 je uveden na obrazku 5.2.
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Z obrazku je vidét i to, ze zatimco realizace ndhodné veliCiny z rozdéleni N(4,1) v blizkosti
Cisla 5 je oc¢ekavatelna, realizace primeéru deseti pozorovani této veliiny v blizkosti Cisla 5 je
jiz velmi malo pravdépodobna.

Rozdé€leni plivodni veliCiny Rozd¢€leniprimérupron =10
o
o | X ~Nu=4,02=1/10)
- X~Np=4,0*=1)
g
=
= S
<
[}
o |
(=)
=
(e}

Obr. 5.2 Srovnani hustoty rozdeleni puvodni veliciny a vybérového prumeru pro n=10.

Priklad 5.3. Predpokladejme, ze vyska Clovéka je ndhodnd veli¢ina, oznacme ji X,
pochdzejici z normdlniho rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou 175 cm
a smérodatnou odchylkou 15 cm, tedy Ze plati X ~ N(175,15%). Pomoci pravidla + 3 sigma si
lze ovétit, Ze ndhodnd veli€ina se (z 99 %) realizuje zhruba v rozsahu hodnot od 120 cm do
220 cm. Zajima nés, jak se realizuji priméry jako ndhodné veli¢iny pro ménici se velikost
vybéru, tedy praméry pro vybéry o velikosti n =10, n = 100 a n = 1000 pozorovani. Vysledky
jsou zobrazeny pomoci histogramii na obrazku 5.3.

Histogram pro priiméry s n = 10 Histogram pro priméry s n = 100 Histogram pro primeéry s n = 1000

X~ N(175,15%/10) X~ N(175,15%/100) X~ N(175,15%/1000)

1% [}

T T T T T T 1 T T T T T T 1 T T T T T T 1
160 165 170 175 180 185 190 160 165 170 175 180 185 190 160 165 170 175 180 185 190

X X X

Obr. 5.3 Histogramy realizact vyberového priiméru pro riizné pocty pozorovani.
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5.4.2 Centralni limitni véta

Centralni limitni véta je kli€ové matematické tvrzeni, které popisuje pravdépodobnostni
chovani vybérového priméru pro velké vzorky a umoznuje tak sestrojeni intervalovych
odhadi, a to nejen pro normaln¢ rozdélené ndhodné veliCiny.

Opét méjme posloupnost Xj,..., X, nezavislych, stejné rozdélenych ndhodnych veli€in,
které maji kone¢nou stfedni hodnotu x a rozptyl o°. Zjednoduseng fedeno, dle centralni limitni
véty pak plati, ze pro n — o ma vybérovy praimér

X=X (5.21)

1 n
nio

normalni rozdéleni se stfedni hodnotou u a rozptylem o°/n (rozd&leni vyb&rového priméru
konverguje k normalnimu rozd¢€leni tzv. v distribuci, coz matematicky popisuje nize uvedeny
vztah 5.23). Primér je zde zamérné zapsan pomoci velkého pismene X, abychom zdiiraznili,
ze se jedna o nahodnou veli¢inu. Toto tvrzeni je ekvivalentni s tvrzenim, Ze za vyse
uvedenych podminek ma ndhodna veli¢ina

X-p
Z= 5.22
o/-In (6-22)
priblizné standardizované normalni rozdéleni pravdépodobnosti, N(0,1), tedy ze plati
limP( < x) = imP(Z < x) = Fyyq, (%) = [ e du. (5.23)

ZjednoduSen¢ lze centrdlni limitni vétu interpretovat tak, Ze pokud je rozdé€leni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X normdlni, pak je i rozdéleni priméru pozorovanych
hodnot normalni (a to i pro n = 1). Pokud vSak rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli€iny
X normalni neni, pak je rozdéleni priméru pozorovanych hodnot pfiblizn€ normalni, kdyz # je
dostatecné velké (matematicky feceno, pro n jdouci do nekonecna). Slovni obrat ,,dostatecné
velké n* je samoziejmé problematicky, nebot’ kazdy si pod nim mize piedstavit néco jiného.
Nicméné velikost souboru pro vypocet priméru by neméla byt mensi nez 30 v ptipadé
rozdéleni pravdépodobnosti podobnych normélnimu a mensi nez 100 pro rozdé€leni, kterd
nejsou podobna normalnimu.

Centralni limitni véta funguje dokonce 1 tehdy, kdyZ rozdéleni ptivodni ndhodné veli¢iny
neni spojité, ale diskrétni. Jednoduchym piikladem je binomicka nahodna veliina X, ktera je
definovana jako soucet n» nul a jednicek (uspéchi a neuspécht). Pokud tuto veli¢inu
transformujeme na Y = X / n, jiz dostdvdme primér, coz znamena, ze pii dostateCném n
muzeme s veli¢inou Y pracovat jako s veli¢inou s normalnim rozdélenim.

Piiklad 5.4. Predpokladejme, Ze skuteény podil dospélych s hypertenzi je v Ceské
republice roven 0,2. Definujeme nahodnou veli¢inu X, kterd bude udéavat pocet hypertonikti
v souboru osob o velikosti n (tedy ndhodna wveli¢ina X ma binomické rozdéleni
pravdépodobnosti s parametry n a 7 = 0,2). Déle zavedeme nahodnou veli¢inu Y jako X / n.
Zajimé nas, jak se chova tisic realizaci nahodné veli¢iny Y (zobrazeno pomoci histogramu)
pro ndhodné vybéry o velikosti n = 10, n = 100 a n = 1000. Vysledky ukazuje obrazek 5.4,
kde je vidét, jak se zvySujicim se poctem pozorovani ve vybéru histogram dobie kopiruje
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hustotu teoretického normalniho rozd€leni s ptislusSnymi parametry odvozenymi z parametra
binomického rozdé€leni veliciny Y (¢ =7 = 0,2; o = (1 — 7)/n).

1000 realizaci veli¢iny Y 1000 realizaci veli¢iny Y 1000 realizaci veli¢iny Y
pron =10 pron =100 pron=1000
'm=02 - fr=02
] =02 o 5 A

M
' ]
'

'
1l
f
[l

Sx) pro X ~ N(0,2; 0,00016)

Obr. 5.4 Shoda empirického rozdeleni realizact veliciny Y s prislusnym normalnim rozdélenim.

5.5 Intervalové odhady

Pro kazd¢ rozd¢€leni pravdépodobnosti 1ze omezit oblast, kde se ndhodné veli¢ina s timto
rozdélenim realizuje s pravdépodobnosti 1 — a, pomoci jejich kvantilt, tedy Cisel na realné
ose. Tento fakt predstavuje teoreticky zdklad konstrukce intervalovych odhadi a nejlépe se
demonstruje na prikladu vybérového priméru a normalniho rozdéleni. Jak plyne z centralni
limitni véty, rozdé€leni pravdépodobnosti vybérového priméru lze pii dostatecné velikosti
souboru aproximovat normalnim rozdélenim a je tak mozno pracovat s dobie dostupnymi
(tabelovanymi) kvantily normalniho rozdéleni. Provedeme-li navic standardizaci vybérového
priméru na veli¢inu Z (veli¢ina Z ma tedy potom standardizované normalni rozdéleni), je
oblast, kde se ndhodna veli¢ina Z realizuje s pravdépodobnosti 1 — a, vyjadiena pomoci
nasledujiciho vztahu:

l-a=1-9-%= (1 _%)_% = FN(O,I) (Z10/2) _FN(O,I)(Za/Z) =P(z,, 252 4)), (5.24)

kde z,» a zj4n jsou hodnoty 100(a/2)procentniho, respektive 100(1 — o/2) procentniho
kvantilu standardizovaného normalniho rozde€leni. Vztah (5.24) je shodny se vztahem (4.5),
coz neni nic piekvapujiciho, nebot’ princip konstrukce intervalového odhadu pro odhad
sttedni hodnoty normalniho rozdéleni (i), respektive pro vybérovy primér, je shodny
s teoretickym pozadim pravidla £ 3 sigma. Celd podstata konstrukce intervalu spolehlivosti
spociva v tom, Ze za nahodnou veli¢inu Z dosadime jeji defini¢ni vzorec a vyraz upravime
tak, abychom mezi matematickymi znaménky vétsi nebo rovno osamostatnili odhadovany
parametr (v ptipadé vybérového priméru parametr u).

5.5.1 Konstrukce intervali spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni

V této ¢asti kapitoly odvodime intervaly spolehlivosti jak pro oba parametry normalniho
rozd&leni, u a o°, tak pro stfedni hodnotu rozdilu dvou nahodnych veli¢in X a Y.
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Konstrukce 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti pro parametr u

M¢éme ndhodny vybér Xj,..., X, znormalniho rozdéleni pravdépodobnosti, tedy
predpokladejme, Ze plati X; ~ N(u,0%), i = 1, ..., n. Nejprve budeme uvazovat situaci, kdy
hodnotu ¢ znime. Upravou vztahu 5.24 dosazenim za Zstim, ze plati zj..n = — zup,
dostaneme

l-a=P(z,,<Z<z_,,)=P(-2_,,<Z<z_,,)=P(-z_ a/z—g/ﬁ<zl w2) (5.25)

Nasim cilem je interval spolehlivosti pro u, upravime tedy vzorec tak, abychom u mezi
matematickymi znaménky vétsi nebo rovno osamostatnili. Upravou dostavame

l_a:P(_%Zl—a/z SX-p< N ) =P(X - T Zian —IU<X+ =21 ar2) - (5.26)

Vidime, Ze jsme s pomoci pravdépodobnosti a znamych kvantit vypocitali dolni a horni
mez, které zdola a shora omezuji neznamy parametr u. Spravné bychom ftekli, ze 100(1 — a))%
interval spolehlivosti pfedstavuje oblast, kterd s pravdépodobnosti 1 — a pokryva neznamy
parametr x. 100(1 — )% interval spolehlivosti pro parametr u ma tedy tvar

(X_ﬁzl—a/z;X"'%Zl—a/z)- (5.27)

Vyraz o/-/n jsme jiz diive definovali jako standardni chybu vyb&rového priméru (viz
vzorec (5.20)), proto 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro parametr 4 miZeme jesté vyjadfit
v alternativni form¢ jako

100(1 — @)% interval spolehlivosti pro x=(X -z, ,,SE(X); X +z,,,SE(X)).  (5.28)

Vyse uvedené jsme odvozovali za predpokladu, Ze zname piesnou hodnotu parametru ¢”,
coz je vSak z praktického hlediska zna¢né¢ omezujici (redlnym ptikladem vSak muze byt
intervalovy odhad stfedni hodnoty pro data méfena ptistrojem s kalibrovanou a tudiz zndmou
presnosti). Ve chvili, kdy nezname hodnotu parametru o”, musime pro konstrukci intervalu
spolehlivosti pouZit jinou statistiku nez Z, s jinym rozdélenim pravdépodobnosti. Logické by
bylo misto smérodatné odchylky, o, pouzit vybérovou smérodatnou odchylku, s, nicméné tato
nahrada neni uplné jednoduchd, nejedna se o pouhé dosazeni s za . Pomiizeme si vztahem
(4.7), ktery definuje statistiku se Studentovym ¢ rozd&lenim. Nejprve pomoci s> vytvotime
pomocnou statistiku K s chi-kvadrat rozdélenim pravdépodobnosti (s # — 1 stupni volnosti):

k=""l¢ yu-y. (5.29)
O

Tuto statistiku pak spolu se statistikou Zse standardizovanym normalnim rozd€lenim
pouzijeme pro vytvoreni statistiky 7 se Studentovym ¢ rozd€lenim:
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Vidime, Ze statistika 7 vypada stejné jako statistika Z, jen namisto smerodatné odchylky,
g, obsahuje vybérovou smérodatnou odchylku, s. To je pfesné to, ceho jsme chtéli dosdhnout.
Je vSak dulezité si uvédomit, ze statistika 7’ ma jiné rozdéleni pravdépodobnosti nez Z, tedy i
jinou kvantilovou funkci. V souladu s (5.25) pro statistiku 7 plati

l—a=P@,,(n-1)<T<t,_,,(n=1))=...=P(—t_,,,(n— 1)<X <t ,n(n=1), (5.31)

kde t,0(n — 1) a t;_gn(n — 1) jsou 100(a/2)%, respektive 100(1 — a/2)%, kvantily Studentova ¢
rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Stejnymi upravami jako v ptipadé¢ intervalu spolehlivosti pro
parametr u pii znamém o> dostaneme 100(1 — )% interval spolehlivosti pro parametr u pii
neznamém o° ve tvaru

(X =1, 4 (n=1); X+ i gn(n=1). (5.32)

Priklad 5.5. Chceme sestrojit 95% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu systolického
tlaku studentli vysokych Skol. Na vzorku n» = 100 ndhodné vybranych studentech byl
vybérovy primér systolického tlaku roven hodnoté 123,4 mm Hg s vybérovou smérodatnou
odchylkou s = 14,0 mm Hg. Kromé téchto hodnot je tfeba k vypoctu 95% intervalu
spolehlivosti jest¢ hodnota kvantilu ¢ rozdéleni pfislusného hladin€ ¢ = 0,05 a n — 1 =99
stupitim volnosti. V tabulkdach nebo pfisluSném software najdeme, Ze #975(99) = 1,98.
Dosazenim do vzorce (5.32) ziskame

(X =5t (=1 X + 51, (n—1) = (1234 751981234+ 701,98), (5.33)

coz znamena, ze 95% intervalem spolehlivosti pro stfedni hodnotu systolického tlaku studentt
vysokych S$kol je interval (120,6 mm Hg; 126,2 mm Hg). Muzeme tedy fici, Ze
s pravdépodobnosti 95 % interval (120,6 mm Hg; 126,2 mm Hg) pokryva neznamou stfedni
hodnotu systolického tlaku studentl vysokych skol.

Konstrukce 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti pro rozdil parametri g, a u,

Velmi Casto nas zajima odhad stfedni hodnoty sledované veli¢iny u dvou skupin subjekti,
kdy tim, o co ndm jde nejvice, je rozdil téchto dvou stfednich hodnot. SnaZime se totiZ zjistit,
jestli se sledovany znak chové stejn€ u jedné i u druhé skupiny. Tuto situaci reprezentujeme
dvéma navzijem nezdvislymi ndhodnymi veli¢inami, X; a X, u kterych pfedpokladdme
normalni rozdéleni pravdépodobnosti, potazmo pak dvéma ndhodnymi vybéry, Xij,..., Xiu,
kde X;i; ~ N(,ul,alz), a Xot, ..., Xom, kde Xp; ~ N(,uz,ozz). Z vlastnosti normalniho rozdé€leni (viz
kapitola 4) plyne, Ze i1 rozdil priméri nadhodnych veli¢in X; a X; ma normalni rozdéleni
pravdépodobnosti s tim, ze plati
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XX, ~ Nl -, 5452 (5.34)

V pfipad€, ze zname hodnoty parametrii g, a o, provedeme standardizaci ndhodné veliCiny
X, —X,na veli¢inu Z a nasledné¢ odvodime 100(1 — @)% interval spolehlivosti naprosto
stejnym postupem jako pii odvozeni intervalu spolehlivosti pro jeden parametr u. Vysledny

100(1 — &)% interval spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot ndhodnych veli¢in X; a X; ma
tvar

(XI_XZ_ZI—MZ il i;yl_yz+zl—a/2 :;4'62]' (5.35)

V ptipadé, ze nezname hodnoty parametrii o; a o, si opét musime pomoci statistikami,
které maji chi-kvadrat rozdéleni pravdépodobnosti a které ndm pomohou se zbavit neznamych
o1 a 0,. Obdobné jako ve vztahu (5.29) tedy definujeme statistiky K; a K, které spolu se
statistikou Z pfevedeme na statistiku 7. Ta ma opét Studentovo ¢ rozdéleni. Parametr ¢
rozdé¢leni, tedy pocet stupiii volnosti, je v§ak v obecném piipade, kdy o) # 0,, ddn vztahem

v = [(S12 /n1)+(S§ /nz)]2
(2 /m,) s (s2/n,)* (5.36)

n —1 n,—1

Budeme-li ptedpokladat rovnost obou smérodatnych odchylek, tedy o, = 02, je v=mn; + n, — 2.
Odpovidajicimi upravami dostaneme 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro rozdil stfednich
hodnot ndhodnych veli¢in X; a X, pii neznamych hodnotach parametra o, a o, ve tvaru

(Xl —X, =t (VS + 2 X =X, +t,,,, (V) S‘+;§j. (5.37)

m ny n

Priklad 5.6. V pribéhu experimentu sledujeme vliv typu chlazeni okolnich struktur
(skupina 1 — zadné, skupina 2 — priplach vodou) na nejvétsi rozmér poskozeni tkané slinivky
bfiSni. Zajima nas rozdil v efektu obou typl chlazeni a jeho 95% interval spolehlivosti.
Popisné statistiky naméfené na obou vzorcich jsou dany v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1 Popisné statistiky poskozeni tkané slinivky brisni u souborii 1 a 2.

Vybérova smérodatna

Skupina Pocet Vybérovy praimeér odchylka Smérodatna chyba
1 n, =18 X, =25, mm s, =08 SE, =0,8/~/18 =0,19 mm
2 n, =17 x, =21,8 mm 5, =24 SE, =2,4/-/17 = 0,58 mm

S pouzitim piislusn¢ho kvantilu Studentova ¢ rozdélent, ¢ ,s(v =19,33)=2,09, a dosazenim
hodnot z tabulky 5.1 do vzorce (5.37) dostdvame
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(25,1 —21,8-2,00,/% 1+ 28251 -21,8+ 2,09, %5 4 24 ) , (5.38)

coZz znamena, Ze 95% interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot poskozeni tkané
slinivky bfi$ni u skupin 1 a 2 je nasledujici

0,95=P(2,0< p, — 11, <4.6). (5.39)

Konstrukce 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti pro median

Stejné jako v piipadé priméru jako odhadu stfedni hodnoty je vhodné i median doplnit
100(1 — a)% intervalem spolehlivosti. Jednoduchym postupem konstrukce intervalu
spolehlivosti je vypocet s pouzitim binomického rozdé€leni pravdépodobnosti, ktery je
pouzitelny pro sestrojeni intervalu spolehlivosti pro jakykoliv kvantil (oznaéme jej x,)
odpovidajici zvolené pravdépodobnosti z. Principem tohoto postupu je odhad odpovidajiciho
intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu binomické ndhodné veliCiny s parametry n a =«
(v ptipad€ medianu 7 = 0,5, n je samoziejmé velikost datového souboru) pomoci aproximace
na normalni rozdéleni (detailni popis je uveden v kapitole 9). Tento ,,pomocny* interval
spolehlivosti ndm pak definuje pofadi ¢isel tvoficich spodni a horni hranici intervalu
spolehlivosti pro medidan v rdmci pozorovanych hodnot. S pomoci této aproximace a znalosti,
ze stiedni hodnota binomické ndhodné veli€iny je rovna nz a jeji rozptyl je roven na(l — 7),
muizeme potradi hodnot tvoficich hranice 100(1 — @)% intervalu spolehlivosti (IS) pro medidn
vyjadfit nasledovné:

Potadi spodni hranice 100(1 — a)% IS: i=nm—z_,,\/nr(1-7r) (5.40)
Potadi horni hranice 100(1 — a)% IS: j=nr+z_,,~nr(l-r) (5.41)

Symbol z;.,» piedstavuje 100(1 — 0/2)% kvantil standardizovaného norméalniho rozdé€leni (pro
konstrukei 95% intervalu spolehlivosti je zg 975 = 1,96).

Ke konstrukei intervalu spolehlivosti pro medidn s pomoci aproximace na binomické a
potazmo normalni rozdé€leni je nutné poznamenat dvé véci. Zaprvé, tuto aproximaci nelze
pouzit pausalné, vypocet je vhodny pouze pro soubory s dostatecnym rozsahem n. Jinymi
slovy, podminkou dobré aproximace normalnim rozdélenim je hodnota soucinu nz(1 — 7)
vetsi nez 5, nebo jesté 1épe hodnota soucinu nz(1 — ) veétsi nez 10. Zadruhé, na rozdil od
vypoctu intervalu spolehlivosti pro primér nemusi byt interval spolehlivosti pro median
symetricky, protoze je tvoien dvéma hodnotami z pozorovanych dat.

Priklad 5.7. Uvazujme soubor n = 200 jedincti vybranych ndhodné z obecné populace,
u kterych sledujeme hladinu cholesterolu v krvi. Cilem je odhad stfedni hodnoty pomoci
medidnu a jeho doplnéni 95% intervalem spolehlivosti. Median je ve skute¢nosti 50% kvantil,
coz znamend, ze = = 0,5. Co se tyCe pozorovanych hodnot, median je vzhledem k sudému
poctu pozorovani primérem z pozorovanych hodnot na 100. pozici a 101. pozici, tedy hodnot
X100y @ X(101):
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=389, (5.42)

X o0 T X
Median (v mmol/l) = — "% ; aon _ 3,85+3,92

Vypocet potadi spodni a horni hranice 95% intervalu spolehlivosti (pro o = 5%) pro median je
nasledujici (zo 975 = 1,96):

Potadi spodni hranice 95% IS: i=200x0,5—- 1,96\/200 x0,5(1-0,5) =86,1 (5.43)

Pofadi horni hranice 95% IS:  j =200x0,5+1,96./200x0,5(1-0,5) =113,9  (5.44)

Spodni hranici 95% intervalu spolehlivosti pro median bude pozorovand hodnota na 86.
pozici a horni hranici bude pozorovana hodnota na 114. pozici. Vysledny 95% interval
spolehlivosti pro median bude tvofen hodnotami Xs) a X(114), tedy hodnotami Xgs) = 3,57
mmol/l a X(114)= 4,12 mmol/L.

Konstrukce 100(1 — )% intervalu spolehlivosti pro parametr ¢*

Opét predpokladejme nahodny vybér Xj, ..., X, z normalniho rozdéleni pravdépodobnosti,
tedy X; ~ Mu.,0%), i = 1, ..., n. Pro konstrukci 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti pro parametr
0" pouzijeme statistiku K definovanou vztahem (5.29), ktera se fidi chi-kvadrat rozdélenim.
Pro statistiku K tedy plati

l—a=Py2,(n-1)<SK< 22, ,(n=D))=P{y2,(n-1) <= s> < 42, (=), (5.45)

kde y2,,(n—1) je 100(a/2)procentni kvantil chi-kvadrat rozdéleni sn — 1 stupni volnosti.

S pomoci standardnich matematickych operaci vzorec upravime tak, abychom parametr ¢
mezi matematickymi znaménky vétsi nebo rovno osamostatnili. Dostavame tedy

2 _ 2 _ V2 C1Ve2
l—g=P MS%SZMIQ(” 21) _p g” Ds < o2 5(2171)‘9 . (5.46)
(n-Ds* o (n=1)s Xiearn(n=1) Xan(n=1)
100(1 — a)% interval spolehlivosti pro parametr ¢* ma tedy tvar
n-1s*  (n-1)s> J
; . (5.47)
[lea/z(” -1 Zi/z (n—1)

Konstrukce 100(1 — )% intervalu spolehlivosti pro podil parametri o1’ a6y’

Z praktického hlediska je uzitecné uvazovat i o intervalu spolehlivosti pro podil
parametrii o, a 0,°, ktery nAm muze poslouzit k ziskani informace o tom, zda dva nahodné
vybéry z normalniho rozdéleni pravdépodobnosti vykazuji podobnou variabilitu ¢i nikoliv.
Pokud interval spolehlivosti pro podil parametrii o1 a 05> obsahuje &islo 1, tento fakt indikuje
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podobnou variabilitu obou soubord, pokud ale interval spolehlivosti ¢islo 1 neobsahuje,
budou ziejmé oba parametry, o,” a 0,°, rozdilné.

Uvazujme opét dva ndhodné vybéry, Xy, ..., X141, kde Xj; ~ N(,ul,alz), a X1, ..., Xom, kde
Xoj ~ M(2,05%). Pro sestrojeni 100(1 — )% intervalu spolehlivosti pro podil parametrii o> a
o,” vyuzivame statistiku F' s Fisherovym F rozd€lenim pravdépodobnosti (s n; — 1 a np — 1
stupni volnosti) definovanou jako

S2 0_2
F=="2~Fn-1n,-1). (5.48)
$, Oy

Obdobn¢ jako v (5.24) a (5.45) pro statistiku F plati
l—a=P(F,,(n,—Ln,-1)<SF<F_,,(n-1n,-1), (5.49)

z ¢ehoz po dosazeni za F' a s pomoci jednoduchych uprav dostavame 100(1 — )% interval
spolehlivosti pro podil parametrii 01> a 6%, jmenovité pro podil 6,%/c1” ve tvaru

s; 5o
(SzzFa/z (nm =1Ln, _1);S722F'17a/2 (n,=Ln, =1) |, (5.50)
1

1

kde Fa/z(ﬂl — 1, ny — 1) a Fl_a/z(l’ll — 1, ny — 1) jSOLl 100(0!/2)% a 100(1 — OC/2)% kvantily
Fisherova F rozdéleni, které 1ze najit v tabulkach nebo specializovaném software.

5.5.2 Interpretace intervalu spolehlivosti

V piipadé frekventistického pojeti statistiky, které je naplni téchto skript, predpokladame,
ze poloha nezndmého parametru je konstantni (pfedpokladame tedy, Ze nezndmy parametr
neni sdm o sobé nahodnou veli¢inou). Za tohoto pfedpokladu ma 100(1 — a)% interval
spolehlivosti nasledujici interpretaci: pokud bychom opakovali experiment za stejnych
podminek, respektive opakované vybirali skupiny subjektli o stejné velikosti (stejném n),
pocitali vybérovou statistiku a sestrojovali kni 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro
sledovany parametr 6, pak 100(1 — a) % téchto intervali nezndmy parametr 6 pokryva
(obsahuje) a 100a % ho nepokryva (neobsahuje). Jinak feceno, 100(1 — )% interval
spolehlivosti pokryva neznamy parametr 6 s rizikem o.

Budeme-li uvazovat napt. 95% interval spolehlivosti sestrojeny kolem vybérové
statistiky, pak pii provedeni 100 experimentii za stejnych podminek a se stejnou velikosti
vzorku (n) by mél alespoit v 95 piipadech tento interval spolehlivosti pokryvat neznamy
parametr 6. Tato situace (95% interval spolehlivosti, 100 experimentll) je schematicky
znazornéna na obrazku 5.5.
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Obr. 5.5 llustrace vyslednych 95% intervalii spolehlivosti pri provedeni 100 experimentii za stejnych

podminek a se stejnou velikosti vzorku.

5.5.3 Siika intervalu spolehlivosti

Intervaly spolehlivosti konstruované na zaklad¢ rtiznych studii budou mit jisté¢ rtiznou

Sitku. Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 1, je rozdil mezi odhadem primérné vysky urcité
populace na zékladé¢ 10 méteni a odhadem na zakladé 1000 méteni. Stejné tak Ize oCekavat
ruznou $itku intervalu spolehlivosti ve chvili, kdy sledujeme ndhodnou veli¢inu (znak)
s velkou variabilitou (rozptylem), a ve chvili, kdy se zabyvame nahodnou veli¢inou s malou
variabilitou. Sitku intervalu spolehlivosti ovliviuji tii charakteristiky, které se vyskytuji ve
vypocetnich vzorcich. Jedna se o nésledujici:

Velikost experimentdlniho vzorku (souboru, vybéru) — s rostouci velikosti vzorku je
interval spolehlivosti uzsi, coz znamen4, Ze nas bodovy odhad je piesnéjsi. Je to dano tim,
ze mame k dispozici vétsi mnozstvi informace o neznamém parametru. Velikost vzorku
ovlivituje také hodnoty piislusnych kvantilti rozdéleni pravdépodobnosti, s rostoucim 7 se
napt. kvantily Studentova ¢ rozdéleni blizi kvantilim standardizovaného normalniho
rozdéleni.

Variabilita (rozptyl) ndahodné veli¢iny — srostoucim rozptylem sledované ndhodné
veli¢iny ocekdvame i1 vétsi variabilitu bodového odhadu, coz se samoziejmé¢ odrazi
v §irSim intervalu spolehlivosti. Piikladem je rozdéleni vybérového priiméru jako ndhodné
veliCiny, které pfimo zavisi na rozptylu ptivodni nahodné veli¢iny.

PoZadovana spolehlivost intervalu — srostouci spolehlivosti, kterou pozadujeme od
konstruovaného intervalu, je tento interval §irSi, nebot’ pozadujeme vEtsi jistotu, Ze nas
interval skute¢né pokryva hodnotu neznamého parametru. Staci-li ndAm mensi spolehlivost,
pak bude interval spolehlivosti uz$i. Standardné je pouzivan 95% interval spolehlivosti
(odpovidajici riziku a = 5 %), ale v literatuie se mizeme také setkat s 90% intervalem
spolehlivosti (spokojime-li se s rizikem a = 10 %) anebo 99% intervalem spolehlivosti
(pozadujeme-li naopak vysokou spolehlivost, tedy o =1 %).
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5.5.4 Neparametrické metody pro konstrukci intervali spolehlivosti

Pro konstrukci intervalu spolehlivosti, tedy napi. pro odhad variability vybérového
praméru jako odhadu stiedni hodnoty normalniho rozdéleni, Ize pouzit i neparametrické
metody. Dva nejjednodussi postupy jsou zaloZeny na metodach bootstrap a jackknife. Metoda
bootstrap [6, 26] je zalozena na principu opakovaného vzorkovani pozorovanych hodnot
s vracenim, kdy pro vytvofeni ,,nového* vybérového souboru (tzv. bootstrap vzorku) mize
byt kazda hodnota z ptivodnich dat pouzita vice nez jednou, pravé jednou anebo vibec. Cely
postup opakované¢ho vzorkovani je proveden tak, aby doSlo k zachovani celkové velikosti
souboru, n, ptipadné i velikosti jednotlivych sledovanych skupin. Nasledné je na zakladé
hodnot vybranych do bootstrap vzorku vypocten vybérovy primér. Vytvorime-li takto napf.
1000 bootstrap vzorki, mizeme nasledné z hodnot odpovidajicich vybérovych praméra (téch
je samoziejmé& také 1000) sestrojit interval spolehlivosti pro plivodni vybérovy primér
pomoci vybranych kvantilii (napf. s pomoci 2,5% a 97,5% kvantilu sestrojit 95% interval
spolehlivosti). Metoda jackknife [24, 26] pracuje také na principu opakovaného vypoctu
sledované statistiky, ale s tim rozdilem, ze pro vypocet opakované upravujeme puvodni
datovy soubor vynechanim vzdy pravé jednoho pozorovani. Mlizeme-li povazovat ptivodni
naméiené hodnoty za reprezentativni vzorek z cilové populace, miize nam tento postup stejné
jako v pfipad¢ metody bootstrap poskytnout predstavu o rozsahu hodnot, ve kterych se dana
statistika maze realizovat.

5.6 Shrnuti

V této kapitole jsme uvedli problematiku odhadi, a to jak bodovych, kdy je naSim cilem
jedna ¢iselnd hodnota, tak intervalovych, v jejichz ptipadé chceme na pravdépodobnostni bazi
postihnout nezndmy parametr celym intervalem hodnot. Vyznamnou ulohu v biostatistice
hraji odhady pomoci metody maximalni vérohodnosti, coz je obecny koncept, ktery nasel
velké uplatnéni v feSeni mnoha biologickych a medicinskych problémt. Metoda maximalni
veérohodnosti vSak pracuje s jednim velmi silnym piedpokladem, na ktery se nesmi zapominat,
a tim je predpoklad konkrétniho rozdéleni pravdépodobnosti. Tento ptedpoklad je tieba vzdy
ovétit, metoddm pro testovani shody teoretického rozdéleni s vybérovym rozdélenim
pozorovanych hodnot se vénuje cast kapitoly 9.

Princip konstrukce intervalovych odhadi je z velké ¢asti zaloZen na centrdlni limitni vété,
ktera popisuje pravdépodobnostni chovani, rozdéleni pravdépodobnosti, vybérového priméru
pro soubory s velkym n. Toto rozdéleni konverguje k normélnimu, a to i tehdy, kdyz pivodni
rozdéleni ndhodné veli¢iny neni normalni ¢i dokonce spojité. Kromé konkrétnich postupti pro
konstrukci intervalii spolehlivosti pro parametry u a ¢° normalniho rozdéleni a intervalu
spolehlivosti pro medidn jsou v této kapitole diskutovany 1 jednotlivé charakteristiky, které
zasadnim zptisobem ovliviiyji $itku intervalu spolehlivosti.

Nakonec je tfeba poznamenat, ze neptesnost bodového odhadu, kterou popisuje interval
spolehlivosti, pocitad pouze s variabilitou danou ndhodnou veli¢inou, coz znamend, ze nepocita
se zdroji systematického zkresleni. Interval spolehlivosti tak v zddném piipadé nemuze
postihnout systematické zkresleni dané starym métidlem (zde mluvime o tzv. technical bias),
napt. pii méfeni krevniho tlaku. Jinym piikladem systematického zkresleni je
nereprezentativnost vybérového souboru, coz miize byt dano tim, Ze se napt. do klinické
studie ptihlasi pouze urcita, selektovana skupina osob (zde mluvime o tzv. selection bias).
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6 Uvod do testovani hypotéz

V ptedchozi kapitole jsme se veénovali bodovym a intervalovym odhadim, které
pouzivame k popisu jednotlivych charakteristik a parametri ndhodnych veli¢in a jejich
rozdéleni pravdépodobnosti. Pokud se chceme posunout od pouhého popisu ke srovndvacim
analyzdm, musime se v biostatistice presunout k problematice testovdni hypotéz. Pomoci
statistickych testll jsme schopni realizovat nésledujici tlohy:

e Srovnat vybérovou charakteristiku jako odhad neznamého parametru 6 s ptredpokladanou
hodnotou, srovnat vybérové charakteristiky dvou nahodnych vybéri mezi sebou, nebo
pfipadné vzajemné srovnat vybérové charakteristiky vice ndhodnych vybéra.

e Hodnotit zménu v hodnotéch sledované veli¢iny vzhledem k n¢jakému vnéjSimu zasahu.
e Rozhodnout o nezavislosti dvou nahodnych veli¢in.

e Rozhodnout o charakteru rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny.

Klicovou ulohu v testovani hypotéz hraji samoziejmé hypotézy, coz neni nic jiného nez
tvrzeni, které 1ze na zdklad¢é pozorovanych hodnot ndhodné veli¢iny ohodnotit ze statistického
hlediska. RozliSujeme tzv. nulovou a alternativni hypotézu. Nulova hypotéza (null hypothesis)
je tvrzeni o neznamych vlastnostech rozdéleni pravdépodobnosti sledované ndhodné veli¢iny
(vzhledem k cilové populaci subjektli). Mize byt tvrzenim o parametrech rozdéleni nebo
tvaru rozdéleni pravdépodobnosti. Alternativni hypotéza (alternative hypothesis) je tvrzeni
o neznamych vlastnostech rozdéleni pravdépodobnosti sledované ndhodné veliCiny, které
popira platnost nulové hypotézy. Vymezuje, jaka situace nastavd, kdyz nulova hypotéza
neplati. Testovani hypotéz se tak zabyva rozhodovanim o platnosti stanovenych hypotéz na
zékladé pozorovanych hodnot sledované ndhodné veli¢iny. Platnost hypotéz ovétfujeme
pomoci statistického testu, rozhodovaciho pravidla, které kazdému nahodnému vybéru
(pozorovanym hodnotam nahodné veli€iny) pfifadi pravé jedno ze dvou moznych rozhodnuti:
nulovou hypotézu H, nezamitdme nebo naopak, nulovou hypotézu H, zamitame.

Jak definovat nulovou a alternativni hypotézu ukadzeme na tiech klinickych otazkach:

1. Urychluje pouziti antibiotika ve srovnani s pouzitim bézné dezinfekce hojeni rany?
Ozna¢me stfedni dobu hojeni s antibiotiky symbolem 6, a stfedni dobu hojeni bez
antibiotik symbolem 6,. Pak

Nulova hypotéza ma tvar H,:6 =06, (6.1)

Alternativni hypotéza ma tvar H, :0 <6, (6.2)

2. Je prumérny systolicky tlak muzi nad 70 let stejny jako primérny systolicky tlak celé
muzské populace? Oznacme stfedni systolicky tlak muzi nad 70 let symbolem 6, a
populaéni hodnotu systolického tlaku (konstantu) symbolem 6. Pak

Nulova hypotéza ma tvar H,:0,=0, (6.3)
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Alternativni hypotéza ma tvar H, :0,#6, (6.4)

3. Lisi se jednotlivé typy nadorového onemocnéni krve v aktivit¢ vybraného genu? Oznac¢me
stiedni hodnoty aktivity genu g u jednotlivych typl leukémie (pro zjednoduSeni uvazujme

skupiny AML, ALL, CML, CLL) symboly 6%,,,65%,,,65,,,05,, . Pak

Nulovéa hypotéza ma tvar H,:65, =605,=05, =05, (6.5)

Alternativni hypotéza ma tvar H, :nejméné jedno 6* je odlisné od ostatnich (6.6)

Z uvedenych piikladi si lze vSimnout, Ze nulova hypotéza je vzdy postavena jako
nepiitomnost rozdilu mezi sledovanymi skupinami (body 2 a 3), respektive nepiitomnost
efektu lécby (bod 1). Jinak feCeno, nulova hypotéza odrazi fakt, ze se néco nestalo nebo
neprojevilo, a je tedy stanovena jako opak toho, co chceme experimentem prokazat.
Diivodem, pro¢ nulovou hypotézu formulujeme pravé takto, je skuteCnost, Ze ji chceme
pomoci pozorovanych hodnot vyvratit. Pro zamitnuti platnosti nulové hypotézy nam totiz
staci najit jeden piiklad, kdy nulova hypotéza neplati (tim piikladem ma byt na$ nédhodny
vybér, naSe pozorovana data). Zamitnuti jakékoliv hypotézy je vzdy jednodussi nez jeji
potvrzeni. S tim souvisi 1 terminologie v pfipadé, Ze se ndm nepodaii nulovou hypotézu
vyvratit, kdy hovofime o pfipadném nezamitnuti nulové hypotézy a nikoliv o pfijeti nulové
hypotézy.

Oznac¢me symbolem € parametr, ktery nas zajima (napf. stfedni hodnotu sledované
nahodné veli¢iny), a symbolem 6, hodnotu, se kterou chceme neznamy parametr srovnat (6,
muze byt konstanta nebo hodnota jiného neznamého parametru). Pak mizeme obé hypotézy
obecné zapsat ve tvaru:

=X
2
I

JSS

Nulova hypotéza ma tvar (6.7)

N
W
s

Alternativni hypotéza ma jeden z tvard (6.8)

TR =
>
VoA

Tabulka 6.1 Mozné vysledku rozhodovaciho procesu pri testovani statistickych hypoteéz.

Skute¢nost
Rozhodnuti
H, plati Hj neplati

spravné prijeti

Ho nezamitame platné nulové hypotézy

chyba II. druhu

spravné zamitnuti

H, zamitame chyba I. druhu neplatné nulové hypotézy
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V ptipadé jakéhokoliv rozhodovéani se miizeme mylit, a to samé plati 1 o testovani
hypotéz. Vzhledem k nulové hypotéze existuji ¢tyfi moznosti vysledku rozhodovaciho
procesu, které ukazuje tabulka 6.1. Dva z téchto moznych vysledki, které znamenaji chybny
usudek, jsou standardné oznacovany jako chyba I. druhu a chyba II. druhu.

Chybou I. druhu (type I error) oznacujeme faleSné pozitivni zavér testu, kdy na zaklad¢
vysledku testu zamitneme nulovou hypotézu, ktera ale ve skutecnosti plati (tedy mezi
sledovanymi skupinami ve skute¢nosti neni rozdil, ale nas zaver na zaklad¢ dat je opacny). A
obdobné, chybou II. druhu (type Il error) nazyvadme zase faleSn¢ negativni zavér testu, kdy
na zakladé vysledku testu nezamitneme nulovou hypotézu, kterd ale ve skuteCnosti neplati
(tedy rozdil mezi skupinami skutecné existuje, ale my ho nejsme schopni na zdkladé dat
statisticky prokazat). Ptrislusnym vysledkiim rozhodovaciho procesu z tabulky 6.1 odpovidaji
pravdépodobnosti jejich nastani, které maji opét standardni oznaceni, tentokrat uvedené
v tabulce 6.2. Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znac¢i a (odpovida riziku ziskani falesné
pozitivniho vysledku), zatimco pravdépodobnost chyby II. druhu se znaci § (odpovida riziku
ziskani faleSn¢ negativniho vysledku). Pfi jakémkoliv testovani tak mame nenulovou
pravdépodobnost, Zze se v zavéru testu mylime a deklarujeme opak skute¢nosti. Kromé
pravdépodobnosti toho, ze pfi testovani na zaklad¢ dat dojdeme k chybnému zéavéru, je
dilezité vnimat i pravdépodobnost toho, Ze k chybnému rozhodnuti nedojde. Tedy v piipade
platné nulové hypotézy mame pravdépodobnost 1 — a, ze tuto hypotézu nezamitneme, a
v piipad¢ neplatné nulové hypotézy mame pravdépodobnost 1 — f, ze tuto skutecnost
rozpozname, zamitneme H, a priklonime se k alternativni hypotéze. Pravdépodobnost 1 — S se
nazyva sila testu (power of the test) a spolu s pravdépodobnosti chyby I. druhu (a) je to
klicova charakteristika kazdého statistického testu.

Tabulka 6.2 Mozné vysledku rozhodovaciho procesu a jejich prislusné pravdepodobnosti.

Skute¢nost
Rozhodnuti
H, plati H, neplati
Hj nezamitame spravné rozhodnuti: P=1—-a chyba II. druhu: P =4
H, zamitame chyba L. druhu: P=« spravné rozhodnuti: P=1-4

Testovani hypotéz lze chapat i jako analogii se soudnim procesem. Fakt, Ze nulova
hypotéza odrdzi neptitomnost n¢jakého rozdilu nebo efektu prenesené znamend, ze ctime
presumpci neviny, tedy vychazime z toho, Ze obZalovany nic neudélal (nulovéa hypotéza plati).
Nasledné pozadujeme dikazy pro prokazani viny, tedy diikazy pro to, Ze definovany skutek,
rozdil nebo efekt skute¢né existuje. Témito dikazy neni samoziejmé nic jiného nez
pozorované hodnoty (realizace) ndhodné veli¢iny. Jinymi slovy, na zaklad¢ pozorovanych dat
chceme ukazat, ze nulova hypotéza neplati.

Na analogii se soudnim procesem lze demonstrovat i skuteCnost, Ze v pripad¢
statistického testu nelze minimalizovat pravdépodobnost obou chyb (I. a II. druhu) zaroven,
nebot’ jsou vziajemné¢ provazané. Kdyz ndm totiz bude staCit pro usvédceni (zamitnuti
hypotézy) malo dikazl, zvysi se sice procento odsouzenych, kteti jsou skutecné vinni (tedy
procento spravné zamitnutych neplatnych nulovych hypotéz), ale zaroven se zvysi procento
odsouzenych, ktefi jsou nevinni (zvysi se zastoupeni chyb I. druhu). A naopak, budeme-li
pozadovat pro odsouzeni hodné dikazl, zvysi se sice procento nevinnych, ktefi budou
osvobozeni (tedy procento spravné nezamitnutych platnych nulovych hypotéz), ale zaroven se
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zvysi 1 procento vinikl, ktefi budou osvobozeni a nebudou potrestani (zvysi se zastoupeni
chyb II. druhu).

tedy chyby I. druhu, proto si pfi testovani musime nejdiive stanovit maximalni moznou
pravdépodobnost chyby 1. druhu, kterou jsme jesté¢ ochotni podstoupit (musime si stanovit
maximalni pravdépodobnost, s jakou riskujeme faleSné pozitivni vysledek). S touto hodnotou
a, kterou nazyvame hladina vyznamnosti testu (level of significance), pak dale pracujeme
jako s pevné danou a nasledné k ni volime test, ktery ma minimalni pravdépodobnost chyby
II. druhu, g, tedy maximalni silu testu, 1 — f. Za standardni hladiny vyznamnosti testu jsou
piijimany hodnoty a = 0,05, tedy 5 %, nebo a = 0,01, tedy 1 %, l1ze vSak zvolit 1 hladinu jinou,

v

prisnéjsi i méné piisnou.

6.1 Statisticky test

Testovani hypotéz probiha na zdkladé pozorovanych hodnot ndhodné veliiny (dat) a
statistického testu, ktery odpovida testované nulové hypotéze a ktery ndm umozni ovéfit jeji
platnost. Statisticky test je reprezentovan tzv. testovou statistikou (test statistic), coZ je
transformace pozorovanych hodnot (ndhodného vybéru) pochazejicich z urcitého rozdéleni
pravdépodobnosti. To znamend, Ze sama testova statistika je také ndhodnou veli¢inou a mé
n¢jaké rozdeleni pravdépodobnosti. Rozdé€leni pravdépodobnosti testové statistiky za platnosti
nulové hypotézy, Hy, 1ze najit v anglické literatuie pod pojmem null distribution.

Provedeni testu pak probihd nasledujicim zptisobem: na zaklad¢ dat vypocitdme hodnotu
testové statistiky, kterou srovndme s kvantilem, Casto oznaCovanym jako tzv. kritickd
hodnota, jejiho rozdé€leni pravdépodobnosti odpovidajicim zvolené hladiné vyznamnosti testu
a. Pohybuje-li se hodnota realizace testové statistiky vrozmezi béZznych hodnot danych
rozdélenim pravdépodobnosti testové statistiky za platnosti nulové hypotézy, H,, tedy
hodnota realizace nepiekracuje kritickou hodnotu, pak nulovou hypotézu nezamitame.
Naopak, predstavuje-li hodnota realizace testové statistiky extrémnéj$i (méné
pravdépodobnou) hodnotu v ramci rozdéleni pravdépodobnosti odpovidajictho nulové
hypotéze, nez je kritickd hodnota (kvantil rozdéleni) odpovidajici zvolenému riziku a, pak
nulovou hypotézu zamitdme. Jinymi slovy hodné pravdépodobné nebo bézné hodnoty
realizace testové statistiky v ramcei rozdéleni pravdépodobnosti testové statistiky za platnosti
nulové hypotézy potvrzuji platnost statistické hypotézy, zatimco malo pravdépodobné az
extrémni hodnoty realizace testové statistiky do tohoto rozdéleni zifejmé nepatii, coz
naznacuje neplatnost nulové hypotézy. V souvislosti se zvolenou alternativni hypotézou riziko
Spatného rozhodnuti, které podstupujeme, bud’ rovnomérné rozdélujeme na ob¢ extrémni
varianty vysledku (extrémné nizké i1 vysoké hodnoty testové statistiky) a jedna se tak o tzv.
oboustranny test, nebo uvazujeme pouze jednu extrémni variantu vysledku (bud’ extrémné
nizké, nebo extrémné vysoké hodnoty testové statistiky) a jednd se tak o tzv. jednostranny
test. Ukazka kritickych hodnot pro pfipad, kdy uvazujeme testovou statistiku se
standardizovanym normalnim rozdélenim, hladinu vyznamnosti o = 0,05 a oboustrannou i
jednostrannou alternativu, je uvedena na obrazku 6.1. Zde jsou pro oboustrannou alternativu
kritickymi hodnotami kvantily z,» a zi..», tedy kvantily zos a zooe7s (Cisla -1,96 a 1,96),
rozdéleni N(0,1), zatimco pro jednostrannou alternativu je kritickou hodnotou kvantil z_,,
tedy kvantil zy o5 (Cislo 1,64).

Fakticky realizace testové statistiky v oblasti malo pravdépodobnych hodnot rozdé€leni
pravdépodobnosti za platnosti nulové hypotézy znamend, Ze nastala jedna ze dvou situaci:

1. Hjplati a my jsme pozorovali malo pravdépodobny jev
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2. Hyneplati

Pozorovani malo pravdépodobnych jevii mame oSetfeno rizikem o (pravdépodobnosti
chyby I. druhu), jinymi slovy malo pravdépodobné jevy jsou soucasti naSeho rizika, proto se
v takovém piipad¢ klonime k druhé moZznosti a zamitdme Hy. Zamitame-li nulovou hypotézu,
je vzdy nutné tuto informaci doplnit pravé hodnotou o, tedy informaci, na jaké hlading
vyznamnosti jsme test provadéli.

Oboustranny test pii o = 0,05 Jednostranny test pii o = 0,05
H,:0,=0, H :0,#6, H,:0,=06, H, :0,>0,
g <
S S
riziko /2 | i riziko o/2 ; riziko o
— — -
| : : | :
(e} (e}
22 g3
~]25% | L 25% - | ‘ 5%
S : : < :
o | § § o |
e [ T T T 1 e [ T T T 1
—4 -2 0 2 4 —4 -2 0 2 4
v x v Yy
Z.0s = —1,96 Zy.975 = 1,96 Zy.950 = 1,04
—> ¢— > — > <
Realizuje-li se Realizuje-li se Realizuje-li se Realizuje-li se Realizuje-li se
testova statistika  testova statistika testova statistika testova statistika testova statistika
zde: zamitame H,, zde:nezamitdme H, zde: zamitame H, zde: nezamitame H,, zde: zamitame H ,

Obr. 6.1 Znazornéni kritickych hodnot pro oboustranny a jednostranny test vzhledem k riziku o.

Priklad 6.1. Pfi popula¢nim epidemiologickém prizkumu bylo zjisténo, ze primérny
objem prostaty u muzii je 32,73 ml (s vybérovou smerodatnou odchylkou s = 18,12 ml). Na
hladin€¢ vyznamnosti testu a = 0,05 chceme ovéfit, jestli se objem prostaty u muzi nad 70 let
1i8i od celé populace. Mame nahodny vybér o velikosti n = 100, kde byl naméten vybérovy
pramér objemu prostaty 36,60 ml. Ozna¢me objem prostaty u muzt nad 70 let jako ndhodnou
veli¢inu X, stfedni hodnotu této veli¢iny symbolem u a pfedpokladdejme, Ze neméame apriorni
znalost toho, zda star$i muzi maji prostatu spiSe vetsi nebo mensi nez muzskéa populace jako
celek. Nulova hypotéza a piislusnd oboustranna alternativni hypotéza pak maji nasledujici
tvar:

H,:u=3273, H, :p#3273. (6.9)

Predpokladejme, Ze jsme v situaci, kdy vime, Ze vybérovd smérodatnd odchylka, s,
zjisténa v populaéni studii odpovidd skutecné smérodatné odchylce o. Za platnosti nulové
hypotézy pak plati, ze
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2 2
XN u=32737 1812 55| (6.10)
n 100

Dale z centralni limitni véty vime, Ze plati-li (6.10), plati i nasledujici:

X-u X-3273

7 = -
o/-n 1,812

~N(0,1). (6.11)

Pokud tedy vybérovy primér nahodné veli¢iny X patii do rozd€leni N(32,73;3,28), neméla by
realizace statistiky Z byt vzhledem ke standardizovanému normdalnimu rozdéleni nijak
extrémni. Na zaklad¢ pozorovanych hodnot vypocteme realizaci testové statistiky Z jako

_ 36,60-32,73 _ 387 _
2= 0 = s = 2,14 (6.12)

Nyni je otdzkou, miizeme zamitnout nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti testu a = 0,05
nebo ne? Uvazime-li zvolené riziko a = 0,05, pak by se dle vztahu (5.24) m¢la realizace
testové statistiky Z v 95 % piipadi pohybovat mezi kvantily z,» a zy_4, tedy hodnotami -1,96
a 1,96 (viz také obrazek 6.1 vlevo). V idedlnim piipad¢ (z hlediska nulové hypotézy), pokud
bychom dospéli u muzii starSich 70 let ke stejnému vybérovému priméru jako v ptipadé
populacni studie, by hodnota testové statistiky byla rovna nule, coz je samoziejmé Cislo mezi
hodnotami -1,96 a 1,96. V naSem ptipadé je ale plati

2=2,14>1,96 =204 = 2, )5 (6.13)

a Cislo 2,14 tak predstavuje extrémngj$i (méné pravdépodobnou) hodnotu v rdmci rozdéleni
pravdépodobnosti odpovidajiciho nulové hypotéze, nez je kritickd hodnota, coz naznacuje
neplatnost nulové hypotézy. Na hladiné¢ vyznamnosti o = 0,05 tak zamitdme nulovou
hypotézu o rovnosti objemu prostaty u muzi nad 70 let popula¢ni hodnoté 32,73 ml, protoze
vysledna hodnota testové statistiky je veétsi nez prislusSny kvantil (kritickd hodnota)
standardizovaného normalniho rozdéleni N(0,1).

6.2 P-hodnota a jeji interpretace

Misto porovnani hodnoty testovaciho kritéria s kritickymi hodnotami Ize pro rozhodovani
o platnosti ¢i neplatnosti nulové hypotézy pouzit i tzv. p-hodnotu (p-value). P-hodnota
vyjadiuje pravdépodobnost za platnosti H, s niz bychom, vzhledem k jednostrannosti nebo
oboustrannosti testu ziskali stejnou nebo extrémnéjsi (jesSt€é méné pravdépodobnou) hodnotu
testové statistiky. Formalné lze p-hodnotu definovat i jako nejmensi hladinu vyznamnosti
testu, pfi niZ na danych datech jesté zamitneme nulovou hypotézu. Plati tedy, ze ¢im nizsi p-
hodnota testu je, tim menSi nam tento test indikuje pravdépodobnost, ze plati nulova
hypotéza. Jinak fec¢eno, vyjde-li nam pfi vyhodnoceni statistického testu p-hodnota ,,blizka
nule* (standardn€ jsou opét ptijimany dvé hranice: 5 % a 1 %), znamena to, ze nase nulova
hypotéza ma velmi malou oporu v pozorovanych datech a miizeme ji zamitnout.

68



Rozhodovani o platnosti ¢i neplatnosti nulové hypotézy tedy probiha tak, ze vyslednou p-
hodnotu testu srovndme se zvolenou hladinou vyznamnosti o s tim, Zze nulova hypotéza je
zamitdna ve chvili, kdy p-hodnota testu klesne pod tuto hladinu. D4 se tedy fici, Ze ve chvili,
kdy riziko fale$né pozitivniho vysledku v souvislosti se zamitnutim nulové hypotézy klesne
pod vybranou hladinu (napf. 5 % nebo 1 %), pak ji zamitame. Je-li tedy napi. p-hodnota
mensi nez 0,05, nulovou hypotézu zamitdme a hovofime o statisticky vyznamném vysledku
na hlading¢ vyznamnosti a = 0,05. Rozhodujeme-li o platnosti nulové hypotézy pomoci p-
hodnoty, lze p-hodnotu chépat jako ciselny indikdtor platnosti nebo neplatnosti nulové
hypotézy vyjadieny na pravdépodobnostni Skéle. A jako kazdy indikator, miZze 1 p-hodnota
indikovat Spatny vysledek, nebot” si stdle musime uvédomovat, Ze ndm hrozi jak chyba L.
druhu, tak chyba II. druhu.

Priklad 6.2. Vratme se k ptikladu 6.1, kde jsme ziskali vyslednou hodnotu testové
statistiky z = 2,14. Otazkou je, jaka ji odpovida p-hodnota? Dulezité je si uvédomit, Zze mame
oboustrannou alternativni hypotézu, coZz znamena, ze extrémnéjs$i (méné pravdépodobné)
hodnoty testové statistiky v ramci rozdéleni pravdépodobnosti odpovidajiciho nulové
hypotéze jsou jak hodnoty vyssi nez 2,14, tak hodnoty niZsi nez -2,14. Do pravdépodobnosti,
kterou p-hodnota predstavuje tak musime nacist jak pravdépodobnost vyskytu vysokych
hodnot testové statistiky, tak pravdépodobnost vyskytu nizkych hodnot testové statistiky.
Vyslednou p-hodnotu pro oboustrannou alternativu lze tedy vyjadrit nasledovné

p=2*(1-P(Z<2), (6.14)

kde z je pozorovana hodnota testové statistiky a P(Z < z) oznacuje hodnotu distribu¢ni funkce
standardizovaného normalniho rozdéleni v bod¢ z. Vypocet p-hodnoty pro hodnotu testové
statistiky z = 2,14 z ptikladu 6.1 je

p=2%(1-P(Z <2,14)) =2*(1-0,984) = 0,032. (6.15)

Vysledna hodnota 0,032 je mensi nez zvolené o a opét tudiz mizeme fici, Ze na hlading
vyznamnosti a = 0,05 zamitdme nulovou hypotézu o rovnosti objemu prostaty u muzii nad 70
let populaéni hodnoté 32,73 ml.

Na testovani hypotéz ma zasadni vliv velikost vybérového souboru, jinymi slovy,
mnozstvi informace, na jejimz zakladé rozhodujeme o platnosti nulové hypotézy. Nejlépe Ize
tento fakt opét ilustrovat ptikladem.

Priklad 6.3. Op¢t se vratime k prikladu 6.1, ale budeme uvazovat vybérovy soubor muza
starSich 70 let o velikosti pouze n = 10 jedinct (ostatni charakteristiky zlistanou beze zmény).
Hypotézy uvedené v (6.9) taktéz zlstavaji stejné. Vzhledem k n = 10 ale vime, ze rozd¢leni
vybérového priméru musi byt nutné jiné (opét predpokladame znalost o), a to

2 2
X ~ N(,u =32,73,9 = 181102 - 32,8j . (6.16)
n

Kdyz na zéklad¢ pozorovanych hodnot vypocteme realizaci testové statistiky Z jako

7= 30609073 _ 387 _ () 68 (6.17)

18,12/-/10 — 5.7
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a srovname ji s pfislusSnym kvantilem:
z=0,68<1,96=2z4,5=2_,,, (6.18)

pak vtomto pfipadé nulovou hypotézu o rovnosti objemu prostaty u muzi nad 70 let
populacni hodnoté 32,73 ml nezamitame. Dulezité je si uvédomit, Ze rozdil v objemu prostaty
pozorovany mezi populacni hodnotou a muzi star§Simi 70 let se nezménil, jediné, co se
zménilo, je mnoZstvi informace, ze které Cerpame, tedy velikost vyb&rového souboru.

6.3 Poznamky Kk testovani hypotéz

Problematika testovani hypotéz je velmi Siroka a vrozsahu téchto skript ji nelze
obsdhnout. N¢které aspekty testovani jsou vSak natolik vyznamné, Ze je nemiizeme nechat
alesponl bez stru¢né zminky. Témito aspekty jsou: souvislost testovani hypotéz s konstrukci
intervalu spolehlivosti, vztah statistické a praktické vyznamnosti dosazené¢ho vysledku,
faktory ovliviyjici silu testu a problematika nasobného testovani hypotéz.

6.3.1 Spojitost testovani hypotéz s intervaly spolehlivosti

Spojitost testovani hypotéz s intervaly spolehlivosti 1ze opét nejlépe demonstrovat na
prikladu s objemem muzské prostaty (piiklad 6.1), kde jsme na zdklad¢ vybérového souboru
o velikosti n = 100 zamitli nulovou hypotézu H : p=32,73 proti H,: u#32,73. Vypoctéme
95% interval spolehlivosti pro u (tedy interval spolehlivosti s o = 0,05). Vychazime ze
statistiky Z, nasledujicich charakteristik

xX- Y o — 1812 —
Z="=, X =36,60, - =12=1812, Zg.g75 = 1,96, (6.19)
a VZorce
1-0,05= P(=z, 5 < j_ﬁ, < Zggps) = P(Y—%ZO,% SusX+ %20,975) . (6.20)

Vysledkem je pak 95% interval spolehlivosti (33,05; 40,15). Tento interval neobsahuje
nulovou hypotézu, jinymi slovy, tento interval neobsahuje predpokladanou hodnotu 32,73 ml.
Fakt, ze vysledny 95% interval spolehlivosti neobsahuje hodnotu nezndmého parametru
stanovenou v Hj, znamend, ze mizeme H, zamitnout. Opét plati, Ze podstupujeme riziko a =
0,05, ze se mylime, tedy Ze jsme nasim 95% intervalem spolehlivosti nepokryli hodnotu
neznamého parametru u.

Testovani hypotéz a intervaly spolehlivosti jsou velmi Casto vypocetné ekvivalentni,
nicmén¢ oba tyto piistupy sleduji jiny cil. Konstrukce intervalii spolehlivosti ma za cil
charakterizovat pfesnost bodového odhadu nezndmého parametru, zatimco test nulové
hypotézy se zaméfuje na hodnoceni platnosti pravdépodobnostniho modelu, ktery popisuje
chovani ndhodné veli¢iny.

Kazdopadné z praktického hlediska je podstatné, aby v kazdé studii byla vzdy vedle
vysledku testu (rozhodnuti o platnosti Hy) publikovana i velikost dosazeného rozdilu (efektu)
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s prislusSnym intervalem spolehlivosti. Ze samotné p-hodnoty zvoleného testu nebo rozhodnuti
zamitame H, / nezamitame H, totiz neni zfejmé, v jakych mezich se pozorovana velikost
rozdilu (i€¢inku) pohybuje.

6.3.2 Statisticka a prakticka vyznamnost

Rozhodnuti o zamitnuti/nezamitnuti nulové hypotézy je vlastné rozhodnutim o tzv.
statistické vyznamnosti rozdilu dvou nebo vice vybérovych souborti ve sledované nahodné
veli¢ing, ptipadné rozdilu jednoho souboru od pfedem dané konstantni hodnoty. Velmi ¢asto
se vSak pfi testovani stavd, ze je zanedbana praktickd interpretace dosazené¢ho vysledku, napf.
rozdilu v délkach nebo efektu 1€cby. Praktickd vyuzitelnost pozorovanych hodnot odpovida
naopak tzv. vécné (praktické, klinické, biologické) vyznamnosti vysledku, kterd ale nemusi
vzdy odpovidat vyznamnosti statistické. Vzhledem k tomu, Ze testovani statistickych hypotéz
vzdy provadime kvili moznosti zobecnéni z ndhodného vybéru na celou populaci, je ovétreni
interpretacni hodnoty vysledku minimélné stejné vyznamné jako vlastni vypocet testu.
Statistickd vyznamnost totiz nutné nemusi znamenat existenci pri¢inného vztahu, respektive
dosazeni malé vysledné p-hodnoty nemusi znamenat dosazeni velkého rozdilu ve sledované
nahodné veli¢in€, napt. efektu 1éCby. Statistickd vyznamnost pouze indikuje, Zze pozorovany
rozdil neni ve smyslu stanovené hypotézy nahodny, coz ale, jak bylo vidét v ptikladu 6.3, lze
ovlivnit velikosti vzorku.

Absolutni velikost efektu je pfi srovnani sledovanych skupin subjekti méfitelnd naptiklad
jako rozdil vybérovych prumért. Pro stanoveni, jaky dosazeny efekt je ale zaroven i vécné
podstatny, neexistuje Zadné univerzalni pravidlo, nebot’ vSe zavisi na konkrétni situaci,
métené veli¢ing a cilech vyzkumu. V jedné situaci mize byt za podstatny povazovan efekt,
ktery v jiném kontextu podstatny neni. Nastaveni vzdy musi provadét clovek znaly véci, ktery
cerpa ze znalosti problému nebo z informaci dostupnych z literatury.

Priklad 6.4. Pfedpokladejme, Ze standardni 1é€ba vysokého tlaku (hypertenze) snizuje
systolicky tlak (TKs) v praiméru o 20 milimetr rtutového sloupce (mm Hg). Tuto hodnotu
budeme pro jednoduchost nyni povazovat za stfedni hodnotu v populaci. Z klinického
hlediska by vécné vyznamné bylo zvyseni u€innosti o dalsich 10 mm Hg (klinicky vyznamné
zlepSeni G¢inku). Za vyznamné tedy povaZujeme snizeni TKs novou [é€bou o 30 mm Hg. Jak
muze nova lécba hypertenze dopadnout z hlediska statistické a praktické vyznamnosti
sumarizuje tabulka 6.3.

Interpretace vysledkd je nasledujici. Moznosti a), b) i e) nespliluji métitko statistické
vyznamnosti, nebot’ 95% interval spolehlivosti obsahuje (pfipousti) popula¢ni hodnotu, kterou
je snizeni systolického tlaku o 20 milimetrti rtutového sloupce. Moznost €) navic nespliuje
ani mé&fitko praktické vyznamnosti, nebot’ ani bodovy odhad ucinku (22,9 mm Hg) ani horni
hranice intervalu spolehlivosti (27,5 mm Hg) nepiekracuji hranici pro klinickou vyznamnost,
kterou je sniZzeni TKs o 30 mm Hg. MoZnosti a) a b) spliiuji métitko praktické vyznamnosti
pouze mozna, nebot’ interval spolehlivosti pfipousti hodnoty G¢inku jak pod 30 mm Hg, tak
nad 30 mm Hg. Statisticky vyznamné vysledky ptedstavuji mozZnosti c), d), a f), kde vidime,
ze interval spolehlivosti pfipousti pouze snizeni systolického tlaku o vice nez 20 milimetra
rtutového sloupce, coZ znamend, Ze nova lécba hypertenze ucinkuje lépe nez standardni
1é¢ba. Nicméné hranici stanovenou pro praktickou vyznamnost prekra¢uje pouze moznost d),
kde jak bodovy odhad t¢inku (36,2 mm Hg), tak spodni hranice 95% intervalu spolehlivosti
(32,1 mm Hg) jsou vétsi nez 30 mm Hg.
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Tabulka 6.3 Mozné vysledky klinického experimentu a jejich vyznamnost.

MozZnost  Statisticka vs. klinicka vyznamnost

V praméru doslo ke snizeni TKs o 24,7 mm Hg, ale byla
a) pozorovana takova variabilita v G¢inku, Zze 95% interval

spolehlivosti pro vybérovy prumér byl (16,5; 32,9).

V priméru doslo ke snizeni TKs o 30,1 mm Hg, ale byla
b) pozorovana takova variabilita v G¢inku, ze 95% interval

spolehlivosti pro vybérovy primér byl (19,6; 40,6).

V priméru doslo ke snizeni TKs o 31,5 mm Hg, ale byla
c) pozorovana takova variabilita v u¢inku, ze 95% interval

spolehlivosti pro vybérovy pramér byl (26,0; 37,0).

V priméru doslo ke sniZeni TKs 0 36,2 mm Hg a byla
d) pozorovana takova variabilita v icinku, Ze 95% interval

spolehlivosti pro vybérovy pramér byl (32,1; 39,3).

V priméru doslo ke snizeni TKs 0 22,9 mm Hg, ale byla
e) pozorovana takova variabilita v uc¢inku, Ze 95% interval

spolehlivosti pro vybérovy primér byl (18,3; 27.5).

V praméru doslo ke snizeni TKs o 25,1 mm Hg, ale byla
f) pozorovana takova variabilita v u¢inku, ze 95% interval

spolehlivosti pro vybérovy prumér byl (21,6; 28,6).

Statistickd vyznamnost: ne
Prakticka vyznamnost: mozna

Statistickd vyznamnost: ne
Prakticka vyznamnost: mozna

Statistickd vyznamnost: ano
Prakticka vyznamnost: mozna

Statisticka vyznamnost: ano
Prakticka vyznamnost: ano

Statistickd vyznamnost: ne
Prakticka vyznamnost: ne

Statisticka vyznamnost: ano
Prakticka vyznamnost: ne

6.3.3 Faktory ovliviiujici silu testu

Sila testu byla definovana v tivodu této kapitoly jako pravdépodobnost, ze zamitneme H,
ve chvili, kdy Hj opravdu neplati. Jedna se tedy o spravné rozhodnuti a jeho pravdépodobnost
se standardné oznacuje jako 1 — £ (dopln€k k pravdépodobnosti chyby II. druhu). Vzhledem
snazime se silu testu optimalizovat (idedln¢ maximalizovat) pii sou¢asném zachovani hladiny
a. Optimalizace sily testu je hlavnim cilem odhadu velikosti experimentalniho vzorku pted
provedenim studie, kdy se snazime zjistit, kolik je tfeba experimentalnich subjektl
(pozorovani) k tomu, aby mél vysledny test dostatecnou silu k zamitnuti nulové hypotézy,
bude-li tato hypotéza skuteéné neplatnd. Ptat se dopfedu na velikost vybérového souboru ma
skutecné smysl, nebot’ se chceme vyvarovat situace, kdy pro zamitnuti neplatné nulové
hypotézy neméme dostatecné mnozstvi informace. Nezamitnuti nulové hypotézy by totiz
nemeélo automaticky znamenat jeji piijeti, v fad¢ piipadil se totiz jednd pouze o situaci, kdy
nejsme schopni na zdkladé pozorovanych hodnot neplatnost nulové hypotézy prokézat.
Optimalizovat silu testu a velikost vzorku pted zaCatkem experimentu vSak neni trividlni,
tento proces je spojen s fadou faktord, které nelze ovlivnit: napt. biologické limity (nelze
zatadit do studie vice pacientl, nez kolik jich onemocni v ur¢itém uzemi za dany c¢as), nebo
finan¢ni limity (jakykoliv experiment stoji penize a jejich zdroje jsou vzdy omezeny).

Faktory ovliviujici silu testu jsou nasledujici:

o Velikost vybérového souboru (velikost vzorku): ¢im vice pozorovani ndhodné veliCiny
mame k dispozici, tedy ¢im vice mdme informace o platnosti nulové hypotézy, tim vetsi
ma test silu. Rust sily testu s velikosti souboru vSak neni linedrni, konkrétni podoba tohoto
vztahu zavisi na konkrétnim pouzitém testu. Efekt rostouci velikosti souboru je opét stejny
jako u intervali spolehlivosti, ¢im vice mame pozorovani, tim je naSe schopnost
identifikovat skute¢nou hodnotu (skutecnost zda plati nulova hypotéza) lepsi.

72



o Velikost pozorovaného rozdilu (efektu, ucinku): velikost rozdilu ve sledované veli¢iné
také ovlivituje silu testu. Pro statisticky test je vzdy jednodussi identifikovat jako
statisticky vyznamny velky rozdil (napf. rozdil ve vySce muzii a Zen) a naopak, je t¢zsi
prokazat jako statisticky vyznamny maly rozdil (napf. rozdil ve vysce populaci Cecht a
Slovaka).

e Variabilita dat reprezentovana rozptylem ndhodné veliiny: vétsi rozptyl sledované
nahodné veliCiny zvySuje variabilitu odhadu neznamého parametru, ¢imz ztézuje 1
rozhodnuti o platnosti nulové hypotézy. Cim vice jsou pozorované hodnoty variabilni, tim
vice jich bude potieba pro piesny odhad skutecného rozdilu mezi skupinami.

e Hladina vyznamnosti testu: standardné testujeme nulovou hypotézu na hladiné
vyznamnosti o = 0,05. Snizime-li hladinu vyznamnosti, tedy zvolime-li napt. hladinu a =
Naopak zvyseni hladiny vyznamnosti (coZz je ale spojeno s vyssim rizikem ziskani fale$Sné
pozitivniho vysledku) znamena zvySeni sily testu.

6.3.4 Problém nasobného testovani hypotéz

V klinickém vyzkumu se casto setkdvame se situaci, kdy potiebujeme testovat vice
hypotéz zaroven. Nemusi to nutné znamenat hodnoceni riznych vybérovych souborti nebo
nahodnych veli€in, ale napf. i hodnoceni stejné veli¢iny v rdmci riznych podskupin celého
vybérového souboru. Kdyz napt. sledujeme rozdil v n¢jaké veli¢in€é u souboru pacientl se
skupinami A, B, C a D, a zjistime, Ze se v celkovém pohledu sledované skupiny lisi, je
samoziejm¢ z jakéhokoliv hlediska zajimavé podivat se na tento rozdil 1 mezi jednotlivymi
podskupinami, tedy podivat se, jak se 1isi skupina A od B, B od C, apod. Tento fenomén vsak
v praxi vede k tzv. problému ndsobného testovani hypotéz [23]. Ten spociva v tom, ze
s narustajicim poctem testovanych hypotéz nam roste také pravdépodobnost ziskani falesné
pozitivniho vysledku, tedy pravdépodobnost toho, ze se pii naSem testovani zmylime a
ukdZeme na statisticky vyznamny rozdil tam, kde ve skute¢nosti zddny neexistuje.

Miizeme si predstavit modelovou situaci, kdy provedeme zaroven 60 testii, coz v dobé
bézného provadéni biochemickych a genetickych experimentii neni zase tolik. PouZijeme-li
standardni hladinu vyznamnosti o = 0,05, mame pro kazdy test 5% riziko ziskdni faleSné
pozitivniho vysledku. Vyndsobime-li 60 a 0,05, vyjde nam, ze zhruba u 3 testi bychom méli
dospét k falesné statisticky vyznamnému zavéru. V piipadé genomickych analyz, kde jsou
Casto rizné testy pouze formou exploratorni a popisné analyzy, nemusi byt ptitomnost faleSné
pozitivnich vysledki fatalni, v klinické praxi to vSak miize vést k zavadéjicim vysledkiim a
mylnym interpretacim. Z tohoto divodu je nutné pifi nasobném statistickém testovani
uvazovat tzv. korekcéni procedury, které by mély brat v uvahu celkovy pocet provedenych
testd.

Nejznaméjsi korekéni procedurou pro nasobné testovani hypotéz je Bonferroniho
procedura [10], kterd zamita nulovou hypotézu ve chvili, kdy je jeji p-hodnota mensi nebo
rovna hodnot¢ a/m, kde a je zvolena hladina vyznamnosti testu (obvykle 0,05 nebo 0,01), a m
je pocet zaroven provedenych testli. Pouziti Bonferroniho procedury je pomérné
konzervativni, coz znamend, Ze je pfi jejim pouziti relativné obtizné dosdhnout statistické
vyznamnosti (zvlasté kdyz je pocet provedenych testli vétsi nez 10). Korekénich procedur
vSak existuje cela fada, z metod pro parametrické testy Ize jmenovat napi. Scheffého metodu
¢i Tukeyho metodu, pro neparametrické testy pak napt. metodu dle Steela a Dwasse [5, 28].
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6.4 Shrnuti

Kapitola 6 se zabyva rozhodovanim o platnosti statistickych hypotéz na zdklad€¢ vybraného
modelu a pozorovanych dat. Statistické hypotézy nejsou nic jiného nez tvrzeni, které lze na
zakladé pozorovanych hodnot pomoci statistickych metod ohodnotit. RozliSujeme nulovou a
alternativni hypotézu, kdy nulovd hypotéza je tvrzeni, které je vzdy postaveno jako
nepiitomnost rozdilu mezi sledovanymi skupinami. Jinak feceno, nulova hypotéza odrazi fakt,
7ze se néco nestalo nebo neprojevilo, a je tedy stanovena jako opak toho, co chceme
experimentem prokazat. Alternativni hypotéza je pak tvrzeni, které popira platnost nulové
hypotézy. Nulovou hypotézu oveéfujeme pomoci statistického testu, kdy na zakladé
pozorovanych dat poc¢itame realizaci testové statistiky, kterd mé za platnosti nulové hypotézy
znamé rozdéleni pravdépodobnosti. Rozhodovani o pfijeti nebo zamitnuti nulové hypotézy je
spojeno s dvéma typy chyb. Ty jsou standardné¢ oznaCovany jako chyba I. druhu (jeji
pravdépodobnost znaime jako a) a chyba II. druhu (jeji pravdépodobnost zna¢ime jako f).
Pravdépodobnost chyby I. druhu souvisi s faleSné pozitivnim zavérem testu, kdy na zakladé
vysledku testu zamitneme nulovou hypotézu, ktera ale ve skuteCnosti plati. Podobné,
pravdépodobnost chyby II. druhu souvisi zase s faleSn€ negativnim zav€rem testu, kdy na
zékladé vysledku testu nezamitneme nulovou hypotézu, kterd ale ve skute¢nosti neplati.
prijatelné minimum. Jako standardni hranice, které potom predstavuji riziko falesné pozitivity
podstoupené pii testovani, jsou piijimany hladiny 5 % nebo 1 %. At jiz provadime test
pomoci kritického kvantilu nebo pomoci p-hodnoty, zjednodusen¢ mizeme fici, ze ve chvili,
kdy riziko fale$né pozitivniho vysledku v souvislosti se zamitnutim nulové hypotézy klesne
pod vybranou hladinu (5 % nebo 1 %), pak ji zamitame. Zaroven je vSak tfeba si uvédomit, ze
pii jakémkoliv testovani mame nenulovou pravdépodobnost, Ze se v zavéru testu mylime a
deklarujeme opak skutecnosti.

Testovani hypotéz si lze z laického hlediska predstavit jako €iselny indikator platnosti
nebo neplatnosti nulové hypotézy, ktery mizeme vyjadfit na pravdépodobnostni $kale pomoci
p-hodnoty. A jako kazdy indikator, miiZze 1 p-hodnota dat Spatny vysledek, coz znamena, ze
pii posouzeni pravdivosti testované hypotézy muzeme dojit ke Spatnému zavéru. Praveé proto
nesmi byt nikdy stanovend hladina vyznamnosti testu (at’ uz mame a = 0,05, a = 0,01 nebo «
= 0,10) slep¢ brana jako hranice pro existenci/neexistenci testovaného efektu. Neexistuje totiz
jasna hranice pro praktickou vyznamnost ¢i nevyznamnost a velmi ¢asto je pouze maly rozdil
mezi p-hodnotou rovnou 0,04 a p-hodnotou rovnou 0,06. Navic mala p-hodnota nemusi nutné
znamenat velky efekt. Hodnota testové statistiky a odpovidajici p-hodnota totiZ muize byt
ovlivnéna velkou velikosti vzorku a malou variabilitou pozorovanych dat.
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7 Testovani hypotéz o kvantitativnich proménnych

V této kapitole se budeme vénovat testovani hypotéz o spojitych ndhodnych veli¢inéch,
tedy obecné téch, které mohou nabyvat jakychkoliv hodnot v urcitém intervalu. Klasickymi
ptiklady jsou vyska postavy, hmotnost jedince, nebo Casové a teplotni méfeni. Pouziti
uvedenych testl lze zvazovat i v testovani hypotéz o diskrétnich nahodnych veli¢inach, ale
pouze v ptipad¢, Ze je to odivodnitelné velkym poctem hodnot, kterych mize dané veli¢ina
nabyvat. Piikladem mutze byt pocet ¢ervenych krvinek v 1 ml krve, coZz samoziejmé neni
spojitd ndhodna veli¢ina, ale po¢et moZznych hodnot je natolik velky, Ze nas opraviiuje pouzit
pro testovani hypotéz testy pro spojité veliCiny.

Z hlediska predpokladd, které jednotlivé testy kladou na testovanou nahodnou veli¢inu,
1ze testy hypotéz rozd¢lit na dvé velké skupiny, a to tzv. parametrické testy a neparametrické
testy. Parametrické testy, jak jiz samotné oznaceni napovidd, se zabyvaji testovanim tvrzeni
o neznamych parametrech rozdéleni pravdépodobnosti, kterym se uvazovana nahodna
neparametrické, nebot’ vyzaduji minimalné specifikaci daného rozdéleni pravdépodobnosti
(specifikace rozdéleni pravdépodobnosti jako modelu podstaty chovani ndhodné veliCiny je
samo o sob¢ velmi silny pfedpoklad). Neparametrické testy jsou naopak nezavislé nebo témér
nezavislé na konkrétnich rozdélenich pravdépodobnosti a vyZzaduji slabsi ptredpoklady,
nevyzaduji napf. normalitu rozdéleni pravdépodobnosti, ale pouze jeho symetrii. Na druhou
stranu maji neparametrické testy mensi silu, coz je nasledné¢ nutné kompenzovat vétsi
parametrické, nebot’ testovani hypotézy v pfipadé chybné uréeného rozdéleni
pravdépodobnosti parametrické testové statistiky muze vést k mylnym zavérim z divodu
nerelevantni p-hodnoty, respektive p-hodnoty stanovené chybnou tivahou.

Formaln¢ 1ze popsat postup pii statistickém testovani takto:

1. Formulujeme nulovou hypotézu H,, ktera predpoklada neexistenci néjakého rozdilu, napft.
neexistenci efektu 1é¢by. Zaroven zvolime hladinu vyznamnosti testu a, kterd predstavuje
pravdépodobnost ziskani falesné pozitivniho vysledku.

2. Formulujeme alternativni hypotézu H;, ktera u parametrickych testh muize byt jak
oboustrannd, tak jednostranna.

3. Zvolime adekvatni testovou statistiku 7" jako kritérium pro rozhodnuti o nulové hypotéze.
Testovou statistiku volime tak, abychom znali rozdéleni pravdépodobnosti této statistiky
pfi platnosti nulové hypotézy a byli tak schopni posoudit, jak extrémni je vysledna
hodnota testové statistiky v ramci tohoto rozdéleni.

4. Vypocitame hodnotu testové statistiky 7 na zéklad¢ » realizaci nahodné veliCiny X, tedy
na zaklad¢ pozorovanych hodnot x, xz, ... , x,.

5. Na zékladé rozdéleni pravdépodobnosti testové statistiky 7"a zvolené hladiny vyznamnosti
urcime kriticky obor neboli obor hodnot, v némz zamitame H, a piiklanime se k platnosti
H,.

6. Zjistime, zda hodnota testové statistiky 7 lezi v oboru kritickych hodnot. Pokud ano,
zamitdme nulovou hypotézu a ptiklanime se k platnosti alternativni hypotézy, pokud ne,
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nezamitdme nulovou hypotézu. Alternativné tomuto postupu muzeme zjistit p-hodnotu
vysledku a srovnat ji se zvolenou hladinou vyznamnosti testu.

7.1 Testy o parametrech jednoho rozdéleni

Pointou testi o parametrech jednoho rozdéleni pravdépodobnosti je srovnani vybérové
charakteristiky vypoctené na zdkladé pozorovanych dat (ty reprezentuji odhad sledované
charakteristiky ndhodné veli¢iny) s pfedem danou hodnotou (konstantou). Testujeme tak, zda
se vybérové charakteristiky naseho datového souboru shoduji s ptedpokladanou hodnotou.

Zékladni testy o parametrech jednoho rozdéleni jsou nasledujici:

e Test o stfedni hodnot€ pti znamém rozptylu (z-test pro jeden vyber)

e Test o stfedni hodnot€ pti nezndmém rozptylu (z-test pro jeden vyber)
e Neparametricky test pro jeden vybér (Wilcoxonuv test)

e Test o rozdilu parovych (zavislych) pozorovani (pdrovy t-test)

e Test o rozptylu normalniho rozdéleni

Krom¢ samotného rozhodnuti o platnosti nulové hypotézy je pro korektni popis
provedené¢ho experimentu a pozorovanych dat nezbytné vypocitat 1 adekvatni interval
spolehlivosti pro vybérovou charakteristiku sumarizujici sledovanou nahodnou veli¢inu
(vyberovy primér nebo vybérovy rozptyl). Jen tak jsme si totiZ schopni udélat komplexni
obrazek jak o dosazené statistické vyznamnosti, tak o dosazené praktické vyznamnosti.

7.1.1 Test o stiedni hodnoté pri znamém rozptylu (z-test pro jeden vybér)

Cilem z-testu pro jeden vybér je testovat hypotézu, zda data nahodného vybéru pochazi
zrozdéleni se stejnou stiedni hodnotou, jako je predpoklddand hodnota o (konstanta).
Vychézime z realizace ndhodného vybéru o rozsahu n: xy, xz, ..., x,, 0 kterém ptedpokladame,
7e pochazi znormalniho rozdé&leni. Predpokladame tedy, ze plati X; ~ N(u,0”). Dale
predpokladdme, 7¢ zniame hodnotu parametru o°. Oba tyto piedpoklady jsou velmi silné
(a v biologické ¢i klinické praxi téméf neredlné), nebot’ to znamena, ze témef presné zname
pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny X. Nulovd hypotéza a piisluSné alternativni
hypotézy (oboustranna a jednostranné) pak maji nasledujici tvar

Hy:p=p, Hy:p# 1 Hy o>, Hy < g (7.1)

Vybérovou charakteristikou, kterd hraje v z-testu hlavni roli je samoziejm¢é¢ vybérovy
pramér. Vime totiz, Ze za platnosti Hy méa vyberovy primér také normalni rozdé€leni, coz
znamena, Ze plati

X ~N(pty,7) - (7.2)
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Z toho plyne, Ze testovd statistika Z, kterou dostaneme zvybérového priméru
standardizaci, ma standardizované normalni rozdéleni:

:X_,Uo

Z
o/In

~ N(0,1). (7.3)

Pokud nulova hypotéza plati, statistika Z se bude realizovat v hodnotach béznych pro
rozdéleni N(0,1), a naopak, neplati-li nulovd hypotéza, statistika Zse bude realizovat
v hodnotach, které nejsou pro standardizované normalni rozdéleni bézné. Nulovou hypotézu
tak zamitdme na hladiné vyznamnosti o ve chvili, kdy vysledna hodnota statistiky Z je vétsi
(nebo mensi, v zavislosti na pfedem zvolené alternativ€) neZz ptislusny kvantil (kriticka
hodnota) rozdéleni N(0,1). Co znamena realizace statistiky v béznych hodnotéch, bylo blize
rozebrano v kapitole 6, v ptipad¢ oboustranného testu na hladiné¢ vyznamnosti a by se méla
testova statistika Z pohybovat mezi kvantily z,, a zy.42, coZ pro a = 0,05 jsou hodnoty -1,96 a
1,96. Bude-li se statistika Z realizovat mimo tento interval, zamitdme nulovou hypotézu (na
hladiné vyznamnosti a = 0,05, samoziejm¢). Vzhledem k symetrii kvantili rozdéleni N(0,1)
1ze pravidlo pro zamitnuti H, pro oboustrannou alternativu u z-testu zjednodusit na vyjadfeni,
kdy absolutni hodnota statistiky Z pfekroc¢i hodnotu kvantilu z,_,», tedy | Z |> z,_,,,. Souhrnné

jsou pravidla pro zamitnuti nulové hypotézy pro z-test pro jeden vybér dle zvolené alternativy
uvedena v tabulce 7.1. Piiklad na vypocet z-testu pro jeden vybér byl uveden v kapitole 6.

Tabulka 7.1 Pravidla pro zamitnuti Hy pro z-test pro jeden vybér dle zvolené alternativy.

Alternativa H, :u+pu, — Zamitame Hy, kdyz |\ Z|>z_,,
Alternativa H, :pu> u, — Zamitame Hy, kdyz Z>z_,
Alternativa H, < p, — Zamitame H,, kdyz Z<z,

7.1.2 Test o stiedni hodnoté pri neznamém rozptylu (z-test pro jeden vybér)

Cil #-testu pro jeden vybér [9, 36, 37] je stejny jako u z-testu, tedy také chceme testovat
hypotézu, zda data nahodného vybéru pochazi z rozdé€leni se stejnou stfedni hodnotou jako je
predpokladand konstanta . Stejny je 1 predpoklad, Ze data pochdzi z normalniho rozdéleni,
tedy Ze plati X; ~ N(u,0”). Rozdil mezi obéma testy je v tom, Ze u t-testu pro jeden vyber
nepredpoklddame znalost parametru o, coz znamend, Ze pro testovani nemlizeme jednodusSe
pouzit vyse uvedenou statistiku Z. Abychom se zbavili nutnosti specifikovat parametr o, je
tfeba definovat statistiku K tak, Ze

K="5" (7.4)

Statistika K ma chi-kvadrat rozdé€leni pravdépodobnosti s (n — 1) stupni volnosti, tedy
K ~ y*(n—1). Statistiky Z a K pouzijeme ke konstrukci statistiky 7
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A Xy

D Ky sidn (7.3)

Statistika 7' jiz neobsahuje neznamy parametr o, ktery je nahrazen jeho vybérovym
odhadem ve formé¢ vybeérové smeérodatné odchylky, s. Lze ukazat, ze statistika 7'ma
Studentovo ¢ rozdé€leni pravdépodobnosti s (n — 1) stupni volnosti, tedy 7 ~ #(n—1). Pravidla
pro zamitnuti nulové hypotézy na zakladé vysledné hodnoty statistiky 7' (dle zvolené
alternativy a hladiny vyznamnosti testu) jsou pro ¢-test pro jeden vybér obdobna jako pro z-
test pro jeden vybér pouze stim rozdilem, ze jako kritick¢é hodnoty pouzivame piislusné
kvantily Studentova ¢ rozdéleni s parametrem (n — 1). Pravidla pro zamitnuti nulové hypotézy
platna pro #-test pro jeden vybér dle zvolené alternativy jsou uvedena v tabulce 7.2.

Tabulka 7.2 Pravidla pro zamitnuti Hy pro t-test pro jeden vyber dle zvolené alternativy.

Alternativa H, @ p# 1, — Zamitame Ho, kdyz T [>8"),
Alternativa H, :u>p, — Zamitame H,, kdyz T> tff;l)
Alternativa H,:u<y, — Zamitame Hy, kdyz T <t

Priklad 7.1. Pomoci #-testu pro jeden vybér chceme srovnat priimérny denni energeticky
piijem skupiny 11 Zen ve véku 22 — 30 let s doporucenou popula¢ni hodnotou, kterou je
7725 kJ (hodnoty pifevzaty z [2]). Pozorovany primérny energeticky pifijem skupiny 11 zen
byl 6753,6 kJ se smérodatnou odchylkou s = 1142,1 kJ. Piedpokladejme, Ze nemame
pfedstavu o stravovacich navycich mladych Zen, proto zvolime oboustrannou alternativu.
Nulova hypotéza, Hy, a ji pfisluSna oboustranna alternativa, H,, pak maji tvar

H,:pu=p,=7725, H,:pu+#pu,=7T725. (7.6)

K ovéfeni nulové hypotézy pouzijeme testovou statistiku 7, kterd je dana vztahem (7.5).
Vypocet realizace testové statistiky 7' tedy znamena dosazeni vybérovych charakteristik do
(7.5) a je nasledujici:

X -y, 6753,6-7725
t= = =-2,821. 7.7
s/Aln 11421711 (7.7)

Vzhledem k tomu, Ze alternativni hypotéza je oboustrannou alternativou, pro rozhodnuti
o platnosti Hy je tfeba srovnat absolutni hodnotu realizace testové statistiky, tedy Cislo 2,821,
se 100(1 — a/2)procentnim kvantilem ¢ rozdéleni s» — 1 (tedy 10) stupni volnosti, coZ je
hodnota 2,228. V souladu s tabulkou 7.2 plati, ze

|£]=2,821>2,228 =1, =1 5. (7.8)

78



a tedy zamitame H, na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05. Jinymi slovy, na hladin¢ vyznamnosti
a = 0,05 mizeme fici, ze sledovana skupina Zen méla statisticky vyznamné odlisny (nizsi)
denni energeticky pfijem, nez je doporuc¢end hodnota 7725 kJ.

7.1.3 Neparametricky test pro jeden vybér (Wilcoxonuv test)

Oba predchozi testy o stfedni hodnoté, z-test 1 #-test, jsou parametrické testy vyzadujici
predpoklad normality dat, ktery se nasledné odrazi v nulové i alternativni hypotéze. Tento
ptedpoklad je vSak velmi silny a v praxi ¢asto neni splnén. V fad¢ piipadi, spojenych zejména
s malou velikosti vybérového souboru, dokonce ani nejsme schopni normalitu dat korektné
ov¢tit. Neparametrickou alternativou z-testu a t-testu pro jeden vybér je Wilcoxondv test [31,
36], ktery neni testem o stiedni hodnotg, ale testem o medianu, a jeho jedinym piedpokladem
je symetrie rozdéleni nahodné veli€¢iny X, z néhoz pochazi ndhodny vybér. Nulova hypotéza
Wilcoxonova testu se tykd medidanu rozdéleni sledované nahodné veli¢iny a spolu
s oboustrannou alternativou ji 1ze zapsat jako

H,:X=x, H, X #x, (7.9)

Princip Wilcoxonova testu je velmi jednoduchy, test v podstaté hodnoti, zda je ptiblizné
polovina hodnot xi, x;, ... , x, menSich nez pfedpokladana hodnota xy a ptiblizn¢ polovina
hodnot x;, xa, ... , x, vétSich nez tato konstanta s tim, ze pfedpoklad4d obdobné kolisani hodnot
nalevo 1 napravo od medianu (pfedpoklad symetrie). Pii samotném vypoctu Wilcoxontv test
prevadi pozorované hodnoty xi, x, ... , x, na diference od xo, tedy na hodnoty y;, i =1, ... , n
definované jako

YVi=X =X, (7.10)

které¢ jsou nésledné sefazeny podle velikosti absolutnich hodnot od nejmensi diference po
nejvetsi:

|y(1)|<|J’(2)|<---<|y(n)|- (7.11)

Jednotlivym diferencim y; je potom na zdkladé tohoto setazeni pfifazeno potadi, oznacme ho
jako R;. Samotna testova statistika Wilcoxonova testu je zaloZena pouze na téchto potradich
a je definovéna jako

min(S*,S7), (7.12)

kde veli¢iny S” a S~ spo¢itame jako soudty pofadi

S*=>'R, S =>R. (7.13)

yi>0 ;<0
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V ptipadé, ze pozorované hodnoty jsou symetricky rozdéleny kolem ptredpokladané
hodnoty xy, bude piiblizné jedna polovina diferenci kladna a druhd zaporna. Navic absolutni
hodnoty kladnych diferenci nebudou systematicky vétSi nez absolutni hodnoty zdpornych
diferenci a naopak, coz ve vysledku znamend, Ze soucet potadi piislusny kladnym diferencim
bude piiblizné stejny jako soucet poradi ptisluSny zdpornym diferencim. Za platnosti H tak
Ize predpokladat, Ze hodnoty S* a S budou zhruba vyrovnané. Na druhou stranu, ve chvili,
kdy Hy nebude platit, bude mezi hodnotami S* a S rozdil, kdy jedna z tdchto statistik bude
malé ¢islo a druhd velké Cislo (pojem malé a velké Cislo je zde zavisly na velikosti souboru).

Pro rozhodnuti o platnosti Hy je pak testova statistika Wilcoxonova testu, min(S",S),
srovnana s kritickou hodnotou pfislusSnou dané velikosti vybérového souboru a zvolené
hlading vyznamnosti testu a. Je-li hodnota min(S*,S") mensi nebo rovna kritické hodnotg,
zamitdme Hy o rovnosti medidnu sledované nidhodné veliCiny ptedpokladané hodnoté xo
(spadne-li hodnota minima obou statistik pod ur¢itou mez, ukazuje to na statisticky vyznamny
rozdil mezi S” a S a tudiz i na neplatnost Hy). Pro mala # (cca do 30) Ize kritickou hodnotu
pro statistiku min(S",S") odpovidajici zvolené hladind vyznamnosti a najit v tabulkach, pro
vétsi n lze rozdéleni testové statistiky min(S",S) aproximovat normédlnim rozdélenim
s nasledujici stfedni hodnotou a rozptylem:

E(min(S*,87)) =n(n+1)/4, D(min(S",87)) =n(n+1)(2n+1)/24.  (7.14)

Jak je vidét z vypoctu, Wilcoxonilv test pracuje misto pozorovanych hodnot s pofadimi,
coz je postup robustni vici odlehlym hodnotam, které by v piipadé pouziti z-testu nebo #-testu
pro jeden vyb&r mohly zasadnim zplsobem ovlivnit hodnotu vybérového primeéru. Obecné
samoziejm¢ plati, ze parametrické a neparametrické testy nemusi vychazet stejné. Divody
mohou byt pfedev§im nesplnéni ptfedpokladii parametrického testu nebo mensi sila
neparametrického testu. Na druhou stranu, je-li dobie specifikovan pravdépodobnostni model
a mame-li k dispozici dostatek dat, vysledky parametrickych i neparametrickych testii budou
stejné.

Priklad 7.2. Stejn¢ jako v piikladu 7.1 budeme srovnavat denni energeticky piijem
skupiny 11 zen ve véku 22 — 30 let s doporucenou hodnotou 7725 kJ s tim, ze pro srovnani
pouzijeme Wilcoxontv test. Nulova a alternativni hypotéza jsou vyjadieny nasledovné

H,:x=17725, H, :x#7725. (7.15)

Pozorované hodnoty, diference od referen¢ni hodnoty 7725 kJ a pfislusna potradi jsou
znazornéna v tabulce 7.3 (hodnoty ptevzaty z [2]). Na zaklad¢ potadi absolutnich hodnot
kladnych a zapornych diferenci vypocitame nasledujici hodnoty pomocnych statistik a testové
statistiky

S*=2 R =8, $" =2 R =58, min(S*,$7)=8. (7.16)

;>0 ;<0

Vyslednou hodnotu testové statistiky srovname s kritickou hodnotou w,(a) ptislusnou
velikosti souboru, n = 11, a hladiné vyznamnosti testu o = 0,05, ktera je v tomto ptipadé
w11(0,05) = 10. Vzhledem k tomu, Ze realizace testové statistiky, ¢islo 8, je mensi nez hodnota
10, zamitame nulovou hypotézu o tom, Ze medidn energetického piijmu Zen ve véku 22 — 30
let je roven 7725 kJ za den.
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Tabulka 7.3 Denni energeticky prijem skupiny 11 Zen ve veku 22 — 30 let.

Jena Denni energeticky Diference od hodnoty Poradi absolutni hodnoty
ptijem v kJ 7725 k] diference
1 5260 -2465 11
2 5470 -2255 10
3 5640 -2085 9
4 6180 -1545 8
5 6390 -1335 7
6 6515 -1210 6
7 6805 -920 4
8 7515 -210 1,5
9 7515 -210 1,5
10 8230 505 3
11 8770 1045 5

7.1.4 Test o rozdilu parovych (zavislych) pozorovani (pdarovy t-test)

Samostatnym problémem v biostatistice je hodnoceni parovych pozorovani, ktera jsou
vzajemné zavisla, respektive vadzand néjakym spoleénym prvkem. Klasickym piikladem
parovych pozorovani jsou hodnoty dvou po sob¢ jdoucich méteni na stejném pacientovi, které
samoziejm¢ nelze povazovat za nezavislé, nebot’ jsou vazany osobou pacienta [38]. Cilem
testu o rozdilu parovych pozorovani, parového ¢-testu, je ovéfit, zda se stiedni hodnoty
nahodnych veli¢in X a Y li§i o pfedem danou hodnotu d,. Predpokladdme tedy realizaci
dvourozmérného ndhodného vektoru o rozsahu »n stim, ze u veli¢in X a Y predpokladdme

normalni rozdéleni:
X\ [x X, X, o
( Ij’( 2j,...’[ j’ [ )NNZ (ﬂlj,( lzj . (7.17)
Y1)\ )2 Y Y, )\ 0,

Nulova hypotéza a piislusné alternativni hypotézy (oboustrannd a jednostranné) pak maji
nasledujici tvar

Hy:p—p,=d,, H oy —p,#d,, H oy —p,<dy, H =, >dy. (7.18)

I kdyz vlastné uvazujeme sledovani dvou nahodnych veli¢in, tak parovy ¢-test patii do
této kapitoly, nebot’ vypocetné pievadime parovy problém na piipad jednoho vybéru. To
znamena, ze vypocet parového z-testu nepocita s dvojicemi hodnot, ale s jejich rozdily d;, i =
1, ..., n definovanymi jako

di=x-y. (7.19)

Nésledné testujeme, zda je primér hodnot d,, da, ..., d, rGzny od piedpokladané hodnoty d.
Za predpokladu normality diferenci d;, tedy za ptedpokladu, Ze plati D; ~ N(uao”), to
znamena, ze déle postupujeme jako pii z-testu pro jeden vybér. Testova statistika ma tvar
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d-
” ( (7.20)

T=

kde d znaéi prumér pozorovanych diferenci a s, jejich vybérovou smérodatnou odchylku.
Stejn¢ jako v ptfipad¢ t-testu pro jeden vybér ma statistika 7 Studentovo ¢ rozdéleni
pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti; nulovou hypotézu, Hy, proto zamitdme na hladin¢
vyznamnosti a, kdyZ je realizace statistiky 7" vétsi nebo mensi nez kritickd hodnota (pfislusny
kvantil) Studentova rozdéleni #(n — 1). Pravidla pro zamitnuti nulové hypotézy pro parovy
t-test dle zvolené alternativy piehledné sumarizuje tabulka 7.4.

Tabulka 7.4 Pravidla pro zamitnuti Hy pro parovy t-test dle zvolené alternativy.

Alternativa  H,:p,—u, #d, o H, 1y, #d, — Zamitame H,, kdyz T |>t"),

Alternativa H o pwy—p,>d, o H :p,>d, — Zamitame Hy, kdyz T >t

Alternativa H :p—p,<dy o H:u <d, —> Zamitame H,, kdyz T <t

7.2 Testy o parametrech dvou rozdéleni

Testy o parametrech dvou rozdéleni pravdépodobnosti nam umoziiuji srovnat vybérové
odhady sledované charakteristiky ndhodné veli¢iny ve dvou nezavislych experimentalnich
souborech. Testujeme tak, zda se vybérové charakteristiky ve dvou nezéavislych skupinach 1isi
nebo nelisi.

Zakladni testy o parametrech dvou rozdéleni jsou nasledujici:

e Test o rozdilu stfednich hodnot dvou nezavislych vybéra pii stejnych rozptylech (z-test
pro dva vybery)

e Welchova korekce pro #-test pfi nestejnych rozptylech
e Test o shodnosti rozptylti dvou nezavislych vybéra — F-test
e Neparametricky test pro 2 vybéry — Mannliv-Whitneyho test
Stejné jako v ptipadé testl pro jeden vybér by mély i v piipad¢ testi pro dva vybéry byt
spolu s vysledkem testu, tedy rozhodnutim o platnosti nulové hypotézy a piipadné p-

hodnotou, reportovany i piislusné intervaly spolehlivosti pro pozorované rozdily, pfipadné
podily odhadovanych parametrii rozdéleni pravdépodobnosti.

7.2.1 Test o rozdilu stfednich hodnot dvou nezavislych vybéri pfi stejnych rozptylech
(t-test pro dva vybéry)

Zéakladnim testem pro srovnavani stfednich hodnot dvou nezavislych vybéra je
v biostatistice #-test pro dva vybéry [9, 36, 37], ktery testuje, zda ndhodné vybéry pochazi
z rozdéleni se stfednimi hodnotami, jejichz rozdil je dand konstanta ¢. Umoziiuje ndm tak
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posoudit, zda se hodnoty ndhodné veli¢iny v jedné populaci statisticky vyznamné lisi od
hodnot této nahodné veli¢iny v populaci druhé. Jedna se o parametricky test, jehoz hlavnim
predpokladem je normalita rozdéleni pravdépodobnosti obou nahodnych vybéra. Mame-li
realizaci prvniho ndhodného vybéru o rozsahu n;: xi, x, ..., X, a na ni nezavislou realizaci
druhého nahodného vybéru o rozsahu ny: yi, 32, ..., Y, pfedpokladame, ze jak realizace x;, tak
realizace y; pochazeji z normalniho rozdéleni, tedy ze plati X; ~ N(,ul,crz), i=1,..,n,aY~
Nua,6?), j = 1, ..., no. Nulova hypotéza, predpokladajici rozdil mezi stiednimi hodnotami
roven c¢ (nejcastéji volime c¢ = 0), a pfislusné alternativni hypotézy (oboustrannid a
jednostranné) maji tvar

Hy:p = =c, Hytpy =, #c, Hytpy—p,<c, Hymy—py>c. (7.21)

Je dilezité si uvédomit, Ze jsme opét v situaci, kdy nezname skuteCnou hodnotu
parametru o”, pouze piedpokladame, Ze je stejnd pro oba vybéry. Tento neznamy parametr
odhadujeme pomoci vazeného priméru odhadi rozptylu (vybérovych rozptyl) v jednotlivych
skupinach, s; a s;:

’ n+n,—2 ' '

Z vlastnosti normalniho rozdé€leni pravdépodobnosti plyne, zZe rozdil priméri norméalnich
nahodnych veli¢in X a Y je také normélni ndhodna veli¢ina. Plati tedy

X -7 ~N(e,o* (L +1)). (7.23)

Vzhledem k nezndmému parametru o” nelze pouZit pro testovani statistiku s norméalnim

rozdélenim pravdépodobnosti, proto obdobné jako v piipad¢ #-testu pro jeden vybér i zde
hraje roli testové statistiky statistika 7' se Studentovym ¢ rozd€lenim (s n; + ny — 2 stupni
volnosti). Pro dva vybéry je statistika 7" definovéna jako

X-Y-c
T :ﬁNt(Hl +n,—-2). (7.24)

1 )

:‘_.

Nulovou hypotézu opét zamitdme na hladiné vyznamnosti a ve chvili, kdy realizace
statistiky 7 piekro¢i urCitou hranici, kterou je kvantil Studentova rozdéleni #n; + ny — 2)
prislusny hladiné a a zvolené alternativé. Souhrn pravidel pro zamitnuti nulové hypotézy
platnych pro t-test pro dva vybéry dle zvolené alternativy je uveden v tabulce 7.5. Kromég
pravidel pro rozhodnuti o platnosti H je tfeba mit na paméti, ze pouziti ¢-testu pro dva vybéry
ma dva velmi silné ptedpoklady, kterym bychom m¢li pted vypoctem vzdy vénovat adekvatni
pozornost. Témito predpoklady jsou

1. Normalita pozorovanych hodnot, a to vramci obou ndhodnych vybért. Ptredpoklad
normality musime predem otestovat adekvatnim testem (vice v kapitole 8) nebo alespon
graficky ovéfit pomoci dostupnych vizualiza¢nich néstrojt (histogram, krabicovy graf).
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2. Homogenni (stejny) rozptyl nahodné veliciny, opét v rdmci obou srovndvanych vybéra.
Predpoklad homogenity rozptylu lze stejné jako normalitu testovat ptisluSnym
statistickym testem (tomuto tématu je vénovana cast 7.2.2 o tzv. F-testu), mozné je
1 grafické ovéfeni pomoci vyse zminénych néstrojli (histogram, krabicovy graf).

Tabulka 7.5 Pravidla pro zamitnuti Hy pro t-test pro dva vybéry dle zvolené alternativy.

Alternativa Hy:ipy = #c — Zamitame Ho, kdy? [T |> e
Alternativa H :pg—p>c — Zamitame Hy, kdyz T > "2
Alternativa Ho:py—-u<c — Zamitame H, kdyz T < t;nﬁ—nz—Z)

Priklad 7.3. Uvazujme lécbu pacientl se Spatné kontrolovanou hypertenzi, pro kterou je
dostupnd 1écba tzv. ACE inhibitory (ACE-I) a antagonisty pro angiotensin II receptor (AIIA).
Utinnost 1é¢by ACE-I u pacientll se $patné kontrolovanou hypertenzi reprezentujeme
nahodnou veli¢inou X, zatimco uc¢innost 1écby AIIA u téchto pacientd popiSeme ndhodnou
veli¢inou Y. Nulova hypotéza pak vyjadiuje stejny ucinek obou 1€ki (ve smyslu stfedni
hodnoty) na sniZeni diastolického tlaku (TKd) téchto pacienti méfeny v milimetrech rtuti po
Sesti mesicich od zahajeni 1écby. Tedy

Hy:p—p,=0, H, :pu—u#0. (7.25)

U pacienti lé€enych ACE-I (skupina 1), respektive AIIA (skupina 2), byly pozorovany
nasledujici vybérové charakteristiky:

n, =1926;x =12,7;s, = 9,96, n, =1887;5=12.8;5, =9,79. (7.26)

Dale byl na zéklad€ hodnot s, a s> vypocten vaZzeny odhad parametru o, s. =9,88. Vime, Ze
za platnosti Hy plati X —Y ~ N(0,07 (755 + 1e7)) » €0Z znamend, Ze miizeme pro testovani
pouzit statistiku 7" definovanou v (7.24). Po dosazeni ziskame

_x-p-e _127-128-0
o[l 088 [ (7.27)

Absolutni hodnotu vysledné realizace testové statistiky srovndme s kvantilem Studentova
t rozdéleni s 3811 stupni volnosti (vzhledem k platnosti centralni limitni véty zde jiz mizeme
pouzit kvantil rozdéleni N(0,1)). Absolutni hodnota testové statistiky je mensi nez hodnota
kvantilu z;.,» = 20975 = 1,96 a tedy nulovou hypotézu nezamitame. Zavérem tedy lze fici, Ze
na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 nelze prokazat rozdil mezi 1é¢bou ACE-I a AIIA vzhledem
ke snizeni diastolického tlaku u pacientt se Spatn¢ kontrolovanou hypertenzi.
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7.2.2 Test o shodnosti (homogenité) rozptyli dvou nezavislych vybéra (F-tes?)

Cilem F-testu o rovnosti dvou rozptyli je ovéfit, zda dva vybérové soubory pochdzi
zrozdeleni se stejnym rozptylem, coz znamend ovéfit, zda oba soubory vykazuji ptiblizné
stejny rozptyl sledované nihodné veliCiny. Ptredpokladem tohoto testu je normalita
pozorovanych hodnot v obou vybérovych souborech, tedy predpokladame, ze plati
X,-~N(,ul,012), i=1,..,m,aY ~ N(,uz,ozz),j =1, ..., n. Nulovou hypotézu a pftislusné
alternativy pak zapiSeme jako

2 L2 .2 2 .2 2 L 22 2
H,:0f =0, H, :0/ #0, H :0 <o, H, :o0y >0, (7.28)

Testova statistika F-testu vyuziva pro ovéfeni nulové hypotézy informaci uloZenou ve
vybérovych rozptylech a ma tvar

F="1 (7.29)

Tato statistika mé za platnosti Hy Fisherovo F rozdéleni s parametry (n; — 1) a (ny — 1), coz
zapisujeme jako F' ~ F(n; — 1, ny — 1). Pro rozhodnuti o platnosti nulové hypotézy srovname
hodnotu realizace statistiky F' s kvantily F rozd€leni pfislusnymi hladin€ vyznamnosti testu,
parametrim a zvolené alternativé. Pravidla pro zamitnuti nulové hypotézy platna pro F-test
dle zvolené alternativy jsou uvedena v tabulce 7.6.

Tabulka 7.6 Pravidla pro zamitnuti Hy pro F-test dle zvolené alternativy.

. 7oz v - -1 —1,n,-1
Alternativa  H,:o} #0.  — Zamitame Ho, kdyz F < F7""™ nebo F > F" 1
Alternativa  H,:0{ >0,  — Zamitame Hy, kdyz F > FovtnD

i 4 Y —1,n,-1
Alternativa H,:0, <o,  — Zamitame H, kdyz F < Fonn

Piiklad 7.5. Sledujeme dvé skupiny déti s hypotyredzou, prvni skupinou jsou déti
s mirnymi symptomy, druha skupina jsou déti s vyraznymi symptomy. Chceme u téchto dvou
skupin srovnat hladinu tyroxinu v séru. Pfed pouzitim testu pro dva vybéry si musime polozit
nasledujici otdzku: MlzZeme si dovolit pouzit t-test pro dva vybéry ve chvili, kdy je jednim
z jeho predpokladii homogenita rozptyli ve sledovanych skupindch? Na zodpovézeni této
otazky pouZzijeme F-test o rovnosti dvou rozptyll na hladiné vyznamnosti o = 0,05 s tim, Ze
proti nulové hypotéze pouzijeme jednostrannou alternativu — predpokladame totiz, ze déti
s vyraznymi symptomy budou vykazovat vétSi variabilitu v hodnotach tyroxinu v séru.
Naméiené vybérové charakteristiky jsou uvedeny v tabulce 7.7.

Tabulka 7.7 Vybérové charakteristiky skupin pacientii s hypotyreozou.

Hladina tyroxinu v séru (nmol/I) Mirné symptomy (n; = 9) Vyrazné symptomy (1, = 7)
Prameér 56,4 42,1
Smérodatna odchylka 14,22 37,48
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Vypocet testové statistiky je nasledujici:

2 2

s> (14,22)
BTN vy 7.30
52 (37,48) (7.30)

V souladu s tabulkou 7.6 zamitdme H,, kdyz realizace statistiky F bude niz$i nez kvantil
Fisherova F' rozdéleni pro a = 0,05 a parametry n; — 1 =8 a n, — 1 = 6. Vzhledem k tomu, ze
plati

F=0144<0279=F5Y =F" ', (7.31)

oa

zamitdme na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 nulovou hypotézu o shod¢ rozptyli meéteni
hladiny tyroxinu v séru u déti s mirnymi symptomy a déti s vyraznymi symptomy. Obé
skupiny déti se tedy statisticky vyznamné 1i8i ve variabilité hladin tyroxinu v séru.

7.2.3 Welchova korekce pro z-test pri nestejnych rozptylech

Predpoklad stejnych rozptyli sledované veliCiny v obou srovndvanych souborech je
v praxi téméf nerealny. Proto Welch v roce 1938 [30] navrhl korekci pro vypocet statistiky 7'
se zohlednénim nestejné variability skupinovych pozorovani. V ptipadé nestejnych rozptyla

vime, Ze v souladu se vztahem (7.23) plati X -Y ~N (c,‘;—f+%), coz vede na testovou

statistiku 7 ve tvaru

Ze vztahu (7.32) plyne kromé jiného vyrazu pro standardni chybu méfeni, ktera nyni obsahuje
ob¢ vybérové smérodatné odchylky, 1 fakt, Ze pocet stupniil volnosti Studentova ¢ rozdéleni, jiz
neni roven n; + n, — 2, ale je tfeba ho stanovit nasledovné

v = [(S12 /n1)+(s22 /nz)]2
) (s /m)” (7.33)

n —1 n,—1

Kritické hodnoty pro zamitnuti H, jsou pak odvozeny stejn¢ jako v ptipadé t-testu pro dva
vybéry se stejnym rozptylem.
7.2.4 Neparametricky test pro dva vybéry (Manniiv-Whitneyho test)

Manntv-Whitneyho test [14, 36] je neparametrickou alternativou #-testu pro dva vybéry

ve chvili, kdy neni splnén néktery zjeho pifedpokladii, respektive mame-li o platnosti
n¢kterého z jeho ptredpokladli pochyby. Nulova hypotéza Mannova-Whitneyho testu neni
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zaméfena na stfedni  hodnoty, ale misto toho predpokladdme stejné rozde€leni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny v obou souborech, coz je slabsi pfedpoklad nez normalita
dat. Nulova hypotéza se tak tyka srovnatelnosti dvou distribu¢nich funkci, kterou zapiSeme
jako

H,:F(x)=F(y), H F(x)=F(y). (7.34)
M¢jme realizaci prvniho ndhodného vybéru o rozsahu n;: xi, x2, ... , Xu, @ na ni
nezavislou realizaci druhého ndhodného vybéru o rozsahu ny: yi, v2, ... , yu. Pointa vypoctu
Mannova-Whitneyho testu je nasledujici: pokud pozorovani x;ay; (i=1, ..., ni;j =1, ..., n2)

pochazi ze stejného rozdeleni pravdépodobnosti, pak by pravdépodobnost toho, ze ndhodné
vybrana hodnota x; bude vé&tsi nezZ ndhodn¢ vybrana hodnota y; (P(x; > y;)) méla byt 50 %. To
je ekvivalentni tomu, Ze pfi srovnani vSech dostupnych dvojic x; a y; bude v ptipadé cca 50 %
téchto dvojic vétsi hodnota x; a naopak.

Pro vypocet nejprve sefadime vSechna pozorovani od nejmensiho po nejvétsi tak, jako by
byly zjednoho vzorku, a pfifadime jednotlivym hodnotam jejich pofadi. Symbolem T}
oznacime soucet poradi hodnot pfislusnych prvni skupiné. Testovymi statistikami pak jsou
statistiky U a U’, definované jako

n,(n, +1) B

U=nn,+ 1, U=nn,-U. (7.35)

Pro rozhodnuti o platnosti nulové hypotézy srovname vétsi z hodnot U a U™ s kritickou
hodnotou z tabulek (v pfipadé oboustranné¢ho testu). Je-li kritickd hodnota mensi, H,
zamitame. Pro jednostranny test uvazujeme dle nulové hypotézy pouze bud’ statistiku U nebo
U'. Pro vybérové soubory o velikosti n; > 10 a zaroven n, > 10 lze rozdé€leni
pravdépodobnosti testové statistiky U aproximovat normalnim rozdélenim s charakteristikami

EU)=nn,/2, DU) =nn,(n, +n,+1)/12, (7.36)

coZ znamena, ze pro ovéteni nulové hypotézy lze dosadit uvedené hodnoty do statistiky Z a
jeji realizaci srovnat s ptislusSnym kvantilem standardizované¢ho normalniho rozdéleni N(0,1).

Priklad 7.6. Opét uvazujme dvé skupiny déti s hypotyredzou z piikladu 7.5. Prvni
skupina jsou déti s mirnymi symptomy, druha skupina jsou déti s vyraznymi symptomy,
nas$im cilem je srovnat u téchto dvou skupin hladinu tyroxinu v séru. 7-test pro dva vybéry
neni pro tento ucel vhodny, nebot’ obé skupiny vykazuji rizny rozptyl sledované ndhodné
veliiny. Sefadime-li vSechna pozorovani podle velikosti a pififadime jednotlivym hodnotam
jejich poradi, dojdeme k tomu, Ze soucet poradi v prvni skupiné, tedy hodnota statistiky 77, je
roven 84,5. Toto ¢islo dosadime do vztahu (7.35) a vypocteme

9(9 +1)

U=9*7+ -84,5=63+45-84,5=235, U=9%*7-235=395. (7.37)

Jako realizace testové statistiky slouzi vétsi z vypoctenych U a U’, tedy cislo 39,5, které
srovname s kritickou hodnotou ze statistickych tabulek ptisluSnou hladin¢ vyznamnosti testu
a. Vzhledem k tomu, Ze plati
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max(U,U")=39,5<51=U40, =ULs) (7.38)

nezamitame nulovou hypotézu o shod¢ distribu¢nich funkei, z nichZ pochdzi méteni tyroxinu
vséru u dvou skupin déti s hypotyre6zou. Tento vysledek je na prvni pohled relativné
prekvapivy, nicméné je tieba si uvédomit, ze oba vybérové soubory jsou velmi malé a test tak
ziejmeé nema dostatecnou silu na to, aby odhalil rozdil v hodnotach tyroxinu mezi obéma
skupinami.

7.3 Shrnuti

Kapitola 7 uvadi ptehled zakladnich parametrickych a neparametrickych testli pro
testovani hypotéz o jednom, respektive dvou vybérovych souborech. Zasadnim rozdilem mezi
parametrickymi a neparametrickymi testy je nutnost piedpokladu o pravdépodobnostnim
chovani ndhodné veli¢iny nebo veli€in, které pozorujeme (zde se jedna o silny predpoklad
normality dat). Normalita dat je velmi spekulativni, zejména u mensich vybérovych soubort,
nicméné v pifipad¢ parametrickych testi je tfeba tento pfedpoklad vzdy ovéfit, napt. s pomoci
grafickych metod, abychom se alespoii ujistili, Ze normalita neni zdsadn¢ porusena.

Alternativu v podobé& neparametrickych testii také nelze pouzit uplné libovolnég, napft. pro
Wilcoxonlv test pro jeden vybér bychom méli, opét alespon graficky, ovéfit pribliznou
symetrii vybérového rozdéleni pozorovanych hodnot. Velkou vyhodou neparametrickych
testd je fakt, ze pracuji s poradimi hodnot, coZz znamend, ze téméf Uplné¢ ignoruji odlehla
pozorovani a piipadné chybné hodnoty. Na druhou stranu trpi neparametrické metody
snizenou silou testu, tedy snizenou schopnosti zamitnout neplatnou nulovou hypotézu, coz je
nepiijemné zejména v pripadé mensSich vybérovych souboril, kde je pak testovani hypotéz
pomoci neparametrickych testll vétSinou bez jasného zavéru, kdy napi. pozorujeme prakticky
zajimavy rozdil mezi sledovanymi skupinami, ktery vSak vzhledem k omezené velikosti
vybéru nelze prokazat jako statisticky vyznamny. Na tomto misté je tfeba znovu pfipomenout,
7e statisticky nevyznamny vysledek nemusi znamenat, Ze pozorovany rozdil ve skutecnosti
neexistuje, nebot’ se mize jednat pravé pouze o nedostatecnou velikost vybérového souboru.
Problematikou vyvazenosti velikosti vzorku potiebné pro korektni provedeni experimentu
vzhledem k nulové hypotéze a vySe definovanym chybam I. a II. druhu se zabyva oblast
statistiky nazvand pldnovdni experimentit, ktera ma v biostatistice velky vyznam.

88



8 Analyza rozptylu (ANOVA)

V ptedchozi kapitole jsme zavedli testy pro srovndvani charakteristik jednoho vybéru
s danou konstantou a testy pro srovnavani charakteristik dvou vybéri. V praxi je vSak velmi
Castd 1 situace, kdy potfebujeme srovnavat vice skupin, piikladem mize byt sledovani
plicnich funkei u pacientli s chronickou obstrukéni plicni nemoci ve stadiu I, III a IV. Zajima
nas, jak se pacienti v jednotlivych stadiich li§i v maximdlnim inspiraénim tlaku, tedy
maximalnim tlaku, ktery jsou schopni vygenerovat pii nadechu. Otazka tedy je, jak miizeme
pro stadia II, IIT a IV ovéfit rozdil (respektive rovnost) v maximalnim inspiraénim tlaku?
Mame dvé moznosti:

1. PouZijeme vhodny test pro dva vybéry (napf. z-test) a otestujeme, jak se lisi stadium II od
stadia III, stadium II od stadia IV a stadium III od stadia IV. Jinymi slovy provedeme 3
testy pro dva vybéry.

2. Pouzijeme vhodny test pro vice nez dva vybéry.

Zasadni problém s prvni moznosti je v nasobném testovani hypotéz, kdy je tfeba si
uvédomit, Ze s nardstajicim poctem testovanych hypotéz (zde tfemi) roste takeé
pravdépodobnost ziskani faleSné pozitivniho vysledku, tedy pravdépodobnost toho, Ze se pfi
naSem testovani zmylime a ukdzeme na statisticky vyznamny rozdil tam, kde ve skute¢nosti
zadny neexistuje (chyba 1. druhu). Pravdépodobnost ziskani faleSn€ pozitivniho vysledku lze
v tomto piipad¢ jednoduse kvantifikovat: jestlize uvazujeme tii testy a v kazdém z nich 95%
pravdépodobnost, Ze neudélame chybu 1. druhu, pak za ptedpokladu nezavislosti provedenych
testl l1ze celkovou pravdépodobnost, Ze neudélame chybu 1. druhu, vyjadfit jako 0,95 % 0,95 x
0,95 = 0,857. Jinymi slovy pravdépodobnost, Ze neudéldme chybu I. druhu, ndm celkové
klesla na 0,857 a tedy pravdépodobnost, ze udélame chybu I. druhu, ndm celkové stoupla na
0,143. Jednoznacnou volbou pro testovani hypotéz u vice neZ dvou vybéra by tedy mél byt
adekvatni test pro vice nez dva vybery.

Zakladni parametrickou statistickou metodou pro testovani hypotéz o stiednich
hodnotach vice nez dvou skupin je tzv. analyza rozptylu (analysis of variance, ANOVA)
[37]. Zmitiované skupiny mohou byt samoziejmé dany pfirozené€, napt. sledujeme-li rozdil
v systolickém krevnim tlaku dle desetiletych vékovych kategorii, nebo uméle, napf.
sledujeme-li rozdil v uCinnosti n€kolika typa 1écby. Nulova hypotéza je v ptipad¢ analyzy
rozptylu stanovena jako rovnost stiednich hodnot ve vsech sledovanych skupindch.
Oznacime-li tedy k pocet srovnavanych vybért, pak nulovou a alternativni hypotézu analyzy
rozptylu vyjadiime jako

Hy:p=pu=...=4, H, :nejméné jedno y, je odliSné od ostatnich . (8.1)

Priklady problému a jim pfislusSnych hypotéz vhodnych pro analyzu rozptylu mohou byt
nasledujici:
1. Lisi se uinnost dvou riznych davek 1éciva A od ucinnosti placeba? Oznaéme stiedni

hodnotu cinnosti placeba u,, sttedni hodnotu ucinnosti 1é¢iva A v davee 1 u4; a ua
v davce 2. Pak nulovou a alternativni hypotézu stanovime takto
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Hytpp=p, =1, , H, :nejméné jedno u je odli$né od ostatnich . (8.2)

2. Lisi se jednotlivé typy leukémie (akutni myeloidni — AML, akutni lymfoidni — ALL,
chronickd myeloidni — CML a chronicka lymfoidni — CLL) v aktivit¢ vybranych gent?
Ozna¢me stfedni hodnotu exprese genu g u AML, ALL, CML a CLL postupné jako

g g g g svhi 5 1
0%,,05, .65, 65, - Pak nulovou a alternativni hypotézu stanovime takto

H,: 6%, =05, =065,=065,, H, :nejméné jedno 6¢ je odliSné od ostatnich . (8.3)

8.1 Variabilita vybérovych soubori a princip vypoctu

Abychom mohli adekvatné vysvétlit princip vypoctu analyzy rozptylu, je tieba nejprve
zavést znaCeni a piedpoklady, na nichz je analyza rozptylu postavena. Obecné uvazujeme
k nezavislych nahodnych vybéra Yy, Yo, ..., Yy s rozsahy ni, mp, ..., n;, o nichz
ptedpoklddame, ze pochdzi z normalniho rozdéleni, tedy Ze pro j-té pozorovani z i-tého
vybéru plati Y,-]-~N(,ul-,02). Jinymi slovy pfedpokladdme normalitu hodnot a homogenitu
rozptyll u vSech knahodnych vybéri (parametr odpovidajici rozptylu neni zavisly na
konkrétnim vybéru a je tedy stejny pro vSech kndhodnych vybéril). Na zékladé vyse
uvedenych ptredpokladl pak definujeme skupinové priméry pro jednotlivé vybéry a celkovy
prumér pro vSechny vybéry dohromady, které uvadi tabulka 8.1.

Tabulka 8.1 Zavedeni znaceni k analyze rozptylu.

Rozsah vybéru Vybérovy soucet Vybérovy primér
Vyber 1 n v, =Y, n=XIn
Vyber 2 n, Y, =21, ¥ =Y, /n,
Vybér k Mg Y, = ZjA:lij Ve =Y. /n,
k n;
Vsechny vybéry n Y = Zizl Zj:l Y, y.=Y/n

Dale zavadime tfi odhady variability, které charakterizuji pozorovana data. Prvni je tzv.
celkovy soucet Ctvercu (total sum of squares), Sr, ktery odrazi celkovou variabilitu ve
vybérovém souboru. Celkovy soucet ctvercli je definovan pomoci kvadrath rozdilt
pozorovanych hodnot od celkového priméru nésledovné:

Sp=2 2 Y=y (8.4)
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Celkovy soucet Ctverct je jakozto funkce pozorovanych hodnot statistikou, kterd ma svoje
rozdéleni pravdépodobnosti. Lze ukazat, zZe za platnosti nulové hypotézy ma statistika S chi-
kvadrat rozdéleni s poc¢tem stupiii volnosti, ktery se oznacuje jako dfr a je roven n — 1.

Dalsi formou variability je tzv. skupinovy soucet Ctvercui (group sum of squares), Su,
ktery odrazi variabilitu mezi skupinami, respektive skupinovymi priméry. Jinymi slovy,
skupinovy soucet c¢tverci popisuje variabilitu pfisluSnou vlivu sledované vysvétlujici
proménné. Lze ho spocitat pomoci souctu kvadrath rozdili vybérovych prumért od celkového
priaméru. Statistiku S definujeme takto:

S,=>" m(y, -y (8.5)

Stejné jako v ptipadé Sr, ma 1 statistika Sy chi-kvadrat rozdéleni pravdépodobnosti, tentokrat
ale se stupni volnosti dfy =k — 1.

Tteti statistikou odraZejici variabilitu pozorovanych dat je tzv. rezidudlni soucet ctvercu
(residual sum of squares), S., odpovidajici variabilité v ramci skupin. Spocitdme ho tak, ze
pfes vSechny vybéry a pozorovani sefteme kvadraty rozdili pozorovanych hodnot od
ptislusnych skupinovych priméri, coz lze zapsat takto:

S, =2 D (X =5, (8.6)

Pro statistiku S, lze ukézat, Ze plati S, ~ y*(n — k).

Priklad 8.1. Tabulka 8.2 obsahuje na fiktivnich datech ptiklad vypoctu jednotlivych
soucti Ctvercu. V piikladu ptedpokladame tfi vybérové soubory, piicemz kazdy znich
obsahuje tfi pozorované hodnoty.

Tabulka 8.2 Fiktivni datovy soubor se tremi srovndavanymi skupinami.

. ., Skupinovy primér Pozorovana hodnota Pozorovana hodnota
Pozorovana  Skupinovy

Lécba hodnota primér mzinuso ) ' ml'n,us o mzinuso )
celkovy prumér skupinovy pramér celkovy prumér
A 10 12 -4 -2 -6
A 12 12 -4 0 -4
A 14 12 -4 2 -2
B 19 20 4 -1 3
B 20 20 4 0 4
B 21 20 4 1 5
C 14 16 0 -2 -2
C 16 16 0 0 0
C 18 16 0 2 2
Celkovy primér = 16 Soucet ¢tverci = 96 Soucet ctverci = 18 Soucet Ctverct = 114

V tabulce 8.2 si lze vS§imnout, Ze rezidudlni soucet Ctvercii a skupinovy soucet ¢tvercti davaji
po secteni dohromady celkovy soucet ¢tverct. Toto neni ndhoda, skute¢né 1ze ukazat, ze plati

91



ST=Se+SA’ (87)

coZ znamena, ze celkova variabilita pozorovanych hodnot se da rozlozit na variabilitu v rdmci
skupin a variabilitu mezi skupinami:

2,12,1( ;=) —leﬂ( =) +Zl n(y, - (8.8)

Stejny vztah jako (8.7) plati i pro stupné volnosti ptislusné statistikam Sz, S4 a S..

Vypoclet analyzy rozptylu je zaloZen na srovnani skupinového a rezidualniho souctu
¢tverct, jinak feceno ANOVA srovnava pozorovanou variabilitu (rozptyl hodnot) mezi
vybéry s pozorovanou variabilitou (rozptylem hodnot) uvnitt vybérovych souborii. Za
predpokladu, ze hodnoty vSech k srovnavanych vybérti pochédzeji z normalniho rozdéleni se
stejnym rozptylem, o°, predstavuje vyraz

S, 22Ty =3) (8.9)

df, n—k

vybérovy odhad tohoto neznamého parametru. Tento podil odpovidd primérnému kvadratu
rozdili pozorovanych hodnot od pfislusnych skupinovych priméri. Navic, za platnosti
nulové hypotézy predstavuje i vyraz

k N2
S, _ 2 m(=2) (8.10)
df k-1

vybérovy odhad ¢”. Tento podil odpovida pramé&rmému kvadratu rozdildi vyb&rovych praméri
od celkového priméru. Plati-li tedy nulova hypotéza, vyraz (8.10), vychazejici z vybérovych
pramérii, bude zhruba stejny jako vyraz (8.9), vychazejici z pozorovanych hodnot. Naopak,
neplati-li nulova hypotéza, Ize ocekavat, ze vyraz (8.10) bude vétsi nez vyraz (8.9), nebot’ 1ze
o¢ekavat velkou variabilitu mezi vybérovymi priméry (homogenita rozptyli uvnitt vybéra je
zékladnim ptedpokladem analyzy rozptylu). Testovou statistikou v analyze rozptylu je
statistika F, ktera je podilem vyraza (8.10) a (8.9) a kterd ma za platnosti Hy Fisherovo F
rozdéleni s parametry k — 1 an — k. Tedy

koo
Zi=1ni(yi =)

k-1 _Saldfa My g1 i), (8.11)
zl IZJ 1( ; yl 2 Sg/dfe MSe

n—k

V piipadé, ze neplati nulova hypotéza, bude Citatel statistiky /' vétsi neZ jeji jmenovatel a
vysledna hodnota statistiky F tak bude vétsi nez 1. Hranici pro zamitnuti nulové hypotézy ale
opét predstavuje kvantil (kritickd hodnota) rozdéleni F(k — 1, n — k) ptislusny zvolené hladiné
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vyznamnosti testu o. Pfipadné nulovou hypotézu zamitneme/nezamitneme na zakladé
srovnani vysledné p-hodnoty testu se zvolenou hladinou vyznamnosti testu a. Vysledné
vypocty jsou standardné zaznamenavany do tzv. tabulky analyzy rozptylu, kterou pro data
z ptikladu 8.1 pfedstavuje tabulka 8.3 (pfedpokladejme test na hladiné vyznamnosti a = 0,05).
Z této tabulky je vidét, Zze zamitdme nulovou hypotézu o tom, Ze pozorované hodnoty
pochazeji z normalniho rozdéleni se stejnou stiedni hodnotou, nebot’ pii srovnéni vysledné p-
hodnoty testu se zvolenou hladinou vyznamnosti plati, ze 0,004 < 0,05. Pokud bychom chtéli
rozhodnout o platnosti Hy pomoci srovnani vysledné hodnoty statistiky F' (F = 16) s kritickou
hodnotou, pak pfislusny kvantil F rozdgleni je £ = F5% = 5,14 Pfitom plati 16 > 5,14,

coz je v souladu se zavérem pomoci vysledné p-hodnoty.

Tabulka 8.3 Sumarizace vysledkii analyzy rozptylu pro fiktivai data z prikladu 8.1.

Zdroj variability VS oucef Pocet stupnu Primérny ctverec ~ Statistika ¥ p-hodnota
¢tvercll volnosti

Mezi skupinami S, =96 de =k-1=2 MS, =48 F=16 0,004

Uvnitt skupin S =18 dfe =n—k=6 MS =3

Celkem S =114 df . =n-1=8

8.2 Predpoklady analyzy rozptylu a jejich ovéreni

Analyza rozptylu ma stejné jako vétSina dalSich statistickych metod svoje ptredpoklady,
bez jejichz splnéni nelze na jeji vysledky spoléhat, respektive, bez jejichz splnéni bychom tuto
metodu viibec neméli na dané hodnoty pouzit. Predpoklady analyzy rozptylu jsou nésledujici:

1. Nezavislost pozorovanych hodnot. Tento piedpoklad Casto bereme za automaticky,
nicméné¢ automaticky neni a vzdy je tieba se zamyslet nad pivodem jednotlivych
pozorovani, zda jsou ¢i nejsou vzajemné nezavisla.

2. Normalita hodnot jednotlivych nahodnych vybéri. Tento piredpoklad je nutno korektné
ovetit, bud’® pomoci pfislusného testu, nebo alespont pomoci grafickych metod
(histogramu, krabicového grafu).

3. Stejny rozptyl hodnot ve vSech srovndvanych skupindch. Pro ovéteni tohoto predpokladu
plati to samé, co plati v ptipadé ovéfeni normality. Opét musime bud’ pouzit adekvatni test
(napt. F-test uvedeny v kapitole 7), nebo si pozorované hodnoty alesponi zobrazit pomoci
histogramu ¢i krabicového grafu.

8.2.1 Hodnoceni normality pozorovanych hodnot

Hodnoceni normality pozorovanych hodnot je klicovym postupem v biostatistice, nebot’
nahodny vybér z normalniho rozdéleni je kromé analyzy rozptylu ptedpokladem 1 tady
dalSich zékladnich testli a modelll. Zamitnuti normality rozdéleni pozorovanych hodnot vSak
nemusi znamenat povoleni nebo zamitnuti pouziti ptisluSného testu, ale mtize napt. indikovat
odlehlé a nelogické hodnoty v datovém souboru. Navic, pokud o sledované ndhodné veli¢iné
prokazatelné vime, ze se v cilové populaci chova dle normélniho rozdé€leni (napft. vyska lidské
postavy), ale vnaSem vybérovém souboru normalni rozdéleni nepotvrdime, pak s nasim
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nahodnym vybérem ziejm& neni néco v porddku, napf. neni reprezentativni ke sledované
cilové populaci.

Posouzeni, zda pozorované hodnoty pochédzi z normalniho rozdéleni pravdépodobnosti,
neni vibec jednoduché a statistické testy nemusi byt nutné nejlepSim ndstrojem. Vzdy je
dalezit¢ pozorované hodnoty zobrazit pomoci dostupnych grafickych nastroji. Zakladni
nastroje pro hodnoceni normality pozorovanych dat jsou nasledujici:

o Q-0 diagram. Tento graficky nastroj [32], na rozdil od histogramu a krabicového grafu,
které¢ jsou urCeny pouze pro zdkladni popis dat, umoznuje posoudit, zda pozorované
hodnoty pochazi znéjakého zndmého rozde€leni pravdépodobnosti. Q-Q diagram proti
sobé zobrazuje na ose x kvantily teoretického rozdéleni pravdépodobnosti (v naSem
ptipad€ normalniho rozdé¢leni) a na ose y kvantily pozorovanych hodnot. V ptipadé shody
vybérového rozdéleni dat s teoretickym rozdélenim lezi vSechny body na piimce, zatimco
neshoduji-li se vyberové a teoretické rozdéleni, budou zobrazené body vytvaret kiivku
odli$nou od ptimky. Ctyfi piiklady Q-Q diagramu jsou znazornény na obrazku 8.1, kde
jsou srovnany simulované hodnoty ze ¢tyt riznych rozd¢leni pravdépodobnosti s kvantily
standardizovaného normalniho rozdéleni N(0,1). Vlevo nahofe vidime idealni shodu
pozorovanych a teoretickych kvantilii danou tim, Ze hodnoty byly simulovany taktéz
z rozdéleni N(0,1). Vpravo nahote jsou také zobrazeny hodnoty simulované z rozdéleni
N(0,1), ke kterym vSak byly pfidany tfi odlehlé hodnoty. Vysledkem je graf, kde témé&r
vSechny zobrazené body lezi na piimce, vyjimkou jsou prave tii odlehlé hodnoty, které Ize
jednoznacné identifikovat. Vlevo dole jsou v Q-Q diagramu zobrazeny simulované
hodnoty z logaritmicko-normalniho rozdé€leni s parametry 0 a 1, vysledna kiivka je
typickd pro srovnani pozorovanych hodnot z asymetrického rozdéleni pravdépodobnosti
s normalnim rozd€lenim. Vpravo dole pak vidime Q-Q diagram pro hodnoty pochézejici
z rovnomeérné spojitého rozdéleni na intervalu (0,1).

o Shapirav-Wilkiv test [25] byl primarné odvozen pro hodnoceni normality u mensich
vybérovych soubort (n mezi 3 a 50), v roce 1982 vSak byl rozsifen i pro vétsi soubory (n
do 2000). Shapirtiv-Wilklv test ma ptimou souvislost s Q-Q diagramem, nebot’ je zalozen
na statistickém vyjadfeni toho, jak moc se kiivka zobrazena Q-Q diagramem lisi od
idedlni ptfimky. Jinymi slovy, jednd se o prolozeni sefazenych pozorovanych hodnot
regresni piimkou vzhledem k ofekavanym hodnotam normalniho rozdéleni. Tento test je
dilezitym néstrojem pravé v situacich, kdy mame k dispozici pouze omezeny pocet
pozorovani (coz je v ptipadé biologickych 1 medicinskych dat casté) a na zdklad¢
vizualizace pomoci Q-Q diagramu nejsme schopni jednoznaéné rozhodnout o tom, zda
data jsou ¢i nejsou normalné rozdélena.

e Kolmogoroviiv-Smirnovoviiv test [36] predstavuje obecnéj$i nastroj na hodnoceni shody
vybérového rozdéleni s teoretickym rozdélenim pravdépodobnosti, ktery je zalozen na
srovnani vybeérové distribu¢ni funkce s teoretickou distribu¢ni funkci odpovidajici danému
(v naSem piipadé normdlnimu) rozdéleni. Kolmogoroviv-Smirnovoviv test hodnoti
maximalni vzdalenost mezi témito dvéma distribu¢nimi funkcemi. V praxi se pouziva
modifikace dle Lillieforse, kterd je pfimo urena pro hodnoceni shody vybérového
rozdéleni s normalnim.

V piipadé, Ze néktery z predpokladli analyzy rozptylu neni splnén, médme na vybér ze
dvou moznosti, bud’ se pokusime data transformovat (napt. logaritmicka transformace ndm
mize pomoci s normalizaci vybérového rozdéleni nebo se stabilizaci rozptylu u logaritmicko-
normdalnich dat) nebo pro testovani pouZijeme neparametricky test. Nejpouzivané;si
neparametrickou alternativou k analyze rozptylu je Kruskaliiv-Wallisitv test, ktery
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nevyzaduje ptredpoklad normality pozorovanych hodnot. Kruskalovu-Wallisovu testu je
vénovana Cast 8.3.

Data z normalniho rozdéleni N(0,1) Data z normalniho rozdéleni N(0,1)
s odlehlymi hodnotami
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Obr. 8.1 Q-Q diagramy pro srovnani vybérového rozdéleni hodnot s rozdélenim N(0,1).

8.3 Neparametricka alternativa analyzy rozptylu — Kruskaliiv-Wallisiiv test

Kruskaltv-Wallistiv test [12] je zobecnénim neparametrického Mannova-Whitneyho
testu pro vice nez dvé srovnavané skupiny. Stejné¢ jako Manniv-Whitneyho test tak netestuje
shodu konkrétnich parametrti, ale shodu vybérovych distribu¢nich funkei srovnavanych
souboru s tim, ze klicovym ptfedpokladem je zde nezavislosti pozorovanych hodnot. Je-li
k pocet srovnavanych vybérl,, pak nulovou a alternativni hypotézu Kruskalova-Wallisova
testu vyjadiime jako
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H,:F(x)=F,(x)=...=F,(x), H,:nejméné¢ jedna F; je odliSnd od ostatnich.  (8.12)

Hlavni myslenkou Kruskalova-Wallisova testu je, Ze za platnosti Hy jsou sloucené
hodnoty ze vSech vybcrovych souborti tak dobfe promichané, Ze primérnad potadi
odpovidajici jednotlivym souboriim jsou podobna. Pro vypocet testu tedy opét sefadime
vSechna pozorovani podle velikosti (jako by pochéazely z jednoho vybéru) a pfifadime
jednotlivym hodnotam pofadi (R; bude oznaCovat pofadi j-t¢ hodnoty v i-t¢ skuping).
Ozname £k celkovy pocet skupin, n celkovy pocet pozorovani a nj, ny, ... , n; pocty
pozorovani v jednotlivych skupinach (n = n; + n, + ... + n;). Déle ozna¢me 7 soucet potadi
v i-t¢ skupin¢:

T.=>R,. (8.13)

Pak testova statistika Kruskalova-Wallisova testu mé tvar

12 k 7;2_
Q—m; . 3(n+1). (8.14)

Lze ukdzat, ze testova statistika O ma za platnosti nulové hypotézy chi-kvadrat rozdéleni
pravdépodobnosti s parametrem k& — 1. Nulovou hypotézu H, tak zamitame na hladiné
vyznamnosti a, kdyz je realizace testové statistiky Q vétsi nez kritickd hodnota (kvantil)

prislusna hlading vyznamnosti «, tedy kdyz Q > y/ ,(a). Pro malé velikosti souboru je tfeba
srovnat statistiku Q s tabulkami pro Kruskaltiv-Wallistv test, které 1ze najit napt. v [30].

8.4 Shrnuti

Analyza rozptylu je zédkladni metodou pro testovani hypotéz o stiednich hodnotach vice
nez dvou skupin, kterd je zaloZzena na srovnani pozorované variability mezi vybéry (ta je
reprezentovana sumou kvadrat rozdili vybérovych praméri od celkového priméru)
a pozorované variability uvnitf vybérovych soubort (ta je reprezentovana sumou kvadrati
rozdilli pozorovanych hodnot od ptislusného vybérového priméru). Pouziti analyzy rozptylu
jako parametrické metody je vSak opét podminéno normalitou hodnot jednotlivych
vyb&rovych souborii, navic predpokladame i srovnatelny rozptyl, tedy o, v jednotlivych
skupinach. Nastésti existuji grafické i vypocetni metody pro ovéteni téchto predpokladi, které
by vzdy mélo aplikaci analyzy rozptylu pfedchazet. Neparametrickou alternativou analyzy
rozptylu v ptipadé nesplnéni jejich predpokladii je Kruskaliv-Wallistv test, ktery je stejné
jako Manniiv-Whitneyho test zaloZen na potadich pozorovanych hodnot. Detailni popis vSech
moznych situaci, v nichz lze analyzu rozptylu pouzit piesahuje rdmec téchto skript, vice se
o metodice analyzy rozptylu lze dovédét v [26, 36, 37].
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9 Testovani hypotéz o kvalitativnich proménnych

Ptedchozi kapitoly byly vénovany hodnoceni kvantitativnich ndhodnych veli¢in, u nichz
predpokladame, Ze mohou nabyvat mnoha rozdilnych hodnot (v ptipad¢ vysky lidské postavy
teoreticky az nekonecné mnoha). V biologii a mediciné se vSak neziidka setkdvame 1
s ndhodnymi veli¢inami kvalitativniho charakteru, které mohou nabyvat pouze omezené¢ho
poctu hodnot, v extrémnim ptipadé pouze dvou (binarni data typu ano/ne, tspéch/netispéch).
Ptiklady kvalitativni nahodné veli¢iny jsou krevni skupina (A, B, AB, 0), pohlavi (muz, zena),
druh kosatce (Iris setosa, Iris versicolor, Iris virginica), stadium onkologického onemocnéni
(I, I1, II1, TV) nebo dokonce i mésic narozeni (leden — prosinec).

Stejné jako v pripadé kvantitativnich veli¢in, tak i u kvalitativnich ndhodnych veli¢in
muzeme hodnotit, zda je hodnota vybrané charakteristiky ndhodné veli¢iny rovna zvolené
hodnoté, nebo zda spolu souvisi vyskyt dvou ndhodnych veli¢in. Statistické hypotézy jsou
tedy do znacné miry obdobné jako v hodnoceni kvantitativnich veli¢in, co se vSak lisi, jsou
samoziejme statistické testy pro jejich ovéfeni.

9.1 Testovani hypotéz o podilech

Nejjednodussi formou kvalitativni ndhodné veliCiny je alternativni (binarni) ndhodna
veli¢ina, nabyvajici pouze dvou hodnot, napt. 0 a 1. Nezavisla opakovani alternativni ndhodné
veli¢iny pak vedou k binomické nahodné veli¢ing (viz kapitola 4), ktera je logicky v medicing
1 biologii relativné Casta, nebot’ popisuje situace, kdy sledujeme napt. vyskyt n¢jaké vlastnosti
v dané populaci pacientli nebo vyskyt zivo¢isného druhu na danych lokalitach. Hodnoceni
binomické veli¢iny vede na tzv. testovdni hypotéz o podilech, kdy naSim cilem je hodnoceni
tvrzeni o parametru 7 binomického rozdé€leni, ktery odpovidd pravdépodobnosti vyskytu
uvazované vlastnosti ve sledované populaci. Kromé bodového odhadu parametru 7 nés tedy
muze zajimat nasledujici:

e Konstrukce intervalu spolehlivosti pro parametr 7
e Test o parametru x proti konstanté

e Test o parametru 7 ve dvou souborech

Pii rozhodovani o parametru 7 vychazime zndhodné veliCiny X s binomickym
rozdélenim pravdépodobnosti, ktera reprezentuje pocet vyskytli sledované vlastnosti
(Gspéchil) v posloupnosti 7 nezavislych experiment (subjektd). Nas vSak zajima
pravdépodobnost vyskytu, proto budeme uvazovat transformovanou nahodnou veli¢inu X / n.
Jeji realizaci zna¢ime malym p s tim, Ze se vlastn€ jedna o odhad parametru z, tedy

p=x/n=7%. (9.1)

Odhad p ma jako transformovand ndhodnd veli¢ina také svoje rozdéleni
pravdépodobnosti, kterému odpovidaji nasledujici charakteristiky

E(p)=E(x/n)y=nr/n=r, D(p)=D(x/n)=nzx(1-n)/n* =x(1-nm)/n. (9.2)
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Obecné je rozdéleni pravdépodobnosti (respektive pravdépodobnostni funkce) binomické
nahodné veli¢iny jednoznacné déno vzorcem (4.10), jehoz vypocet je vSak pro vétsi pocet
nezavislych experimentli, n, neprakticky. V praxi se pro aproximaci rozdéleni
pravdépodobnosti binomické ndhodné veli€iny pouzivd normalni rozdéleni, coz nédm
umozinuje platnost centralni limitni véty (viz kapitola 5). Pouze pro pfipomenuti, centralni
limitni véta plati pro soucet n nezavislych, stejn¢ rozdélenych ndhodnych veli¢in (samoziejmé
pro n jdouci do nekonecna), coz je zde splnéno, nebot’ binomicka ndhodna veliCina je souctem
n nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim. Aproximace vSak neplati
pausalné, podminkou dobré aproximace normalnim rozdélenim je hodnota soucinu np(1 — p)
vetsi nez 5, nebo jeste 1épe hodnota soucinu np(1 — p) vétsi nez 10 [36]. Tato podminka
souvisi s mnozstvim informace nutné pro dosazeni ptiblizného tvaru normélniho rozdéleni,
tedy s mnozstvim informace nutné pro presnost aproximace. Je-li podminka dobré
aproximace splnéna, pak pro ndhodnou veli¢inu Z jako transformaci X plati

X—-nr

Z:ﬁ;ﬁj;~NmM, (9.3)

zatimco pro Z jako transformaci p, respektive X/ n plati

p—7

szii?ij~NmD. (9.4)

9.1.1 Interval spolehlivosti pro parametr z binomického rozdéleni

Pti konstrukci intervalu spolehlivosti pro parametr 7 vychdzime (dle centrdlni limitni
véty) z predpokladu, Ze p ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti s parametry 7 a z(1 — x)/n,
tedy ze plati p ~ M(z, n(1 — m)/n). Dle vztahi (4.5) a (9.4) pak plati, Ze

Pz, <222 ,,)=1~a, 9.5)

coz lze s pomoci jednoduchych tprav prepsat do tvaru

P(p—zi g |n(l=m)/n<x<p+z,_ - 7(l-7)/n)=1-«. (9.6)

Pfi konstrukci intervalu spolehlivosti samoziejmé nezname ptesnou hodnotu z, a proto je
nutné ji v odhadu rozptylu ndhodné veli¢iny, vyrazu z(1 — x)/n, nahradit vhodnym odhadem.
Logicky se nabizi nahrazeni bodovym odhadem, tedy hodnotou p. Pii splnéni podminek pro
aproximaci normalnim rozdélenim ma 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro parametr 7 tvar:

(P=2z_ynP(A=p)/nsp+z_,, | p(=p)/n). 9.7

Piiklad 9.1. Chceme pomoci 95% intervalu spolehlivosti odhadnout podil studentd
matematické biologie, kteti maji modré oc¢i. Mame k dispozici udaje o n = 60 studentech, 17
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znich ma modré oci, realizace binomické nahodné veliciny X ma tedy hodnotu x = 17.
Bodovy odhad parametru 7 pak ma hodnotu p = 17/60 = 0,283. Pro sestrojeni intervalu
spolehlivosti miizeme pouzit aproximaci normalnim rozdélenim, nebot’ np(1 — p) = 12,2, coz
je Cislo vétsi nez 10. Abychom mohli dosadit do vyrazu pro interval spolehlivosti, je tfeba
spocitat standardni chybu odhadu p, tedy vypocitat

SE(p) =-/p(1- p)/n =./0,283(1-0,283)/60 =0,058. 9.8)

S pouzitim 97,5% kvantilu standardizovaného normalniho rozdéleni, z;,» = 1,96, pak
ziskdme dosazenim do vyrazu (9.7) 95% interval spolehlivosti pro podil studenti
matematické biologie s modryma oc¢ima ve tvaru

(0,283 -1,96*0,058; 0,283 +1,96 *0,058) = (0,169; 0,397) . (9.9)

Na zaklad¢ naseho vybérového souboru 60 studentii tedy miizeme fici, Ze s pravdépodobnosti
alesponl 95% lezi podil modrookych studentii matematické biologie v rozmezi 0,169 a 0,397.

9.1.2 Test pro podil u jednoho vybéru

Pointou testu pro podil u jednoho vybéru je stejné jako v piipad¢ jinych testd pro jeden
vybér ovéfeni rovnosti odhadu parametru 7 s pfedem danou hodnotou ;. Vychédzime
z realizace binomické ndhodné veli€iny X s parametry n a «, respektive z jeji transformace X'/
n, kterou zna¢ime p. Nulova hypotéza a prislusné alternativni hypotézy (oboustranna a
jednostranné) pak maji nésledujici tvar

H,:r=n,, H r+n,, H :r>r, H :r<n, (9.10)

Pti splnéni podminek pro aproximaci normalnim rozdélenim vime, Ze plati vztah (9.4),
coz za platnosti Hy znamena, Ze

_ P~ _ P—7 -
TSE()  Jm-myin O ©-11)

Nulovou hypotézu pak zamitdme na hladiné vyznamnosti a, kdyz vysledna hodnota statistiky
Z (v pripad¢ oboustranné alternativy absolutni hodnota statistiky Z) je vétsi (nebo mensi) nez
ptislusny kvantil rozdéleni standardizovaného normélniho rozdéleni N(0,1). Vyraz vétsi nebo
mensi zavisi na predem zvolené alternative, pfislusné moznosti jsou shrnuty v tabulce 9.1.
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Tabulka 9.1 Pravidla pro zamitnuti Hy pro test pro podil u jednoho vyberu dle zvolené alternativy.

Alternativa H, :rm#m, — Zamitame Hy, kdyz |\ Z >z,
Alternativa H, :7>r, — Zamitame Hy, kdyz >z,
Alternativa H :m<m, — Zamitame H, kdyz <z,

Piiklad 9.2. Na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05 chceme testovat rovnost odhadu parametru
7 ziskaného na vybéru 60 matematickych biologii pfedem dané hodnoté 7y = 0,4, jinymi slovy
chceme testovat, zda je podil matematickych biologii s modryma o¢ima roven 0,4. Splnéni
podminek pro aproximaci normalnim rozd€lenim bylo ovéfeno v piikladu 9.1. Specifikace
nulové a alternativni hypotézy je nésledujici

HO:”:”0:0’4’ Hl:ﬂ'iﬂ-ozo,él'. (9.12)

Pro provedeni testu a rozhodnuti o platnosti H, vypocteme testovou statistiku Z danou
vztahem (9.11):

_p-Ty p—, _0,283-0,400
SE(p) m(1-m)/n  [0,4(1-0,4)/60

-1,85. (9.13)

Vzhledem k oboustranné alternativé srovname absolutni hodnotu realizace testové
statistiky, ¢islo 1,85, s97,5% kvantilem standardizovaného normdlniho rozdéleni, coz je
hodnota 1,96. V souladu s tabulkou 9.1 plati, Ze

| Z|=1,85< 2, = 2407 = 1,96, (9.14)

cozZ znamena, Zze nezamitame Hy na hladiné vyznamnosti a = 0,05. Jinymi slovy, na hlading
vyznamnosti a = 0,05 nezamitame hypotézu o tom, Ze podil matematickych biologl
s modryma oc¢ima je roven 0,4.

Na ptikladech 9.1 a 9.2 lze demonstrovat dalsi rozdil v testovani hypotéz o spojitych
veli¢inach a testovani hypotéz o podilech. V kapitole 6 jsme na ptikladu spojité nadhodné
veliiny ukazali, ze existuje spojeni mezi testovdnim hypotéz a konstrukci intervall
spolehlivosti. Toto spojeni vSak neplati obecné, klasickym piikladem oblasti, kde tato
ekvivalence neplati, je prave testovani hypotéz o podilech. Ptiklady 9.1 a 9.2 ndm totiz dévaji
protichidné zavéry. V pfikladu 9.1 jsme pomoci 95% intervalu spolehlivosti odhadli, ze
skute¢na hodnota parametru 7 je pokryta intervalem (0,169; 0,397) a je tedy niz$i nez hodnota
0,4, na druhou stranu v piikladu 9.2 jsme moznost 7 = 0,4 nevyloudili. Rozdil v zavérech
zpusobil fakt, ze binomické rozdéleni mé rtizny rozptyl pro riizné hodnoty 7. Nejvétsi rozptyl
dostaneme pro 7 = 0,5, smérem k hodnotdm 0 a 1 pak rozptyl binomické nahodné veli¢iny
klesa. Pro konstrukci 95% intervalu spolehlivosti jsme ve vypoctu SE(p) za odhad parametru
7 vzali bodovy odhad 7z, zatimco v testu jsme ve vypoctu SE(p) pouzili hodnotu danou H,,
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tedy hodnotu 7, coz jsou vSak dv¢ riizna Cisla, kterd ve vysledku vedou k riznym zaveéram.
V praxi bychom se m¢li vzdy fidit hlavnim cilem nasi studie nebo experimentu. Je-li tedy
naSim cilem zkonstruovat intervalovy odhad pro sledovany parametr, méli bychom pouzit
vzorec pro sestrojeni intervalu spolehlivosti, a naopak, je-li nasim cilem testovat pozorovanou
hodnotu podilu proti pfedpokladané hodnoté 7y, méli bychom pouzit test.

9.1.3 Interval spolehlivosti pro rozdil dvou parametra =

Mame-li nehomogenni skupinu subjektl, jinymi slovy, kdyz ptedpokladame, Ze naSe
sledovana populace je slozena ze dvou populaci, bude nas logicky zajimat odhad parametru =
v obou jednotlivych podskupinach. Navic nas vS§ak mize zajimat i rozdil téchto dvou odhadt
opatieny intervalem spolehlivosti, ktery vymezuje oblast, kde se s danou pravdépodobnosti
vyskytuje rozdil parametrii 7; a 7. MiZeme tak jednoduse kvantifikovat rozdil ve vyskytu
sledované vlastnosti (podilu uspéchil) v obou podskupinach. Bodové odhady parametrii 7; a
> jsou nasledujici

ph=—=7, Dy =" =17, (9.15)

kde n; a n; jsou pocty nezavislych experimentt (subjektil) ve skupinach 1 a 2, x; a x; jsou
ptislusné pocty vyskytl sledované vlastnosti (pocty uspéchit).

Pti konstrukci intervalu spolehlivosti pro rozdil parametrii 7; a @, vychazime opét
z centrdlni limitni véty a vyuzivdme aproximace na normadlni rozdéleni, coz znamend, ze
podminky pro aproximaci normalnim rozdélenim musi byt splnény v obou vybérech. Pro
dobrou aproximaci tedy musi platit, Ze hodnota soucinu n1pi(1 — p;) je vétsi nez 5, stejné jako
hodnota soucinu nyp,(1 — p»).

Bodovym odhadem rozdilu parametrl 7, a @, je rozdil p; — pa, kli€ovym pro konstrukci
intervalu spolehlivosti je vypocet standardni chyby tohoto rozdilu, ktery vzhledem k tomu, ze
neznadme hodnoty 7; a m,, ma tvar

SE(p,— p,) =-/D(p,)+ D(p,) = [0 4 2bre). (9.16)

Pti splnéni podminek pro aproximaci normalnim rozdélenim pak 1ze 100(1 — )% interval
spolehlivosti pro rozdil parametrii ; a 7> vyjadfit jako

p(-p) | pr(-py). p(-p) | p(-py)
(pl_pZ_Zl—a/Z\/ 1n1 ] + 2n2 : ’pl_p2+Zl—a/2\/ lnl 1 + an ) (917)

9.1.4 Test pro rozdil parametrii 7 ve dvou vybérech

Cilem testu pro podil ve dvou vybérech je testovat hypotézu, zda jsou pravdépodobnosti
vyskytu uvazované vlastnosti ve dvou sledovanych populacich stejné. Vychazime z realizace
dvou binomickych nahodnych veli¢in X; ~ Bi(n,m1) a Xo ~ Bi(ny,m), respektive z jejich
transformaci X / n; a X, / ny, které zna¢ime p; a p,. Nulova hypotéza tedy odrazi situaci, kdy
se rovnaji parametry 7 a 7, a jeji ovéfent je zaloZeno na testovani, zda se rozdil realizaci p; a
p2 statisticky vyznamné 1i$i od hodnoty 0 nebo ne. Hj a ptfislusné alternativy lze zapsat takto:
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Hy.m=n=rm, H, :r #71,, H :r >r,, H :m<m,. (9.18)

Pro vypocet testu potfebujeme jak odhady parametrti z; a 7, které popisuji obé sledované
populace, tak odhad parametru z, ktery odpovida situaci, kdy plati Hy. Nestranné¢ odhady
parametrl 7, 7; a 7, jsou nasledujici:

_ _xl+x2
ﬁ'_p_m’ ﬁlzplle/nl’ ﬁ2=p2=x2/l’l2. (919)

Odhad parametru 7 je tteba pro vypocet standardni chyby rozdilu p, a p,, ktery ma tvar

Pfi splnéni podminek pro aproximaci normalnim rozd€lenim (opét tyto podminky musi byt
splnény v obou souborech zaroven) vime, Ze plati:

PP
=———=—~N(0,1), 9.21
SE(pl - D) ( )

Rozhodnuti o platnosti Hy na hladin€¢ vyznamnosti a pak zavisi na vysledné hodnoté
statistiky Z (v pfipad¢ oboustranné alternativy absolutni hodnoté statistiky Z) a hodnoté
prislusného kvantilu standardizovaného normélniho rozdé€leni N(0,1). Pravidla pro zamitnuti
nulové hypotézy s ohledem na zvolenou alternativu jsou uvedena v tabulce 9.2.

Tabulka 9.2 Pravidla pro zamitnuti Hy pro test pro podil ve dvou vybérech dle zvolené alternativy.

Alternativa H :m#rx, — Zamitame Hy, kdyz | Z >z,
Alternativa H 7 >, — Zamitame Hy, kdyz Z>z_,
Alternativa H, :z <nm, — Zamitame H, kdyz Z<z,

Priklad 9.4. Na zaklad¢ souboru 60 studenti matematické biologie chceme zjistit, zda se
1181 podil modrookych studentti u aktivnich a u jiz byvalych studentli. Na hladin€ vyznamnosti
a = 0,05 tak chceme testovat hypotézu o rovnosti parametr 7; a 7 proti oboustranné
alternative, tedy chceme testovat nasledujici Hy proti H;:

Hy.m=m=r, H :r #7r,. (9.22)

Jednotlivé pocty aktivnich a byvalych studentii a pfislusné bodové odhady jsou uvedeny
v tabulce 9.3. Je tfeba poznamenat, Ze v tomto piikladu je pouziti aproximace na normalni
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rozdéleni na samé hranici korektnosti, nebot’ n1pi(1 — p;) = 6 a nyp2(1 — p2) = 6,1, tedy oba
souciny jsou pouze o malo vétsi nez Cislo 5.

Tabulka 9.3 Pocty studentii dle modré barvy oci a bodové odhady parametrii w; a .

Studenti oboru Pocet studentti s Celkovy pocet Bodov? odhad
Matematickd biologie = modrou barvou oci studentli y
X
Soucasni studenti x1 =38 ny =32 P = ’71 =0,250
1
S . X,
Byvali studenti x=9 n, =28 pr= = 0,321
2
X, +x
Celkem x1+x,=17 ny +n, =60 :172:()’283
n,+n,

Pro vypocet testové statistiky je tieba spocitat i standardni chybu rozdilu p; — p,, kam na
rozdil od vypoctu intervalu spolehlivosti dosazujeme odhad parametru z, ktery odpovida
platnosti nulové hypotézy:

SE(p,—p,) = Jp(l =) +.1) =./0,283(1-0,283)(, + ) =0,117. (9.23)
Nakonec vypocteme testovou statistiku Z danou vztahem (9.21)

g PPy 0,250-0,321 _
SE(p, —p,) 0,117

~0.61. (9.24)

Vzhledem k oboustranné alternativé srovname absolutni hodnotu realizace testové statistiky
Z, ¢islo 0,61, s 97,5% kvantilem standardizovaného normalniho rozdéleni, tedy s hodnotou
1,96. Nepochybn¢ plati, ze

1Z]=0,61<2, 5 =205 = 1,96, (9.25)

proto nezamitdme nulovou hypotézu o rovnosti parametrii 7; a 7, a mizeme tedy fici, Ze na
zaklad¢é nam dostupnych dat neni statisticky vyznamny rozdil v podilu soucasnych a byvalych
student matematické biologie s modryma ocima.

9.2 Analyza kontingen¢nich tabulek

V piedchozi ¢asti jsme se zabyvali problematikou bindrnich znakd (pfitomnost nebo
nepfitomnost urcité vlastnosti), coZ vede na hodnoceni binomickych nédhodnych veli¢in.
Nejméné stejné tak cetné jako bindrni znaky jsou vSak v pfirod€ i znaky s vice moznymi
hodnotami, tedy znaky nominalni a ordinalni [1]. Matematicky reprezentujeme hodnoty
daného znaku jako ndhodnou veli¢inu, v ptipadé¢ dvou nominélnich nebo ordinalnich znaka
pak mluvime napt. o ndhodnych veli¢inach X a Y (viz kapitola 1).
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K frekven¢ni sumarizaci jedné nomindlni nebo ordinalni veliCiny ndm slouzi tabulka
cetnosti (viz kapitola 2), v ptipad¢ frekvencni sumarizace kombinaci dvou nominalnich nebo
ordindlnich veli¢in pak mluvime o tzv. kontingenéni tabulce (contingency table).
Kontingenéni tabulky umoziuji testovani riiznych hypotéz:

1. Testovani nezavislosti — pomoci testu nezavislosti mizeme rozhodnout, zda spolu souvisi
vyskyt dvou nominalnich ¢i ordindlnich znakli, méfenych na souboru n nezavislych
experimentalnich jednotek. Miizeme napi. hodnotit nezavislost pohlavi ditéte a mésice
narozeni nebo jiz zminovanou souvislost modré barvy o¢i a obdobi studia u studentt
matematické biologie. Hlavnim testem nezavislosti pro kontingencni tabulku je
Pearsonitv chi-kvadrit test.

2. Testovani shody struktury (testovani homogenity) — o testovani homogenity mluvime
v situaci, kdy nas zajima vyskyt nomindlniho nebo ordindlniho znaku u r nezavislych
vybéri zr riznych populaci. Prikladem je hodnoceni typologie zaznamenanych
nezadoucich u¢inkd u pacientl s infarktem myokardu v nékolika () nemocnicich.
Hodnoceni shodnosti struktury formalné provadime pomoci stejné testové statistiky jako
testovani nezavislosti, tedy také s pouzitim Pearsonova chi-kvadrat testu.

3. Testovadni symetrie — v ptipad¢, Ze uvazujeme opakované méfeni jedné ndhodné veliciny
na jednom vybérovém souboru n subjektii a zajima nas hodnoceni zmény v jejich
hodnotach, mluvime o testovani symetrie. Jednd se o obdobu parového testovani
u kvantitativnich ndhodnych veli¢in a pfikladem mize byt hodnoceni stavu stromi (lesa)
ve dvou po sobé jdoucich sezénach. Pro testovani o symetrii kvalitativnich ndhodnych
veli¢in byl odvozen McNemariiv test.

9.2.1 Testovani nezavislosti (Pearsontiv chi-kvadrat test)

Pearsontiv chi-kvadrat test je zdkladnim a nejpouzivanéjSim testem nezavislosti
v kontingen¢ni tabulce [37]. Nulovou hypotézou je zde tvrzeni, ze ndhodné veli¢iny X a Y
jsou nezavislé, coz znamena, ze pravdépodobnost nastani urcité varianty ndhodné velic¢iny X
neovliviiuje nastdni urcité varianty nahodné veli¢iny Y. Vyjadifeno pomoci pravdépodobnosti
tedy hypotéza nezavislosti znamena, ze

p, =P X =inY=))=P(X=0DPY =))=p,p,,i=1,...,rnj=1,..,c (9.26)

Test je zaloZzen na mysSlence srovnani pozorovanych Cetnosti (ty jsou dany pozorovanim,
experimentem) a tzv. ocekdvanych cetnosti (kalkulovanych za ptedpokladu platnosti Hy)
jednotlivych kombinaci ndhodnych veli¢in X a Y. Ozna¢me n;; pocet subjektll, u nichz nastala
situace, Ze ndhodnd veli¢ina X je rovna hodnoté i a ndhodnd veli¢ina Y je rovna hodnot¢ ;.
Déle definujme tzv. margindlni Cetnosti ptislusné i-t¢ variant¢ veliCiny X, respektive j-té
varianté veli€iny Y, jako

c r

no=2 My n;= n,. (9.27)

-J i=1 Y

Za platnosti nulové hypotézy 1ze ocekavané cetnosti jednotlivych kombinaci, kdy X =i a
zaroven Y = j, které budeme znacit e;, vypocitat pomoci vyrazu
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n,n; mn,
€, =np; =np,p; =”77= " —- (9.28)

Karl Pearson jiz v roce 1904 [22] odvodil, Ze statistika
XP=3 (9.29)

ma za platnosti nulové hypotézy o nezavislosti chi-kvadrat rozdeleni pravdépodobnosti

s parametrem ( — 1)(c — 1), tedy Ze plati X* ~ )((2,,,1)(671). Na rozdil od t-testi, kde proti nulové

hypotéze hovoii extrémné malé (vétSinou zaporné) i extrémné velké hodnoty testové
statistiky, v pfipad€ chi-kvadrat testu proti nulové hypotéze hovoii pouze extrémné velké
hodnoty testové statistiky, nebot’ ty indikuji vyznamnou neshodu mezi pozorovanymi a
oc¢ekavanymi Cetnostmi. Naopak velmi malé hodnoty testové statistiky hovofi pro nulovou
hypotézu, proto nulovou hypotézu o nezavislosti X a ¥ zamitdme na hladin€ vyznamnosti a,
kdyz hodnota testové statistiky X* piesahne ptislugny 100(1 — )% kvantil rozd&leni y*, tedy
kdyz

X* > Z(ZH)(H) (I-a). (9.30)

Ptedpoklady Pearsonova chi-kvadrat testu, které musime pied vypoctem vzdy ovéfit, jsou
nasledujici:
e Jednotlivd pozorovani sumarizovana v kontingenc¢ni tabulce jsou nezavisla, tedy kazdy
prvek vybérového souboru je zahrnut pouze v jedné buiice kontingenc¢ni tabulky.

e Alespont 80 % bunck kontingencni tabulky ma ocekdvanou cCetnost (e;) vEtSi nez 5 a
vSechny buiky tabulky (tedy 100 % bunék) maji ofekavanou cetnost (e;) vE&tSi nez 2.
Tento predpoklad souvisi s asymptotickymi vlastnostmi statistiky X* a je to tedy stejnd
dalezity predpoklad jako napt. predpoklad normality pozorovanych hodnot v ptipadé
skupiny #-testi.

Piiklad 9.5. Pii hodnoceni souboru pacientll se zhoubnym nadorem kiize (melanomem)
chceme zjistit, zda spolu souvisi lokalizace onemocnéni (Cast téla, na které se melanom
nachazi) a obdobi, kdy bylo onemocnéni pacientovi diagnsotikovano. Statisticky feceno,
chceme na hladiné¢ vyznamnosti a = 0,05 testovat nezavislost ndhodné veli¢iny X (obdobi
diagnozy s hodnotami 1994-2000, 2001-2005 a 2006-2009) a nahodné veli¢iny Y (lokalizace
s hodnotami horni koncetina, dolni koncetina, trup a hlava a krk). Tabulka 9.4 sumarizuje
pozorované Cetnosti jednotlivych kombinaci nahodnych veli¢in X a Y, v tabulce 9.5 jsou pak
uvedeny prislusné ocekavané Cetnosti vypoctené pomoci (9.28) na zdkladé margindlnich
Cetnosti z tabulky 9.4. Je vidét, ze vSechny ocekévané Cetnosti jsou vyssi nez 5, coz znamena,
ze pro ovéteni hypotézy o nezavislosti miizeme pouzit Pearsontv chi-kvadrat test.
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Tabulka 9.4 Pozorované cetnosti jednotlivych kombinact nahodnych velicin X a Y v prikladu 9.5.

Lokalizace = veli¢ina Y

Obdobi
=veli¢inaX  Horni kongetina  Dolni konetina Trup Hlava a krk Celkem
y=1 Y=2 y=3 Y=4 exe
1994-2000 X =1 50=n11 103:n12 ll6=n13 7=n14 276=n1'
2001-2005 X =2 106 = n, 157 = n, 310 = n,. 54 = n, 627 = n,
2006-2009 X =3 15=n 142=n_, 316=n_ S2=n, 625=n_
Celkem 271:n1 402:n2 742:n3 113:n4 1528 =n

Tabulka 9.5 Ocekavané Cetnosti jednotlivych kombinaci nahodnych velicin X a Y v prikladu 9.5.

Lokalizace = veli€ina Y

Obdobi
=velicinaX  Horni kongetina  Dolni kondetina Trup Hlava a krk Celkem
Y=1 y=2 Y=3 Y=4 eike
1994-2000 X = 1 e, = 48.95 e, = 72.61 e, = 134.03 e,= 20.41 276
2001-2005 X =2 e, = 111.20 e,= 164.96 e,.= 304.47 e,= 46.37 627
2006-2009 X =3 e, = 110.85 e,= 164.43 e, = 303.50 e, = 46.22 625
Celkem 271 402 742 113 1528

Pro vypocet testové statistiky X musime dosadit hodnoty z tabulek 9.4 a 9.5 do vztahu (9.29),
dosazeni a vyhodnoceni jsou nésledujici:

2 (50—48,95)° . (103-72,61)* (16— 134,03)° . (7-20,41)°
48,95 72,61 134,03 20,41
L (10611 1,20) N (157 -164,96)° N (310-304,47) L (4= 46,37)°
111,20 164,96 304,47 46,37
L (15-1 10,85)° (42— 164,43)° L (316 303,50) L (62— 46,22)
110,85 164,43 303,50 46,22

(9.31)

=30,41

Vyslednou hodnotu statistiky X* srovname s kritickou hodnotou rozd&leni chi-kvadrat
s parametrem (» — 1)(c — 1) = (3 — 1)(4 — 1) = 6, kterd pftislusi hladin€ vyznamnosti a = 0,05.
Tou je kvantil z’ .., (I1—a)= 15095 =12,59. Vidime, e realizace testové statistiky,
¢islo 30,41, ptekrocila kritickou hodnotu, a tudiZz miZeme zamitnout nulovou hypotézu
o nezavislosti lokalizace onemocnéni a obdobi diagnézy. MiZeme fici, Ze se s obdobim
¢astecné meni 1 lokalizace koznich nadorii. Tento zavér neni uplné piekvapivy, nebot’ kromé
jiného muze souviset i s rozvojem a oblibou solarii.
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9.2.2 Test hypotézy o symetrii — McNemariv test

McNemartv test [16, 37] je test pro kontingenéni tabulku v ptipadé parového uspotradani
experimentu, kdy sledujeme vyskyt kvalitativni ndhodné veli¢iny X na stejném vybérovém
souboru dvakrat po sobé. Jednd se o obdobu parového #-testu. McNemarovym testem
hodnotime, zda se mezi obéma opakovanimi experimentu (opakovanym sledovanim) lisi
pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych variant ndhodné veli¢iny X. Mame-li £ variant
veli¢iny X, oznaéme je Xj, Xa, ... , Xk, pak nulovou hypotézu McNemarova testu Ize jednoduse
vyjadfit jako tvrzeni, ze pravdépodobnost nastani varianty X; pfi prvnim méfeni a varianty X;
pfi druhém méfeni je stejna jako pravdépodobnost nastani varianty X; pfi prvnim méfeni a
varianty X; pfi druhém méteni. Ozna¢me n; pocet prvki vybérového souboru, u nichZ se pri
prvnim méteni vyskytla varianta X; a pfi druhém méteni varianta X, i,j = 1, ..., k. Pak testova
statistika McNemarova testu ma pro obecnou kontingenéni tabulku tvar

2

X2 = zw (9.32)

l/l[j +I’ljl-

i<j

Za platnosti nulové hypotézy ma statistika X* chi-kvadrat rozdéleni s parametrem k(k — 1)/2.
Nulovou hypotézu o nezavislosti prvniho a druhého méfeni ndhodné veli¢iny X zamitdme na
hlading vyznamnosti o, kdyz realizace testové statistiky X* piekro&i ptisluiny kvantil, tedy
kdyz X* > Z/f(k—l)/Z(l —a).

Zvlastnim ptipadem, ktery je ale v biologii a mediciné relativné Casty, je situace, kdy
nahodna veli¢ina X nabyvad pouze dvou hodnot (naptf. vyskyt nezddouciho ucinku Iécby
ano/ne). Vtomto piipadé mame kontingencni tabulku, ktera ma pouze Ctyfi buiky
anazyvame ji proto ¢tyipolni tabulkou (vice o Ctyfpolni tabulce v ¢asti 9.3). Oznacime-li
v souladu se vztahem (9.32) ny, jako b a ny jako ¢, pak ma testova statistika X* pro &tyfpolni
tabulku tvar

x: = b= (9.33)
b+c

Za platnosti Hy ma pak testova statistika chi-kvadrat rozdéleni s 1 stupném volnosti (nebot’
k(k — 1)/2 = 1). Nulovou hypotézu o nezavislosti prvniho a druhého méfeni ndhodné veliCiny

X tedy zamitdme na hlading vyznamnosti a, kdyz X* > y’(1-a).

Priklad 9.6. Uvazujme 20 pacientli, u nichz sledujeme ustup otokli po podani I¢ku A
a nasledné i ustup otokli po podéani Iéku B. Na hladiné vyznamnosti 0,05 nds zajima, zda je
nebo neni statisticky vyznamny rozdil v Cetnosti otokti po jednotlivych typech 1éCby.
Oznacme b pocet pacientll, u nichz doslo k ustupu otok po 1é¢bé A, ale nikoliv po 1é¢bé B, a
naopak, ¢ ozna¢me pocet pacientil, u nichz doslo k tstupu otokii po 1écbé B, ale nikoliv po
1é¢bé A. Realizace testové statistiky je pak nasledujici

3 (b—c) B 2-7)
b+c 2+7

X2 =2,78. (9.34)
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Vzhledem ktomu, ze cislo 2,78 je menSi nez piislusny kvantil chi-kvadrat rozdéleni
( ;((21)(1—0:) = ;((21)(0,95) =3,84) a mezi obéma srovndvanymi Cetnostmi tak neni dostatecné

velky rozdil, nezamitdme nulovou hypotézu o tom, ze neni rozdil v Cetnosti otokll po
jednotlivych typech 1éCby.

9.3 Analyza ¢tyFpolnich tabulek

Definice Ctyfpolni tabulky je ziejma — je to nejjednodussi mozna kontingenci tabulka,
kdy obé sledované nahodné veli¢iny maji pouze dv¢ varianty, kterych mohou nabyvat. Stejné
jako v pfipadé obecné kontingenc¢ni tabulky mizeme pomoci statistickych metod rozhodovat
o statistické zavislosti dvou sledovanych veli¢in, v ptipadé Ctyfpolni tabulky miZzeme navic
velmi jednoduse rozhodovat i o mife této zavislosti (o tésnosti statistické vazby). Priklad
ctyfpolni tabulky ptfedstavuje tabulka 9.6, kde jsou Cetnosti jednotlivych moznych kombinaci
nahodnych veli¢in X a Y oznaceny pismeny a, b, c a d.

Tabulka 9.6 Ukdzka ctyrpolni tabulky.

Nahodna veli¢ina Y

Nahodna velicina X Celkem
Y=1 Y=2

X=1 a b a+b

X=2 c d c+td

Celkem a+tc b+d at+b+c+d

Pii rozhodovani o nezavislosti ve Ctyfpolni tabulce muizeme samoziejmé pouzit
Pearsoniiv chi-kvadrat test, nebot” tento test 1ze pouzit na jakoukoliv kontingen¢ni tabulku,
nicméné u tohoto testu je nutné hlidat jeho predpoklady: 80 % ocekdvanych Cetnosti, ey,
vétsich nez 5 totiz v piipad€ Ctyfpolni tabulky znamena 100 % ocekavanych Cetnosti, které
maji byt vétsi nez 5. Nedodrzeni predpokladt pro Pearsoniiv chi-kvadrat test mtize stejné jako
u t-testu a analyzy rozptylu vést k nesmyslnym zavérim. Situace s malymi pozorovanymi a
tedy i ocekavanymi ¢etnostmi jsou ale bohuzel v medicing i biologii relativné Casté, a to samé
plati 1 pro Ctyfpolni tabulky. Zlatym standardem pro hodnoceni ¢tyipolnich tabulek se proto
stal jiny test, tzv. Fisheriiv exaktni test (Fisher exact test), ktery je zalozen na vypoctu presné
(exaktni) pravdépodobnosti, se kterou bychom za platnosti nulové hypotézy o nezavislosti
veli¢in X a Y ziskali nasi konkrétni realizaci ¢tyipolni tabulky.

9.3.1 Fisheruv exaktni test

Fishertiv exaktni test [8, 36] byl odvozen primarné pro ctyipolni tabulky, nicméné
existuje i jeho zobecnéni na libovolnou kontingencni tabulku. Jeho pouziti je vhodné zejména
v piipad¢, kdy médme kontingencni tabulku s malymi ofekavanymi cetnostmi, tedy pro ty,
které nesplnuji predpoklad Pearsonova chi-kvadrat testu. Nulovou hypotézou je v ptipadé
Fisherova testu nezéavislost sledovanych veli¢in X a Y, coZ znamena, Ze pokud H, plati, mély
by pozorované cetnosti odpovidat ocekdavanym cCetnostem. Hlavni mysSlenkou Fisherova
exaktniho testu je vypocet pravdépodobnosti, se kterou bychom ziskali ¢tyfpolni tabulky
stejn¢ nebo vice vzdalené od nulové hypotézy pii zachovani pozorovanych marginalnich
cetnosti. Zachovani marginalnich Cetnosti znamena, Ze se soustfedime pouze na situace, které
odpovidaji stejnym cetnostem jednotlivych variant nahodnych velicin, jako jsme pozorovali
Vv nasem experimentu.
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Pravdépodobnost ziskani konkrétniho vysledku Ctyipolni tabulky s danymi margindlnimi
cetnostmi lze vypocitat pomoci vzorce

R _(@+b)(a+0)(c+d)!(b+d)!

P= (2s) nlalbleld! (9.35)

a+b

Vypodet testové statistiky potom probihd nasledovné: spo&itime pravdpodobnosti p,
ptislusné vSem moznym tabulkdm, které lze ziskat pii zachovani marginalnich cetnosti.
Vysledna testova statistika, respektive p-hodnota, Fisherova exaktniho testu je soultem
pravdépodobnosti p* mensich nebo stejnych jako hodnota p, ktera prislusi étypolni tabulce
sestrojené na zakladé pozorovanych hodnot. S¢itame tak pravdépodobnosti moznosti, které
jsou vice nebo stejné vzdaleny od nulové hypotézy, jinymi slovy tedy pfedstavuji extrémné;jsi
nebo stejné extrémni variantu vysledku. Z vypocetniho postupu je vidét, ze Fishertv exaktni
test neni Uplné¢ standardnim testem, nebot’ roli testové statistiky zde, na rozdil od vSech
predchozich testl, hraje pifimo p-hodnota. Tu potom pro rozhodnuti o platnosti nulové
hypotézy srovndme se zvolenou hladinou vyznamnosti testu a, je-li p-hodnota testu mensi nez
zvolené a, zamitame nulovou hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y.

Priklad 9.7. Uvazujme opét skupinu 60 studentli matematické biologie s tim, Ze tentokrat
budeme zjistovat, zda jejich barva oci (modrd barva o€i nebo jind barva oci) souvisi
s noSenim bryli (pouziva nebo nepouziva bryle). Pomoci Fisherova exaktniho testu chceme
testovat nulovou hypotézu o nezavislosti téchto nomindlnich veli¢in. Pozorovana data,
respektive pozorovanou Etyfpolni tabulku pfedstavuje tabulka 9.7.

Tabulka 9.7 Pocty studentii matematické biologie dle modré barvy oc¢i a noseni bryli.

Studenti oboru Pocet studentd s modrou Pocet studentd s jinou Celkov¥ podet studenti
Matematicka biologie barvou o¢i barvou o¢i yP

Studenti bez bryli a=11 b=31 a+tb=42
Studenti s brylemi c=6 d=12 ctd=18
Celkem atc=17 b+d=43 a+tb+c+d=60

Pravdépodobnost ptislusna pozorované Ctyipolni tabulce je dle vztahu (9.35) nasledujici

a+b)l(a+c)l(c+d)(b+d)! 42!117118!43!
,_(@rDl@role+d)(b+d)! _ 0205, 036
nla!blc!d! 60!11113116!12!

Dale vypogitejme pravdépodobnosti p*, pro jednotlivé moznosti kontingenéni tabulky se
zachovanim marginalnich cetnosti, tedy se zachovanim tadkovych a sloupcovych soucta.
Vysledek zobrazuje tabulka 9.8.
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Tabulka 9.8 Pravdépodobnosti prislusné jednotlivym moznostem kontingencni tabulky z prikladu 9.7.

*

MozZnosti a b c d p

1 0 42 17 1 46%10
2 1 41 16 2 17x10
3 2 40 15 3 1,8 x 10
4 3 39 14 4 9,1 x 10"
5 4 38 13 5 25%10"
6 5 37 12 6 41%10°
7 6 36 1 7 4310
8 7 35 10 8 0,003
9. 8 34 9 9 0,015
10. 9 33 8 10 0,050
1. 10 32 7 1 0,121
12. 1 31 6 12 0,205
13. 12 30 5 13 0,245
14. 13 29 4 14 0,202
15. 14 28 3 15 0,111
16. 15 27 2 16 0,039
17 16 26 | 17 0,008
18 17 25 0 18 6.6x 10

Vyslednéa p-hodnota Fisherova exaktniho testu je dana soudtem p~ viech fadkil kromé fadku
13, nebot’ nami pozorované hodnoty, odpovidajici fadku 12, predstavuji vzhledem k nulové
hypotéze druhy nejbeéznéjsi vysledek (p = 0,205). Pro vSechny tadky tabulky kromé fadku 13
tedy plati p* < p. P-hodnotu testu tedy spo¢itame jako 1 — 0,245 = 0,755 a vzhledem k tomu,
ze plati 0,755 > 0,05, nezamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0,05 nulovou hypotézu
o nezavislosti barvy o¢i a noSeni bryli u studentli matematické biologie.

9.3.2 Senzitivita, specificita a prediktivni hodnoty

Krom¢ testovani nezavislosti dvou ndhodnych veli¢in mizeme ve Ctyfpolni tabulce
hodnotit i vztah dvou ndhodnych veli¢in, u kterych jejich zdvislost nejen tusime, ale dokonce
ji 1 predpokladame. Nejbézngjsi situaci je statistické hodnoceni spravnosti diagnostickych
testd, kdy jsou diagnostické schopnosti testu validovany proti skute¢né verifikovanému stavu
testovanych osob. Srovnavame tedy vysledky testu (pozitivni/negativni) proti skutecné
prokazatelné ptitomnosti/neptitomnosti nemoci. Pro tuto situaci byla navrzena sada ukazatelt
spravnosti, které predstavuji ¢iselné ohodnoceni testu ve vztahu k jeho chybovosti [19, 38].

Definici téchto ukazatelli provedeme na zaklad¢ znaceni v tabulce 9.9, kde proti sobé
sumarizujeme vysledky diagnostického testu, pozitivni vysledek (oznaden jako A")
a negativni vysledek (oznacen jako A°), a skuteCnou ptitomnost nemoci, nemoc pfitomna
(oznadeno jako H') a nemoc nepfitomna (oznaeno jako H). Kvantifikovat skute¢nou
pfitomnost onemocnéni neni vzdy jednoduché, zde vSak tento fakt budeme povazovat za
bernou minci.
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Tabulka 9.9 Ctyipolni tabulka sumarizujici vysledek diagnostického testu proti skutecnosti.

Vysledek diagnostického Skute¢nd pfitomnost nemoci

Celkem
testu Ano (H) Ne (H)
Pozitivni (4") a b atb
Negativni (4) c d ct+d
Celkem a+c b+d atb+c+d

Prvnimi dvéma ukazateli spravnosti testu jsou tzv. senzitivita testu a specificita testu,
které definujeme pomoci podminéné pravdépodobnosti nasledovné: senzitivita testu je jeho
schopnost rozpoznat skutecné¢ nemocné osoby, tedy pravdépodobnost, Ze test bude pozitivni,
kdyz je osoba skute¢né¢ nemocnd; specificita testu je jeho schopnost rozpoznat osoby bez
nemoci, tedy pravdépodobnost, ze test bude negativni, kdyz osoba neni nemocnd. Pomoci
vyse zavedeného znaceni definujeme senzitivitu a specificitu jako

Senzitivita: P(A" |H")=al(a+c), Specificita: P(A" |H )=d/(b+d). (9.37)

Druhymi dvéma ukazateli jsou tzv. prediktivni hodnoty, které také definujeme pomoci
podminéné pravdépodobnosti: prediktivni hodnota pozitivniho testu je pravdépodobnost, Ze
osoba je skutecné nemocnd, kdyz test vyjde jako pozitivni; a naopak prediktivni hodnota
negativniho testu je pravdépodobnost, ze osoba skutecné neni nemocna, kdyz jeji test vyjde
jako negativni. Pomoci vySe zavedeného znaceni definujeme prediktivni hodnoty jako

Prediktivni hodnota pozitivniho testu: Prediktivni hodnota negativniho testu:

P(H"|4")=ala+bh), P(H | A )=d/(c+d). (9.38)

Piiklad 9.8. Hodnotime pfesnost vysetfeni jater ultrazvukem, respektive schopnost
vySetieni ultrazvukem identifikovat postizené lozisko v pacientovych jatrech. Piesnost je
vztazena k laboratornimu ovéfeni odebrané tkdné€. Vysledky jsou dany tabulkou 9.10.

Tabulka 9.10 Sumarizace vysledkit ultrazvukovéeho vysetieni jater vzhledem k laboratornimu ovéreni.

Histologické ovéfeni postizeni jater

Vysledek ultrazvuku ) ] Celkem
Lozisko piitomno (H") Lozisko neptitomno (H")

Pozitivni (4") 32 2 34

Negativni (4) 3 24 27

Celkem 35 26 61

Vypocet senzitivity a specificity testu je nasledujici:

Senzitivita testu: P(4" |H")=al(a+c)=32/35=0914, (9.39)

Specificita testu: P(4" |H )=d /(b+d)=24/26=0,923. (9.40)
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Obdobn¢ vypocitame i1 obé prediktivni hodnoty testu

Prediktivni hodnota pozitivniho testu: P(H" |A")=a/(a+b)=32/34=0,941, (9.41)

Prediktivni hodnota negativniho testu: P(H | A )=d /(c+d)=24/27=0,889. (9.42)

Z hlediska interpretace je vhodné poznamenat, Ze senzitivita a specificita jsou spiSe populacni
ukazatele, nebot’ vychazeji ze znalosti skuteéné pfitomnosti/nepfitomnosti onemocnéni,
kterou vSak u konkrétniho testovaného pacienta stojictho v ordinaci s vysledkem testu
nezname. Vice nez testované osoby (potencialni pacienty) tak senzitivita a specificita zajimaji
I¢kate, kteti mohou tyto dva ukazatele velmi dobfe pouZzit pro srovndni diagnostické
spravnosti dvou ruznych testt. Naopak prediktivni hodnoty vychézeji z konkrétniho vysledku
testu (pozitivni/negativni) a jsou tak zajimavé predevSim pro pacienty. Ty totiz v piipadé
konkrétniho testu jist€ zajima, jaka je pravdépodobnost, ze danou nemoc skute¢né¢ maji
(respektive nemaji) ve chvili, kdy jim jejich vlastni test vySel pozitivné (respektive
negativng).

Otazkou je, jaké hodnoty senzitivity a specificity jsou dostate¢né pro to, abychom
oznacili dany test jako kvalitni nebo jesté 1épe jako kvalitnéjsi nez testy, které jsou aktualné
dostupné. Odpovéd’ neni jednoducha, nebot’ do znaéné miry zavisi na stavu poznani dané
oblasti a na dosazitelné spravnosti dostupnych testd. V urcité oblasti mohou byt hodnoty nad
60 % vitézstvim, v jiné se diagnostika blizi v obou ukazatelich hodnoté 100 %, coz znamena,
ze se témef nevyskytuji faleSné pozitivni a faleSn¢ negativni vysledky. V kazdé oblasti
existuji objektivni limity dané trovni diagnostiky. Nicméné relevanci odhadu specificity
a senzitivity urcuje také kvalita experimentu, a to predev§im ve dvou aspektech:

1. Dostatecnd velikost experimentalniho vzorku zvySuje kvalitu a pfesnost provedenych
odhadi. Pfi malém # roste pravdépodobnost, Ze nékteré specifické pacienty nezachytime a
odhady specificity a senzitivity budou zkreslené.

2. Musi byt zarucena reprezentativnost vzorku vzhledem k rozdé€leni Cetnosti v tabulce. Je-li
naptiklad podil nemocnych a zdravych jedincti v obecné populaci 1:4, m¢l by byt takto
idedln¢ zachovan i ve vybérovém souboru, ziskdvdme tim realisticky zdklad pro
posouzeni skute¢nych ukazatela testu.

Jednoduchym a pfitom v odborné literatufe malo vyuZzivanym zpiisobem, jak vyjadiit
kvalitu odhadu senzitivity a specificity, je vypocet jejich intervalu spolehlivosti. VSechny
Ctyfi definované ukazatele totiz pfedstavuji neznamé parametry, které jsou piislusSné danému
diagnostickému testu a které maji formu podilu. Jejich bodové odhady vypoctené na zaklade
vybérovych soubortl tak miizeme jednoduse doplnit 100(1 — a)% intervalem spolehlivosti
s pomoci postupu, ktery je blize popsan v Casti 9.1.

Zajimavou vlastnosti obou prediktivnich hodnot je fakt, ze uzce souvisi s prevalenci
sledované nemoci (nebo obecné vlastnosti) v cilové populaci. Budeme-li jednodusSe uvazovat
konkrétni ¢asovy okamzik (konkrétni datum), lze prevalenci vyjadfit jako procento pacientl
s danou nemoci pocitané ze vSech osob v cilové populaci. Abychom mohli demonstrovat
zavislost pozitivni a negativni prediktivni hodnoty na prevalenci onemocnéni (oznacme ji jako
P(H"), pak 1 — P(H") = P(H)), je nutno je nejdfive vyjadiit pomoci Bayesova vzorce a hodnot
senzitivity a specificity nasledovné:

112



P(H" | A7) = P(A" |H")P(H") (9.43)
P(A* |H)P(H" )+ P(A" |H )P(H)’ '

P(H | A7) = P(A" |H )P(H") (9.44)
P(A" |H )P(H )+P(A |H)PH")’ '

Odvozeni vztahi (9.43) a (9.44) je zakladnim cvicenim z podminéné pravdépodobnosti,
nechavame ho proto na laskavém ctenafi jako cviceni. Vliv prevalence nemoci na prediktivni
hodnoty nejlépe ukdzeme na piikladu.

Priklad 9.9. Vypoctéme pozitivni a negativni prediktivni hodnotu diagnostického testu
na HIV pozitivitu, u kterého vyrobce garantuje 98% senzitivitu a 99% specificitu. Jako prvni
uvazujme vypocet téchto ukazateld v zemi s vysokou prevalenci HIV pozitivity (napf.
jihoafrické zemé) a piedpokladejme P(H") = 0,2. Prediktivni hodnoty pak jsou nasledujici:

0,98x0,20

P(H" |A")= =
0,98 x 0,20 + (1—0,99) x (1—0,20)

0,961, (9.45)

PO | 4= 0,99 x (1—0,20) 0,995, 9.46)
0,99 x (1—0,20) + (1—0,98) x 0,20

Vidime tedy, Ze v zemi s relativné vysokou prevalenci HIV pozitivity ma kvalitni test
(respektive test s vysokou senzitivitou a specificitou) velkou vypovidaci hodnotu, tedy osoby
s pozitivnim testem (respektive negativnim testem) maji vysokou pravdépodobnost, Ze jsou
skutecné¢ HIV pozitivni (respektive HIV negativni). Nyni uvazujme vypocet prediktivnich
hodnot v zemi s nizkou prevalenci HIV pozitivity (napi. evropské zemé) a predpokladejme
P(H") =0,002. Hodnoty se po pfepoétu zméni takto:

0,98 x 0,002

P(H" |A")= =
0,98 x 0,002 + (1 - 0,99) x (1—0,002)

0,164, (9.47)

o 0,99 x (1-0,002
PH™ |47)= ( ) =0,999. (9.48)
0,99 x (1-0,002) + (1-0,98) x 0,002

Mame-li zemi s nizkou prevalenci HIV pozitivity, je vidét, Ze kvalitni test ma velmi dobrou
vypovidaci schopnost pro osoby, jimZ vySel negativni vysledek testu, nebot’ na 99,9 % jsou
tyto osoby opravdu HIV negativni. Na druhou stranu osoba, jiz vySel pozitivni vysledek testu,
ma 1 pfi pouziti kvalitniho diagnostického testu pravdépodobnost pouze 16,4 %, ze je
skutecné HIV pozitivni.

9.4 Testy o rozdéleni nahodné veliiny
Testy o rozdéleni ndhodné veliiny jsou potiebné nejen v situacich, kdy chceme ovétit

normalitu pozorovanych hodnot kvilli néslednému testovani pomoci #-testu ¢i analyzy
rozptylu, ale také v situacich, kdy chceme vybérové rozdéleni nasSich pozorovanych hodnot
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oveftit proti dal§im rozdélenim pravdépodobnosti. Miizeme napft. ovétovat, zda se pocty bilych
krvinek v 1 ml krve fidi podle logaritmicko-normalniho rozdé¢leni pravdépodobnosti nebo zda
se pocty pacientl, ktefi ptijdou do ordinace za jednotku ¢asu, fidi podle Poissonova rozd¢€leni.
Metod, jak porovnat vybérové rozdéleni s teoretickym rozdélenim, existuje nékolik, zde
zminime pouze ty nejpouzivanéjsi:

o Kolmogoroviiv-Smirnovovity test byl zminén jiz v kapitole 8 v kontextu ovéfeni
normality pro analyzu rozptylu. Jedna se o test zalozeny na srovnani vybérové distribucni
funkce s teoretickou distribu¢ni funkci odpovidajici rozdé€leni, které chceme testovat.
Principem ovéfeni shody rozdéleni je posouzeni maximalni vzdalenosti mezi témito
dvéma distribuc¢nimi funkcemi. Vice se 1ze o tomto testu dozvédét v [36].

o 0-0 diagram byl také poprvé zminén jiz v kapitole 8. V obecné podob¢ zobrazuje proti
sob¢ kvantily pozorovanych hodnot a kvantily teoretického rozdéleni pravdépodobnosti,
v ptipad¢ shody obou rozd¢€leni zobrazené body tvoii pfimku. Vyhodou Q-Q diagramu je
jeho jednoduchost, jeho nevyhodou je fakt, ze se jedna pouze o graf a nikoliv o test. Pro
korektni ovéieni shody vybérového a teoretického rozdéleni je vhodné jej doplnit testem
(v ptipadé hodnoceni normality souvisi Q-Q diagram s Shapirovym-Wilkovym testem).

o  Chi-kvadrat test dobré shody je metodicky shodny s jiz diive pfedstavenym Pearsonovym
chi-kvadrat testem [26], nebot’ je také zalozen na mySlence srovnani pozorovanych a
o¢ekavanych cetnosti ndhodné veliciny X.

9.4.1 Chi-kvadrat test dobré shody

Stejné jako Pearsontiv test je 1 chi-kvadrat test dobré shody primarné urcen pro hodnoceni
diskrétnich ndhodnych veli¢in, kdy pfedpokladdme, Ze ndhodna veli¢ina X nabyva r rGznych

hodnot 4,, 4,, ..., A,, kazdé s pravdépodobnosti pi, p,, ..., p,. Zarovein plati, ze z::l p,=1.

Pokud je uvaZovany pravdépodobnostni model spravny, pak by se v pifipadé realizace
nahodného vybéru o rozsahu n mél pocet pozorovani v jednotlivych variantach, tzn.
pozorované Cetnosti n;, blizit hodnoté ocekavanych cetnosti e; = np;. Samoziejmé plati

zr n, =n. V ptipad¢, Ze ndhodna veli¢ina X ma predpokladané rozdé€leni pravdépodobnosti

i=1" 1

(H, plati), m4 statistika X* chi-kvadrat rozd&leni s » — 1 stupni volnosti, tedy plati

r —e 2
xe=y el e (9.49)
i=1 €

1

Nulovou hypotézu o shod¢ rozdéleni veliCiny X s predpokladanym teoretickym rozdélenim
zamitdme na hladin€ vyznamnosti o, kdyZ realizace testové statistiky piekroci piislusny
kvantil chi-kvadrat rozdéleni, tedy kdyz X* > ;(fr_l)(l —a) . Casto jsme v situaci, kdy chceme

oveiit dany typ rozdéleni, ale nemame Zadnou apriorni znalost o parametrech tohoto
rozdéleni. Ve chvili, kdy nulovou hypotézou specifikujeme pouze typ rozdéleni, ale ne jeho
parametry, pak musime tyto parametry odhadnout z pozorovanych hodnot. Forma testové
statistiky se v takovém pfipad¢ neméni, nicméné za kazdy takto odhadnuty parametr musime
sniZit pocet stupni volnosti testové statistiky o 1.

Chi-kvadrat test dobré shody Ize pouzit i pro spojité ndhodné veli¢iny. Ty sice nenabyvaji
spoCetn¢ mnoha (r) hodnot, ale v pfipadé, Ze rozdélime obor moznych hodnot nahodné
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veli¢iny X do r disjunktnich intervall, 1ze 1 v tomto piipad¢ test dobré shody pouzit pro
testovani shody rozdéleni. Tento postup lze nejlépe demonstrovat piikladem.

Priklad 9.10. U pacientd s nddorem klze sledujeme jejich vék. Pro nésledné pouziti
parametrickych testli chceme na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 ov¢fit, zda lze vek téchto
pacientl povazovat za nahodnou veli¢inu snormalnim rozd€élenim pravdépodobnosti.
Nemame vSak Zzadnou apriorni informaci o parametrech normalniho rozdéleni, proto
potencialni hodnoty u a ¢ odhadneme z dat. Na zaklad& dat n = 1536 pacientii byl vypodten
veékovy pramér 56,2 let s vybérovym rozptylem 182,4. Pomoci chi-kvadrat testu dobré shody
tedy ovéfujeme hypotézu, ze vk pacient s nadorem kiize pochazi z rozd&leni N(u = 56,2, o
= 182.,4). Pozorované a ocekdvané Cetnosti pacientli dle jednotlivych v€kovych kategorii jsou
sumarizovany v tabulce 9.11.

Tabulka 9.11 Pozorované a ocekavané cCetnosti pacientii s nadorem dle vékovych kategorii.

ity vékovy interval n; e; n;,—e;
0,0-8,3 let 0 0,30 -0,30
8,3-16,7 let 5 2,30 2,70

16,7-25,0 let 20 13,30 6,70

25,0-33,3 let 67 53,09 13,91
33,3-41,7 let 139 146,42 -7,42
41,7-50,0 let 243 279,13 -36,13
50,0-58,3 let 336 367,95 -31,95
58,3-66,7 let 357 335,43 21,57
66,7-75,0 let 267 211,46 55,54
75,0-83,3 let 96 92,16 3,84

83,3-91,7 let 6 27,76 -21,76
91,7-100,0 let 0 6,70 -6,70

Dosadime-li Cetnosti z tabulky 9.11 do vztahu (9.49), ziskdme realizaci testové statistiky ve
tvaru

r 32
X2 = ZM =56,6. (9.50)

i=1 €;

1

Vzhledem ktomu, Ze bylo nutné odhadnout oba parametry normdlniho rozdéleni
z pozorovanych dat, pocitdme stupné volnosti chi-kvadrat rozdé€leni testové statistiky pomoci
vyrazu df = r — 1 — 2 = 9. Srovnani realizace testové statistiky X° s kvantilem pfisluinym
hladiné vyznamnosti o = 0,05 je nasledujici

X?=56,6> y. 1, (1-a)= x5, (095)=1692, (9.51)

Hodnota X* piekrotila prislusny kvantil, proto zamitime H, o normalité rozd&leni v&ku
pacientll s nadorem kiiZe.

Priklad 9.11. Zaznamenavame pocty pacientli, ktefi ptijdou v casovém intervalu 30
minut na stomatologickou pohotovost, a chceme zjistit, zda se tyto pocty fidi Poissonovym
rozdélenim. Celkem byly zaznamenany udaje za n = 1200 ptlhodinovych tsekl (maximalni
pocet pacientll zaznamenanych za 30 minut byl 10). Nemame vSak zZadnou apriorni informaci
o parametru A, proto ho odhadneme z dat jako primérny pocet pacientii pocitany pies vSech
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1200 palhodinovych intervald, tedy A4 =3364/1200=2,80. Bodovy odhad parametru A pak
pouzijeme pro vypocet oekavanych Cetnosti, pozorované i o¢ekdvané Cetnosti pro jednotlivé
pocty pacientli jsou sumarizovany v tabulce 9.12.

Tabulka 9.12 Pozorované a ocekdavané cetnosti pacientii z prikladu 9.11.

Pocet pacientt n; e ni—e;
0 79 72,97 6,03
1 188 204,32 -16,32
2 282 286,05 -4,05
3 275 266,98 8,02
4 196 186,89 9,11
5 114 104,66 9,34
6 45 48,84 -3,84
7 10 19,54 -9,54
8 a vice 11 9,75 1,25

Po dosazeni Cetnosti z tabulky 9.12 do vztahu (9.49) ziskdme realizaci testové statistiky ve
tvaru

, R
X2 = ZM =85. (9.52)
i=1 e,‘

Opét jsme v situaci, kdy bylo nutné parametr Poissonova rozdéleni odhadnout z dat, stupné
volnosti budou tedy pocitany z poctu uvazovanych kategorii (» = 9) nasledovné: df =r—1-1
= 7. Nasledné srovname realizaci testové statistiky X skvantilem piislusnym hlading
vyznamnosti a = 0,05 takto:

X?=850< x ., (1—a) = x5,(0,95) =14,07. (9.53)

Vysledna hodnota testové statistiky X* tedy nepiekrogila prisluiny kvantil, proto nezamitame
Hy o tom, Ze se poCty pacientil, ktefi pfijdou v Casovém intervalu 30 minut na
stomatologickou pohotovost, ¥idi Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti.

9.5 Shrnuti

Hodnoceni ndhodnych veli¢in popisujicich kvalitativni znaky je nejméné tak dilezité
jako hodnoceni nahodnych veli¢in odpovidajicich kvantitativnim znakim s tim, ze vlastné
feSime 1 obdobné ulohy, tedy zjiStujeme, zda je hodnota parametru ndhodné veli€iny rovna
zvolené hodnoté, nebo zda spolu statisticky souvisi vyskyt dvou nahodnych veliin.
Ptikladem prvni ulohy je testovani hypotéz o podilech, kdy se zabyvdme hodnocenim
binomické ndhodné veli¢iny popisujici Cetnost vyskytu sledovaného znaku ve vybérovém
souboru velikosti n. Pfikladem druhé ulohy je testovani nezavislosti v kontingen¢ni tabulce,
tedy tabulce sumarizujici ¢etnosti kombinaci dvou nominalnich nebo ordinélnich velicin.

Specidlnim pifipadem kontingen¢ni tabulky je Ctyfpolni tabulka pro hodnoceni vztahu
veli¢in popisujicich dva binarni znaky. Ta nam kromé testovani nezavislosti umoziuje
i kvantifikaci vztahu dvou nahodnych wveli¢in, u kterych jejich zéavislost naopak
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predpokladame. V tomto ohledu je nejbéznéjsi situaci statistické hodnoceni spravnosti
diagnostickych testli, pro které byla navrzena sada ukazateli spradvnosti, které predstavuji
¢iselné ohodnoceni testu ve vztahu k jeho chybovosti. Mluvime pak o senzitivite, specificité
a prediktivnich hodnotach testu.

NejpouzivanéjSim testem pro testovani nezavislosti v kontingencni tabulce je Pearsontiv
chi-kvadrat test, ktery vSak lze pouzit i pro testovani shody teoretického rozdéleni
pravdépodobnosti s vybérovym rozdélenim pozorovanych hodnot, nebot’ v principu jsou oba
postupy shodné. I Pearsonliv test ma vSak své piedpoklady, zejména pak piedpoklad
o dostatecnych ocekavanych cetnostech jednotlivych kombinaci sledovanych veliin.
V ptipadé Ctyfpolni tabulky méme alternativu v podob& Fisherova exaktniho testu, ktery lze
pouzit i pii velmi malych pozorovanych a tedy i o¢ekdvanych cetnostech. Tento test lze
zobecnit 1 pro obecnou kontingen¢ni tabulku o rozméru » x ¢, coz je ale téma piesahujici
ramec téchto skript. Podrobnosti o vypoctu Fisherova exaktniho testu pro tabulku » x c Ize
nalézt v [20].
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10 Zaklady korelacni analyzy

Doposud jsme se z hlediska biostatistiky zabyvali hodnocenim spojitych a diskrétnich
ndhodnych veli¢in v jedné nebo vice odliSitelnych experimentdlnich skupindch. Velmi
vyznamnou oblasti biostatistiky je vSak i problematika hodnoceni vztahii a souvislosti mezi
dvéma a vice spojitymi veli¢inami, ktera je zakladem tzv. korelacni a regresni analyzy (26,
36]. Ukoly, které miizeme fesit pomoci tohoto typu metod, jsou nasledujici:

1. Zjistit, zda mezi sledovanymi spojitymi veli¢inami existuje potencialni vztah, napt. zda
vys§i hodnoty jedné nidhodné veliiny souviseji s niz§imi hodnotami jiné ndhodné
velic¢iny. Mlizeme se napft. ptat, zda vysSe systolického krevniho tlaku souvisi s konzumaci
sodiku, nebo zda vyssi hladina krevni gluk6zy souvisi s vyssi hladinou jiné latky v krevni
plazmé.

2. Predikovat hodnoty jedné nahodné veli€iny na zéklad€ znalosti hodnot jinych ndhodnych
veli¢in. Nasim cilem miize byt napt. predikce hodnot koncentraci né¢jaké tézko méritelné
latky v prostfedi na zaklad¢ znalosti koncentraci latek ptibuznych, které vSak tézko
m¢étitelné nejsou.

3. Kvantifikovat vztah mezi dvéma spojitymi ndhodnymi veli¢inami, napt. pro pouziti jedné
z nich na misto té druhé jako diagnostického testu. Miizeme si napt. klast otazku, jak moc
spolu souvisi hladiny dvou krevnich bilkovin, kdyZ bychom méteni jedné z nich chtéli
nahradit druhou.

Nejjednodussim zplsobem, jak zjistit, zda hodnoty dvou spojitych ndhodnych veli¢in
spolu né&jak souvisi, je vykresleni bodového grafu (vice o bodovém grafu v kapitole 2), ktery
nam ukazuje, jak hodnoty jedné veliCiny rostou nebo klesaji v zavislosti na druhé veli¢iné.
Priklad bodového grafu je uveden na obrazku 10.1, kde je zobrazena vyska a hmotnost
studentll predmétu Biostatistika pro matematickou biologii v jarnim semestru 2010. Vysledek
je ocekavany, s vyssi vyskou ma tendenci rist i hmotnost, nicméné vzhledem k tomu, ze
zobrazené body neleZi na piimce, nelze fici, Ze by mezi vySkou a hmotnosti byl presné
linearni vztah.

= * *
(o)}
EER
@
@]
g .
g o
o~ B *
as . .
o | *
el
T T T T
170 175 180 185
Vyska (cm)

Obr. 10.1 Bodovy graf hodnot vysky a hmotnosti studentii matematické biologie.
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10.1 Pearsonuv korelaéni koeficient

Nevyhodou bodového grafu je samoziejmé¢ absence kvantifikace funkéniho vztahu
sledovanych veli¢in. Kvantifikace obecného funkéniho vztahu je obtizna, pro kvantifikaci
lineadrniho vztahu nahodnych veli¢in byl zaveden tzv. Pearsoniiv korelacni koeficient [21].
V teoretické podobé ho Ize pro ndhodné veliCiny X a Y snenulovym rozptylem vyjadiit
nasledovné:

E((X - EX)(Y - EY))
/DX -/DY '

R(X,Y)=

(10.1)

Je dilezité zdaraznit, Ze Pearsontv korelacni koeficient charakterizuje pouze linearni vztah,
jinak feceno odrazi pouze variabilitu kolem linedrniho trendu. Pro kvantifikaci nelinearnich
zavislosti je naprosto nevhodny. Zakladni vlastnosti Pearsonova korela¢niho koeficientu je, Ze
nabyva pouze hodnot z intervalu <— 1,1> s tim, Ze hodnota R(X.Y) je kladna, kdyz vyssi
hodnoty nahodné veli¢iny X souvisi s vy$§imi hodnotami ndhodné veliiny Y, a naopak je
zaporna, kdyZz niz8i hodnoty X souvisi s vys$S§imi hodnotami Y. Hodnoty 1, respektive -1,
ziskame pouze v piipadé, kdy body zobrazené v bodovém grafu lezi na piimce s kladnou,
respektive zapornou smernici.

10.1.1 Vypocet Pearsonova korelaéniho koeficientu

Teoreticky vypocet R(X,Y) je podminén znalosti konkrétniho rozd€leni pravdépodobnosti
nahodného vektoru (X,Y), coz se v praxi stava velmi zfidka. Linearni vztah ndhodnych veli¢in
X a Y tak kvantifikujeme na zaklad¢ vybérového souboru. Vybérovy Pearsontiv korela¢ni
koeficient standardn¢ znaCime r a pfi jeho vypoctu vychazime z realizace dvourozmérného
nahodného vektoru o rozsahu n, tedy dvojic pozorovanych hodnot ndhodnych veli¢in X' a ¥
pro prvni az n-tou experimentalni jednotku:

CIGH-)
Jﬁ’)@’m’ yn. (10-2)

Vypocet vybérového Pearsonova korela¢niho koeficientu je pak nasledujici:

= 2 (=0 - ) _ D Xy, —nxy
S-S iy D,

: (10.3)

kde xay jsou vybérove priméry, s as, jsou vybérové smerodatné odchylky. Na obrazku

10.2 jsou zobrazeny realizace nahodnych veli¢in X a Y a k nim pfislusné vybérové korelacni
koeficienty pro Ctyfi rtizné situace: graf vlevo nahote odpovidé Gplné linearni zavislosti; graf
vpravo nahote ukazuje piiklad relativné silné zaporné korelace; vlevo dole pak vidime slabé
kladn¢ korelované veli¢iny; vpravo dole jsou nakonec zobrazeny veli¢iny nekorelované.
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Obr. 10.2 Ukazky realizaci nahodnych velicin X a Y a vypoctené vybérové korelacni koeficienty.

Priklad 10.1. Vypocitejme vybérovy Pearsoniiv korelacni koeficient kvantifikujici
korelaci mezi vySkou a hmotnosti studenti pfedmétu Biostatistika pro matematickou biologii
v jarnim semestru 2010. Pozorované hodnoty (realizace nahodného vektoru o rozsahu n = 13)
jsou uvedeny v tabulce 10.1, navic jsou pfedmétem obrazku 10.1.

Tabulka 10.1 Pozorovanée hodnoty vysky a hmotnosti 13 studentii.

175 166 170 169 188 175 176 171 173 175 173 174 169
69 55 67 52 90 53 57 57 68 73 62 90 63

Vypocet vybérovych statistik pro jednoduchost vynechdme (laskavy c¢tendi si je muze
jednoduSe dopocitat na zaklad¢ dat v tabulce 10.1), dosazenim do vztahu (10.3) ziskame
nasledujici hodnotu vybérového Pearsonova korela¢niho koeficientu:
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DNy ThXy 148929- 1484172
(n-Dsss,  (13-)*53*125

(10.4)

Hodnota » =0,64 ukazuje na silnou korelaci, kdy s vyssi vyskou roste i hmotnost, coz
odpovidad ocekavani, nicméné je tfeba si uvédomit malou velikost vybérového souboru a dvé
odlehlé hodnoty na obrazku 10.1 odpovidajici hmotnosti 90 kg, které uplné nekoresponduji se
zbytkem souboru. Obé¢ tyto skutecnosti ovliviiuji vyslednou hodnotu r.

10.1.2 Interval spolehlivosti pro Pearsoniiv korela¢ni koeficient

Jako kazdou vybérovou statistiku je i vybérovy Pearsontv korela¢ni koeficient » vhodné
doplnit 100(1 — a)% intervalem spolehlivosti, ktery ndm da informaci o variabilité¢ tohoto
odhadu. Na rozdil od vypoctu bodového odhadu, ktery lze vypocitat na datech z riznych
rozdéleni, je vSak v piipadé€, Ze chceme rozhodovat o vlastnostech Pearsonova korela¢niho
koeficientu (napft. konstruovat interval spolehlivosti pro » nebo testovat hypotézy o r), nutné
ucinit piedpoklad o normalit¢ ndhodnych veli¢in X a Y. Jinymi slovy, pii vypoctu r
pfedpokladdme realizaci dvourozmérného ndhodného vektoru z dvourozmérného normélniho
rozdéleni o rozsahu n. Dal$im problémem pfii konstrukci intervalu spolehlivosti pro » je fakt,
ze vybérové rozdéleni vybérového korelacniho koeficientu neni normalni. Abychom byli
schopni interval spolehlivosti zkonstruovat, je tfeba pouzit transformaci na nahodnou veli¢inu
W, ptiCemz transformace je nasledujici:

Wzéln(Hrj. (10.5)

1-r

Lze ukéazat, Ze ndhodna veli¢ina W ma normalni rozdéleni s rozptylem pfiblizné
DW)=1/(n-3), kde n je velikost vybérového souboru. Vzhledem k normalité¢ veli¢iny W
ma 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro jeji stfedni hodnotu tvar

1

Jn=3" (10.6)

dh)=wtz_,,

kde z;.42 je ptislusny kvantil standardizovaného normalniho rozdéleni. Vysledny 100(1 — a)%
interval spolehlivosti pro » pak dostaneme zpétnou transformaci ve tvaru

.1 :(exp(Zd*)—l_ exp(2h*)—1j’ 107

exp(2d ) +1 exp(2h") +1

Priklad 10.2. Navazeme na priklad 10.1, kde byl vypocitan vybérovy korelacni
koeficient pro vztah vysky a hmotnosti studentd biostatistiky. Nyni pro » = 0,64
zkonstruujeme 95% interval spolehlivosti. Realizace transformované nihodné veli¢iny je
nasledujici:
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1, 1+0,64
w=—In
2 1-0,64

= 0,758, (10.8)

Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu nahodné veli¢iny W's a = 0,05 ma tvar
(d",h")=0,758+1,96//13—-3 =(0,138;1,377), (10.9)

z ¢ehoz plyne vysledny 95% interval spolehlivosti pro vyb&rovy korela¢ni koeficient vztahu
vysky a hmotnosti studenti biostatistiky

_ exp(2d”)—1 exp(2h’)—1 B _
(d.h)= (exp(zd*) +1 exp(2h’) + 1] = (0.14,0.88). (10.10)

Z vysledku vidime, Ze 95% interval spolehlivosti je velmi Siroky, nebot pfipousti jak hodnoty
odpovidajici silné korelaci (» = 0,88), tak hodnoty odpovidajici velmi slabé, nebo spise zadné
korelaci (» = 0,14). Zde je na vin¢ zejména maly rozsah vybérového souboru, nebot’ je ziejmé,
ze na zéklad¢é n = 13 pozorovani je velmi obtizné délat zasadni zadvéry ohledné vztahu dvou
nahodnych veli¢in.

10.1.3 Test hypotézy o nulové korelaci dvou nahodnych veli¢in

I v ptipad¢ malého vybérového souboru, jaky byl pouzit napt. v prikladech 10.1 a 10.2, je
logické klast si otazku, zda je ¢i neni korelace dvou sledovanych veli€in nulova. Tato situace
vede na testovani nasledujicich hypotéz:

H,:r=0, H, :r#0. (10.11)

Pro testovani je nezbytny piedpoklad realizace dvourozmérného nahodného vektoru o rozsahu
n z normalniho rozdéleni, coZ znamena, ze mame k dispozici nahodny vektor

GGG GG o

Za platnosti nulové hypotézy pak ma statistika

(10.13)

Studentovo ¢ rozdéleni pravdépodobnosti s n — 2 stupni volnosti. Pro oboustrannou alternativu
zamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti a = 0,05, kdyZ hodnota testové statistiky

presdhne v absolutni hodnot& kvantil £ ?). Je tfeba poznamenat, 7e testovou statistiku T
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nelze pouZit pro testovani obecné hypotézy H :r=r, #0, nebot pro r rizné od nuly nema
testova statistika Studentovo ¢ rozdéleni. Postup pro testovani hypotézy H, :r = r, # 0lze najit
napt. v [26, 36].

Piiklad 10.3. Provedeni testu o nulové korelaci dvou ndhodnych veli¢in opét

demonstrujeme na datech vysky a hmotnosti studentii biostatistiky. Realizace testové
statistiky dané vztahem (10.13) je nésledujici

= "2 064 B2 276, (10.14)
-7 1-0,64

Srovname-li vyslednou hodnotu testové statistiky ¢ s kvantilem Studentova ¢ rozdéleni
prislusnym hladiné vyznamnosti a = 0,05, tedy provedeme-li srovnani

t=2,76>220=1{0) =t\""), (10.15)

zamitame H, o tom, Ze mezi vySkou a hmotnosti studentd biostatistiky je nulova korelace.

Jak bylo uvedeno vyse, Pearsoniiv korela¢ni koeficient kvantifikuje miru linearniho
vztahu mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y. Jeho vypocet je tedy naprosto nevhodny
v situacich, kdy se o linearni vztah mezi X a ¥ nejedna. Obrazek 10.3 ukazuje Ctyfi situace,
kdy vypocet vybérového Pearsonova korelaéniho koeficientu nema smysl, respektive kdy
muze byt jeho vypocet z hlediska interpretace zavadéjici. Graf vlevo nahofe znazoriuje
situaci, kdy vyberovy soubor obsahuje dvé skupiny subjektii s odlisnymi hodnotami
nahodnych veli¢in X 1 Y. Ve chvili, kdy si tohoto nejsme védomi, vypocet vybérového
Pearsonova korela¢niho koeficientu indikuje silnou korelaci X a Y (» = 0,84), ktera je dokonce
na daném souboru vysoce statisticky vyznamna (p < 0,001). Tento vysledek je vSak statisticky
artefakt a ve skutecnosti neni relevantni. Idedlni by v tomto piipad¢ bylo soubor rozd¢lit
a kvantifikovat korelaci v obou podsouborech zvlast (podle obrazku je korelace X a Y
v podsouborech naopak velmi mald). Graf vpravo nahote ukazuje situaci, kdy je mezi
veli¢inami X a Y nelinedrni vztah. Také zde je vysledny korela¢ni koeficient (» = 0,58)
relativné vysoky, statisticky vyznamny a zarovenl neodpovida skutecnosti. Vlevo dole pak
vidime, jaky vliv ma odlehla hodnota v pfipadé dvou nezavislych (a tedy i nekorelovanych)
veli¢éin X a Y. Vzhledem k nezavislosti bychom cekali realizaci » kolem 0, nicméné zde
vidime vysledné » rovno 0,36, opét statisticky vyznamné (p = 0,009). Konecné, graf vpravo
dole ukazuje vliv velikosti vybérového souboru na statistickou vyznamnost korelacniho
koeficientu. V tomto piipadé je korelace mezi veli¢inami X a Y velmi slab4 az zadnd (r =
0,09), nicméné velikost vybérového souboru je tak velka (n = 500), ze statisticky test indikuje
statisticky vyznamny rozdil » od hodnoty 0. Toto je klasicky ptiklad rozporu mezi statistickou
a praktickou vyznamnosti vysledku, kdy je nezbytné krom¢ statistiky do vysledné interpretace
zapojit 1 znalost dané problematiky. VSechny Ctyfi problematické piipady lze velmi dobie
odhalit s pouzitim bodového grafu, ktery by mél byt jednim z prvnich krokti pti hodnoceni
vzajemného vztahu dvou spojitych ndhodnych velicin.
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Obr. 10.3 Problematicke situace pro vypocet Pearsonova korelacniho koeficientu.

10.2 Spearmantiv korelaé¢ni koeficient

Zatimco prvni situaci na obrazku 10.3 lze feSit rozdélenim souboru na dva a néslednym
vypoctem korelacniho koeficientu v obou podsouborech, v situaci odpovidajici grafu vpravo
nahofe nemda smysl Pearsoniiv korela¢ni koeficient pocitat viibec, nebot’ ten odrazi pouze
linedrni zavislost. Roz$ifeni smérem k hodnoceni urcitych forem nelinedrni zavislosti
predstavuje tzv. Spearmaniiv korelacni koeficient. Jedna se o neparametricky korelacni
koeficient, ktery je robustni vii¢i odlehlym hodnotdm a obecné odchylkam od normality,
nebot’ stejné jako fada dalSich neparametrickych metod pracuje pouze s potradimi
pozorovanych hodnot [27]. Na rozdil od Pearsonova koeficientu korelace, ktery popisuje
linearni vztah veli¢in X a Y, Spearmaniv koeficient korelace popisuje, jak dobfe vztah veli¢in
X a Y odpovidd monoténni funkcei, kterd mize byt samoziejmée nelinearni.

Pii vypoctu opét vychazime z realizace dvourozmérného ndhodného vektoru o rozsahu n,
tedy dvojic pozorovanych hodnot nahodnych veli¢in X a Y pro n subjekt. Dale definujme
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¢islo x,; jako poradi hodnoty x; v rdmci vzestupné uspotadanych hodnot xy, ..., x,, ¢islo y,; jako
pofadi hodnoty y; v ramci vzestupn€ uspofadanych hodnot y,, ..., y,, €isla X, a y. jako
praméry hodnot x,;, respektive y, (tedy jako primérnd pofadi), a Cisla s, a s, jako

odpovidajici smérodatné odchylky. Spearmaniv korelacni koeficient, oznaéme ho r;, pak
vypocitame pomoci vzorce

n — —
_ Zizl xriyri _nxryr
(n— DerSyr

(10.16)

N

coz neni nic jiného nez vzorec pro vybérovy Pearsoniiv korela¢ni koeficient pocitany na
potadich pozorovanych hodnot. Hodnoty 7s se pohybuji stejné jako v pfipadé koeficientu r
v rozmezi od -1 do 1. Hodnot kolem nuly nabyva Spearmaniiv korela¢ni koeficient v ptipad¢,
ze poradi hodnot x; a y; jsou nahodné zptehdzena a mezi sledovanymi veli¢inami neni zadny
vztah. Naopak hodnot -1 a 1 nabyva Spearmantv korela¢ni koeficient v pfipadé, Ze jedna
z veli€in je monotonni funkci druhé veliCiny.

Vypocetni alternativou ke vzorci (10.16) je vypocet zalozeny na diferencich potradi
pozorovanych hodnot, které definujeme nasledovné:

di =X, =Y, (10.17)

Hodnotu Spearmanova korela¢ni koeficient pak odhadneme pomoci vztahu

6 n d2
r,:l—z“z"—l’, (10.18)
n(n”—1)

Tento vypocet r, plati pfesné¢ pouze pro neopakovana pozorovani, coz znamena, ze je citlivy
na opakujici se hodnoty, které¢ vedou k primérovani potadi. Vyskytuje-li se mezi hodnotami
X1, ..., X, respektive yi, ..., y,, mnozstvi shodnych hodnot, je vhodnégjsi pouzit k vypoctu
Spearmanova korela¢niho koeficientu defini¢ni vztah (10.16).

Piiklad 10.4. Pro srovnani s hodnotou » = 0,64 vypoctenou v piikladu 10.1 odhadneme
korelaci vySky a hmotnosti studentii biostatistiky také pomoci Spearmanova koeficientu
korelace. Hodnoty potiebné k vypoctu jsou uvedeny v tabulce 10.2. Vzhledem k pfitomnosti
opakovanych hodnot u vysky i1 hmotnosti vypoCteme nejprve Spearmaniiv korelacni
koeficient s pouzitim vzorce (10.16):

2 XaYaTnX,y,  T215-637
(n=Ds.s,  (13-1)*386*3388

0,47. (10.19)

s

Dale vypocteme hodnotu r; i pomoci vztahu (10.18). V tomto pfipadé dosadime hodnoty
z tabulky 10.2 nasledovné:
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6y d? *
R D _,__ 6*191

—1- - 10.18
a1 1313 1) (10-18)

E

Je vidét, ze v tomto ptipadé davaji oba vypocty koeficientu r; velmi podobné vysledky, které
odpovidaji stfedni korelaci mezi vySkou a hmotnosti. Oba vysledky se vSak 1isi od plivodné
vypoctené hodnoty » = 0,64. Divodem jsou dvé pozorovani odpovidajici hmotnosti 90 kg,
které uplné nekoresponduji se zbytkem souboru (viz obrdzek 10.1). V tomto ptipade, kdy
mame velmi limitovanou velikost vybérového souboru, je tedy lepsi dat prednost
neparametrické varianté, tedy hodnoté Spearmanova koeficientu korelace.

Tabulka 10.2 Hodnoty pro vypocet Spearmanova koeficientu korelace vysky a hmotnosti studentii.

Student Vyska: x; Poradi vysky Hmotnost: y; Potadi hmotnosti Rozdil d; d?
1 175 10 69 10 0 0
2 166 1 55 3 -2 4
3 170 4 67 8 -4 16
4 169 2,5 52 1 1,5 2,25
5 188 13 90 12,5 0,5 0,25
6 175 10 53 2 8 64
7 176 12 57 4,5 7,5 56,25
8 171 5 57 4,5 0,5 0,25
9 173 6,5 68 9 -2,5 6,25
10 175 10 73 11 -1 1
11 173 6,5 62 6 0,5 0,25
12 174 8 90 12,5 -4,5 20,25
13 169 2,5 63 7 -4,5 20,25

Konstrukce 100(1 — @)% intervalu spolehlivosti i test nulové hypotézy Hy: rs = 0 probiha
pro Spearmantiv korela¢ni koeficient stejné¢ jako pro koeficient Pearsoniv. Co se tyce
konstrukce intervalu spolehlivosti, vybérové rozdéleni 7, je pro vybery o velikosti alespoil 10
stejné jako vybérové rozdéleni r. Pro vétsi vzorky, kdy je velikost souboru alespon 30, je pak
mozné pouzit pro ovefeni nulové hypotézy r, = 0 stejnou testovou statistiku jako v ptipadé r»
danou vztahem (10.13). Pro zamitnuti Hy: r; = 0 pak plati také stejnd pravidla jako pro
koeficient 7.

10.3 Shrnuti

Korela¢ni koeficienty jsou zakladnim néstrojem, jak kvantifikovat vztah dvou spojitych
ndhodnych veli€in, 1 kdyz abychom byli Gplné ptesni, Spearmantv korelacni koeficient
pracujici s potfadimi hodnot lze pouzit 1 v ptipad¢ diskrétnich ndhodnych veli¢in s ordinalni
Skalou hodnot. Pro oba zminéné koeficienty, Pearsoniv i Spearmaniiv, byly uvedeny postupy
pro konstrukei intervalu spolehlivosti a test hypotézy o tom, ze pfisluSny korelacni koeficient
je roven nule. Opét je tfeba zdlraznit omezeni téchto vypoctd. Hodnotu vybérového
Pearsonova korela¢niho koeficientu sice miizeme jako cislo vypocitat na datech z riiznych
rozdéleni, ale chceme-li se pustit do sestrojeni intervalu spolehlivosti nebo testu hypotézy
r =0, je nutné ucinit predpoklad o normalité sledovanych nahodnych veli¢in. Pro konstrukci
intervalu spolehlivosti a testu hypotézy r; = 0 pro Spearmantv korela¢ni koeficient je zase
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tteba zajistit dostateCnou velikost vybérového souboru, aby se vybérové rozdéleni r;
dostate¢né podobalo vybérovému rozdéleni koeficientu r.

Nakonec poznamenejme, ze korelace dvou ndhodnych veli€in se Casto interpretuje také
pomoci druhé mocniny Pearsonova korelaéniho koeficientu, tedy pomoci *. Hodnota
vyjadiuje, kolik procent své variability sdili jedna nahodné veli¢ina s druhou, coz lze jesté
vyjadrit jako procento variability jedné nahodné veli¢iny, které mtize byt predikovano pomoci
t¢ druhé. Z tohoto hlediska ma hodnota #* vyznam a interpretaci zejména ve stochastickém
modelovani.
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Summary

The publication Biostatistics was funded as a part of the ESF project no.
CZ.1.07/2.2.00/07.0318 entitled ,, MULTIDISCIPLINARY INNOVATION OF STUDY IN
COMPUTATIONAL BIOLOGY*, which was investigated at the Faculty of Science, Masaryk
University. This project aimed to improve study courses that form a core of the
Computational Biology study programme at the Masaryk University.

Therefore, our target readers are the students of Computational Biology, to whom we
want to provide a comprehensive overview of the essentials of biostatistics in the context of
real-life biological and clinical data. However, given the scope of the publication, only the
key topics and methods of biostatistics could be included, which caused, on the other hand,
that a number of frequently used methods are not covered in this textbook. First chapter of
this publication serves as an introduction to the field of biostatistics as well as to key aspects
that are necessary to know when evaluating data. Second chapter is devoted to data types and
data summarization. Chapters 3 and 4 are focused on random variables as well as the most
common probability distributions. Fifth chapter introduces elementary theory of the point and
interval estimates and shows how to find interval estimates for parameters of the normal
probability distribution. Chapter 6 is devoted to key aspects of hypotheses testing, namely to
difference between the null and the alternative hypothesis, p-value, and the relationship
between statistical and practical significance. Chapters 7 and 8 focus on testing hypotheses on
quantitative data whereas chapter 9 presents methods for testing hypotheses on qualitative
data. An introduction to correlation analysis is given in chapter 10.

This publication has no ambition to replace any existing textbook on statistics or
biostatistics. It is always better for students as well as other readers to learn from multiple
sources and to acquire a comprehensive picture of the considered issue. This is especially true
in biostatistics, where each author represents a different perspective of the field and different
experience from real practice. Moreover, the textbook does not substitute lectures, but serves
only as their complement.

Our goal was to explain the methods of biostatistics correctly from both the theoretical
and practical point of view. Therefore, the textbook focuses also on the practical aspects of
data assessment in addition to the methodical background; it particularly focuses on the
pitfalls that can anyone meet during the process of data preparation and calculation and
interpretation of results. We hope that Biostatistics will serve to the students not only as
a material for passing the exam, but also as a reference text for their own data assessment in
bachelor's and master's theses.
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