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Predmluva

Ucebni text Linedrni a adaptivni zpracovani dat vznikl v souvislosti s feSenim projektu
ESF ¢. CZ.1.07/2.2.00/07.0318 ,,Viceoborova inovace studia matematické biologie®. Cile této
publikace jsou dva. Prvnim cilem je ukazat studentim matematické biologie a dalSim
laskavym ¢tendiim analyzu a zpracovani dat z pohledu teorie linedrnich systém, které zde
vystupuji jednak v roli generatorti dat a dale také v roli prostiedkli pro analyzu a zpracovani
dat. Druhym cilem je pak ukazat, jak lze efektivné feSit vybrané ulohy z této oblasti pomoci
vypocetnich nastroji v prosttedi MATLAB.

Data, o jejichZ analyzu a zpracovani se ve vSech kapitolach tohoto ucebniho textu usiluje,
maji povahu jednorozmérnych diskrétnich signali a pro ucely nejvice mozného piiblizeni se
studentim neinZenyrskych disciplin jsou zde tato data oznacovana jako Casové tady. Toto
pojmenovani vSak neméni nic na skuteCnosti, Ze vétSina z uvedenych metod a postupt je
vyuzitelnd také jako zaklad pro zpracovani a analyzu obecnych diskrétnich signala a
posloupnosti, jako jsou obrazova, prostorovd nebo sekvenéni data. Zcela zamérné je zde
vynechéna problematika zpracovani a analyzy v ¢ase nebo prostoru spojitych dat véetné jejich
vzorkovani — zajemci o tuto oblast necht’ vyuziji jiné dostupné literarni prameny. Systémy
nebo také filtry, o nichZ je napfic¢ timto textem zhusta vedena fec, si tak miize student — diky
zaméfeni vyhradné na diskrétni piipady — pfedstavit jako algoritmy realizované pomoci
programi na pocitaci.

Témata, kterym se tento ucebni text vénuje, jsou strukturovéana tak, ze ¢tenafi na samém
zacatku neujdou zakladni vlastnosti systémil, aby nésledné rozeznal linearni casoveé
invariantni systémy a zpisoby jejich popisu v ¢asové 1 frekvencni doméné. Ve druhé kapitole
je pak predstaven zakladni koncept linedrni filtrace, jsou objasnény rozdily mezi riznymi
ptistupy ke klasifikaci typi filtri a jsou také ukézany nékteré navrhové metody. Tieti kapitola
se vénuje kumulacnim technikdm pro zvyraziovani uzite¢né slozky dat a potlaceni slozky
rusivé. Nekdy byvaji tyto techniky oznacovany jako metody priimérovani nebo obecnéji
metody pro zlepSovani poméru signalu k Sumu. Nasledujici dvé kapitoly jsou pak vénovany
modelovani vzniku ndhodnych ¢asovych tad a jejich predikce, a to nejdiive s vyuzitim teorie
podle statistikii George Boxe a Gwilyma Jenkinse a v posledni kapitole pak pomoci
zékladnich technik optimalni a adaptivni filtrace. Na konci kazdé kapitoly jsou kromé
feSenych uloh také stru¢né shrnuty klicové znalosti, které by si mél ¢tenaf pii studiu tohoto
textu osvojit. K€z je jich dost a jsou ¢tenartim k uzitku.

Na tomto misté bych rad pod€koval prof. Ing. Jitimu Hol¢ikovi, CSc. za cenné rady a
posttehy ke mné vyslané béhem prace na ucebnim textu a dale obéma recenzentim prof. Ing.
Ivo Provaznikovi, Ph.D. a Ing. Zoltanovi Szabd, Ph.D. za dikladné procteni, odstranéni
produktii autorské slepoty a podnétné piipominky.
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1 Systémy, signaly a ¢asové rady

Za systém se obvykle povaZzuje soustava entit a jejich vzajemné vztahy. V redlném svété
jsou systémy pitili§ slozité, a ty zivé obzvlast, na to, aby je bylo mozné jednoznacné popsat
nebo analyzovat v celé jejich komplexnosti. Vyuzivaji se proto ¢asto matematické modely,
které vznikaji abstrakci redlnych systémi. Model by mél byt jednoduchy a mél by vykazovat
takové chovani, jaké je pozorovano u systému, jenz je predmétem zdjmu. Abstrakci je
mysleno vymezeni dalezitych velicin redlného systému a jejich vzajemnych vztaha, ptficemz
ostatni veliCiny tvofi okoli systému a mohou byt ignorovany, ¢i mohou ovliviiovat vstupy
systému nebo mohou byt ovliviiovany jeho vystupy.

Systém mnohdy vysila spontdnné ¢i vynucené riizné signaly a méni svoje stavy —
mnouka, St€ka, pribird na vaze, stdrne, umird, nebo v ptipad€ populace tfeba i vymira ¢i se
nestabilné¢ mnozi. Pokud pozorovatel tyto signaly a stavy méfi, tj. neznamy systém pozoruje,
pak vlastn¢ ziskava o nezndmém systému experimentalni data, viz obr. 1.1.

BLACK BOX

x(n)

y(n)

Obr. 1.1 Identifikace systémii je disciplina zabyvajici se tvorbou matematickych modelii systémai.
Identifikace zacina pozorovanim ¢i mérenim modelovaného systému — jsou tak ziskana experimentalni
data, ktera se pak vyuzivaji pro identifikaci struktury a pro odhad parametrii modelu. Data mohou byt

myj. reprezentovana casovymi radami neboli 1-D diskrétnimi signaly. Systémy nebo procesy mohou
signaly vysilat jednak spontdnné nebo jako odezvu na buzeni vstupnim signdalem. Popisem systému se
vysvétluji souvislosti mezi signaly ¢i casovymi Fadami na vystupu a na vstupu. Na ilustracnim
schématu je zndzornén diskrétni systém, ktery je realizovan pomoci zpozdovacich ¢lenii z”", dale
pomoci operaci nasobenti koeficienty c, 4 a také pomoci operace scitani. Systém zpracovava vstupni
casovou Fadu x(n) a na vystup vraci casovou radu y(n).



Pro pojem signal existuje v literature cela fada definic. Pro tcely tohoto textu bude podle
[10] signal definovan jako jev fyzikdlni, chemické, biologické, ekonomické ¢i jiné materialni
povahy, ktery nese nehmotnou informaci o stavu a dynamice systému ¢i procesu, ktery jej
generuje. Je-li zdrojem informace zivy organismus, pak hovofime o biosignalech, a to bez
ohledu na podstatu nosice informace. Z pohledu matematika je mozno se divat na signal jako
na funkci v ¢ase nebo v prostoru proménnych a métitelnych velicin.

Signaly se déli podle nezavislych velicin na spojité nebo diskrétni. Rozlisuji se také podle
poctu dimenzi nezdvislych veli¢in na jednorozmémé 1-D, dvourozmérmé 2-D,
ttirozmérné 3-D, Ctyfrozmérmé 4-D a vicerozmérné N-D. U vicerozmérnych signali jde
vetsinou o statické nebo dynamické obrazy definované pomoci dvou az Ctyt ¢asoprostorovych
soufadnic, zatimco jednorozmérné signdly zpravidla reprezentuji ¢asové pribchy veli€in.
V ptipad¢ jednorozmérnych diskrétnich signalii s ekvidistantnim vzorkovanim se pak hovoii o
casovych tfadach.

Identifikaci systému se rozumi sestaveni modelu redlného systému a odhadnuti jeho
parametrt tak, aby chovani modelu odpovidalo tomu, co je v redlném svété pozorovano.
Castou aplikaci je konstrukce modelu za tdelem piedpovédi budouciho chovani systému,
ktery je modelovan. Systémy nebo jejich modely se Casto popisuji soustavami diferencidlnich
nebo diferenc¢nich rovnic. V teorii systémi a signal se velmi casto pouzivaji také
neparametrické zptusoby popisu, a to prostiednictvim charakteristik v origindlni casové ¢i
prostorové domén¢, nebo po vhodnych transformacich ve frekvencni doméné.

Z hlediska zpracovani a analyzy ¢asovych fad je mozno definovat systém jako jakoukoli
sadu procest, které ndhodné nebo systematicky ovliviiuji povahu ¢asové tady, viz piiklad
na obr. 1.2.

1.1 Vlastnosti systémii

Existuji urcité¢ dilezité vlastnosti systémil, které ma smysl vzdy vySetfovat, nebot
zjisténi, Ze systém oplyva danou vlastnosti, mize usnadnit jeho modelovani, identifikaci ¢i
popis. U systému tedy sledujeme nésledujici vlastnosti.

o  Kauzalni / nekazuzalni. Systém je kauzalni, pokud jeho vystup zavisi pouze na minulych
a soucasnych vstupnich hodnotich — v jazyce Ceském se hovoii také o pfi¢innosti a
nasledku. Kauzalitu nevySetfujeme u systému s prostorové zavislymi proménnymi — napf.
zpracovani 2-D obrazu probihd v daném systému s pouzitim vzorkid obrazu ve vsech
smérech soufadného systému. Naproti tomu v redlném cCase jsou vSechny systémy, které
ma smysl uvazovat, kauzalni, nebot’ ,as bézi pouze dopfedu” — napf. predstava
nekauzalniho finan¢niho systému, jehoz vykonnost zavisi na zitiejSi hodnoté cennych
papird, je nesmyslnd. Z uvedenych piikladii se zd4, ze se potencionalni nekauzalitou neni
ani tfeba zabyvat, ovSem pii analyze systému na zakladé casovych fad se Casto vyuziva
nahranych dat do paméti, a zavadi se tak prirozené nekauzalni operace, jako je napf.
vypocet diference casové fady, viz ptiklad systému pro detekci bodti zlomu na obr. 1.2.

o Casové invariantni / Easové proménné. Systém je ¢asové invariantni, pokud jeho odezva
¥(f) na vstupni Casovou fadu x(f) je vzdy stejnd bez zavislosti na prodlevach mezi
buzenimi. Jinymi slovy je odezva casové invariantniho systému na posloupnost
posunutou v ¢ase x(t—ty) odezvou v ¢ase stejné¢ posunutou: y(t—ty). Biologické systémy
nebo procesy nejsou ovSem kvili své adaptabilité ¢i starnuti ¢asoveé invariantni. Pouziti
casov¢ invariantniho systému pro zpracovani ¢asovych fad generovanych biologickymi
procesy je mozné jen tehdy, lze-li v omezeném Casovém intervalu, ktery je dostatec¢ny pro
danou aplikaci, zavést omezujici predpoklady. RobustnéjSim feSenim pro zpracovani



casovych tad generovanych z biologickych procest je nasazeni systémut adaptivnich, tj.
casoveé proménnych, o kterych je v této ucebnici skriptech rovnéz pojednano.

e Linedrni / nelinedrni. Linearni systémy jsou popsany linearnimi diferencialnimi nebo
diferen¢nimi rovnicemi. Vzhledem k tomu, Ze takové systémy lze pomérn¢ snadno fesit,
je Casto snahou vysSetiovat realné nelinearni systémy v urcitych oblastech jako systémy
linearni, a to pokud Ize dosahnout dostatecné presnosti takovéto aproximace. Lineéarni
systém je takovy systém, ve kterém lze uplatnit princip superpozice. Ten se matematicky
popisuje takto:

Xy (n) > W (n);

Zakxk(n)_)zakyk(n)’ (1.1)

coz je rovnice vyjadiujici odezvu na buzeni pomoci kombinace k ¢asovych fad xi(n), ktera
odpovida kombinaci vystupnich c¢asovych ftad yi(n) ziskanych pii individualnim,
nezavislém piisobeni onéch k vstupnich ¢asovych fad na linearni systém. Symbolem 7 je
v rovnicich vyjadien bezrozmérny diskrétni Cas.
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Obr. 1.2 Priklad systéemu pracujictho s diskrétnimi 1-D signaly neboli casovymi radami. Vstupni
casové rady x(n) jsou zpracovany hranovym detektorem tak, ze lze vystupni casové rady y(n) pouzit
pro detekci bodu zlomu v pitvodnich casovych radach. Hranovy detektor Ize popsat nasledujici
diferencni rovnici: y(n)=x(n+1)-2x(n)+x(n-1). Jedna se tedy o nekauzalni systém.

1.2 Linearni ¢asové invariantni systémy, konvoluce

Linearni casové invariantni (LTI — [linear time invariant) systémy disponuji
matematickymi vztahy mezi jejich vstupnimi a vystupnimi signdly ¢i casovymi fadami.
Pomoci nich lze ur¢it vystupni odezvu LTI systému na jakykoli vstup a lze také urcit vstup
systému pii pozorovani jeho vystupu. Operaci, kterd urcuje vztah mezi ¢asovymi fadami na



vstupu a vystupu LTI systému, se fika konvoluce. Pro jeji odvozeni pomoci zékladnich
matematickych operaci je tfeba ptijmout nasledujici poucku, kterou lze selskym rozumem
vyvodit z vlastnosti LTI systémt.

PRVNI POUCKA ODVOZENA SELSKYM ROZUMEM:

wZname-li odezvu LTI systému na velmi kratkou casovou radu,
miiZeme pomoci téchto velmi kratkych rad seskliadat libovolné
dlouhou ¢asovou Fadu, a odezvu LTI systému na ni pak seskladat
pomoci znamé odezvy na velmi kratkou radu.“

Nejkratsi casovou fadou, kterou je mozno pro tento ucel pouzit, je jednotkovy
impuls d(n), kterému ve spojité casové doméné odpovidd Diracova distribuce. Kombinaci
posunutych jednotkovych impulst Ize sestrojit libovolnou ¢asovou tfadu, viz obr. 1.3, cozZ je
mozno také vyjadrit nasledujici rovnici:

x(n)= .+ x(=1)5(n+1)+x(0)5(n)+ x(1)5(n —1)+ x(2)5(n - 2)...=
= > x(k)o(n—k). (1.2)

k=—0

Za predpokladu, Ze odezvou LTI systému na jednotkovy impuls d(n-k) je posloupnost
hi(n), 1ze pii aplikaci vySe uvedené poucky, odvozené selskym rozumem, vyjadiit odezvu LTI
systému na ¢asovou fadu x(n) takto:

x(n)= 2 xlk)sln—k) — yln)= D x(k)n(n) (1.3)

Protoze pro casov¢ invariantni systém mizeme jisté fici, ze jeho odezvy na Casové
posunuté jednotkové impulsy budou mit vSechny stejny pribeh a budou se lisit pouze praveé
¢asovym posunem. Muzeme tedy psat, ze:

x(n)= ix(k)§(n —k) = y(n)=x(n)*h(n)= ix(k)h(n —k) (1.4)

Posledni vyraz v rovnici (1.4) se oznacuje jako konvolu¢ni suma a operator konvoluce *
piedstavuje matematicky zplsob vypoctu odezvy LTI systému y(n) na libovolnou ¢asovou
fadu x(n) pii znalosti odezvy h(n) tohoto systému na jednotkovy impuls d(n). Tato odezva
h(n) se nazyva impulsni charakteristika systému a predstavuje jeden ze zékladnich zplsobt
neparametrick€ého popisu systému v ¢asové nebo prostorové doméng.
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Obr. 1.3 Sestrojeni casové rady x(n) pomoci jednotkovych impulsit &(n).

1.3 Linearni ¢asové invariantni systémy a periodické signaly, Fourierova
rada

Pti zkoumdani odezvy LTI systému na jednotkovy impuls byl v predchozi podkapitole
odvozen operator konvoluce a definovan pojem impulsni charakteristika. Tato podkapitola se
zabyvd odezvou LTI systétmu na harmonickou c¢asovou ftadu, kterou lze vyjadrit
v goniometrickém a exponencialnim tvaru nasledujicimi funkcemi:



f(n) =4- sin(a)fn + q)),

£n)= o), a3

kde 4 je amplituda signalu, @y je normalizovana uhlova frekvence' a ¢ je pocatecni fazovy
posuv. Pribéh harmonické Casové tfady si lze predstavit jako rotujici fazor v komplexni
roviné, pfi¢emZ rychlost jeho rotace je ddna pravé normalizovanou uhlovou frekvenci
w~=27/Ny, kde Ny predstavuje pocet vzorki harmonické Casové fady v jeji jedné periodé.
Harmonicka casova tada je nekone¢né dlouhd a ve frekvencni oblasti je jeji amplitudové
spektrum reprezentovano v jedné pulperiod¢ ¢arou na jediné frekvenci, viz obr. 1.4.

Zatimco vrovnicich (1.2) az (1.4) byla libovolnd casova tada vyjadfena pomoci
kombinace jednotkovych impulst, je v nasledujici rovnici (1.6) provedeno vyjadieni
libovolné periodické ¢asové fady pomoci harmonickych slozek.

)= Zae™ o sl S HE e (1.6)
k=(N

Takovyto rozklad se oznacuje jako Fourierova fada a kromé jejiho exponencialniho
tvaru (1.6) je Fourierova fada znama v matematické analyze také ve tvaru goniometrickém,
kde jde o rozklad periodické funkce do kombinace goniometrickych funkci. V rovnici (1.6) je
vyjadiena libovolna ¢asova tada x(n) jako linedrni kombinace harmonickych ¢asovych tad,
pricemz uhlova frekvence jednotlivych harmonickych slozek je vyjadiena jako k-nasobek
zékladni harmonické slozky s uhlovou frekvenci an=27/N. Pocet vzorki N v jedné periodé
Casové fady x(n) zaroveinl urcuje maximalni pocet harmonickych slozek ve Fourierové fad¢. Je
ziejmé, ze Fourierova fada z diskrétniho signélu je fada s kone¢nym poctem koeficientii ay.
Je-1i smé&s harmonickych slozek x(n) pfivedena na vstup LTI systému, pak jeho vystup je
podle rovnice (1.6) opét smési harmonickych slozek se stejnymi tthlovymi frekvencemi.
Jednotlivé harmonické slozky jsou nasobeny komplexnimi &isly H(¢*™), &imz dojde bud’
k zesileni, nebo k zeslabeni dané slozky a déale mize vlivem tohoto nasobeni dojit také
k posunu faze dané slozky. Na zdklad¢ rovnice (1.6) Ize tedy usuzovat, ze LTI systém
nevytvari nové frekvencni slozky, ale pouze zesiluje nebo potlacuje frekvencni komponenty
JiZ existujici ve zpracovavané Casové rade.

Zesilovani, zeslabovani a fazovy posuv harmonickych slozek zpracovavanych casovych
fad lze pro systém vyjadtit pomoci frekvencni charakteristiky G(w), které je dana jako:

! Normalizovana uhlova frekvence @ je mirou rychlosti zmény v Sasové fadé. Zatimco b&zna frekvence udava rychlost
zmény pomoci poctu cykld za jednotku Casu (1 Hertz = jeden cyklus za sekundu), Gthlova frekvence udava rychlost zmény
pomoci poctu radianti za jednotku ¢asu. Normalizovana frekvence fudava rychlost zmény pomoci poctti cykll za vzorek a
v piipadé¢ normalizované uhlové frekvence w=2nf jde o pocet radiani za vzorek. Vypocet normalizované frekvence
(cykly za vzorek) se provadi prostym vydélenim frekvence udavané v Hertzich (cykly za sekundu) vzorkovaci frekvenci
(vzorky za sekundu). Normalizovand frekvence f a normalizovana uhlova frekvence w jsou tedy bezrozmérné veliCiny a
jejich hodnoty jsou v intervalu fe<0;1>, respektive we<0;27w>. Vzhledem k zaméfeni tohoto uéebniho textu vyhradné na
casové fady a nikoli na spojité signaly, jsou zde rychlosti zmény vyjadiované pouze pomoci normalizovanych

bezrozmérnych frekvenci a ¢as n zde vystupuje pouze ve své diskrétni podobé - rovnéz bezrozmérné.



G(a))zH(e'/“')z Zh(n)e"i”’”. (1.7)

Z rovnice (1.7) lze usuzovat, Ze frekvenéni charakteristika diskrétniho systému je spojitou
periodickou funkci uhlové frekvence w. Tato funkce je ddna Fourierovou fadou s koeficienty,
které odpovidaji vzorkiim impulsni charakteristiky 4(n) popisovaného systému.

f(n) a) b)

[ (m)}]

If

I \ \

0 05 o 1 1.5 2 2.5 3 @

0

Obr. 1.4 Graficka zndzornéni harmonické casové rady a velicin, které urcuji jeji pribéh.
a) Harmonicka c¢asova rada. b) Rotujici fazor v komplexni roviné. c¢) Prvni piilperioda amplitudového
frekvencniho spektra harmonické casové rady.

Perioda frekvenéni charakteristiky s nezavislou bezrozmérnou proménnou o je 2w, pro
bezrozmérnou normalizovanou frekvenci f je perioda 1 a pro nezavislou proménnou F, kterou
je frekvence v Hertzich, odpovidd perioda frekvenéni charakteristiky hodnoté vzorkovaci
frekvence signalu Fj, ktery je systémem zpracovavan, viz ptiklad idealizované dolni propusti
na obr. 1.5.

Zpisob, jakym systém preferencné zesiluje ¢i zeslabuje urcité frekvenéni komponenty
zpracovavané Casové fady a jakym zptisobem tyto slozky fazoveé zpozd'uje, Ize jist¢ povazovat
za dllezitou soucast popisu systému. Frekvenéni charakteristika tedy vlastné tvoii popis
systému ve frekvencni oblasti.

Pro doplnéni je vhodné dodat, ze Fourierova fada diskrétni posloupnosti je totéz co
Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem (DTFT — Discrete Time Fourier Transform) této



posloupnosti, a je tedy mozné tici, ze frekvencni charakteristika systému odpovida impulsni
charakteristice tohoto systému transformované do frekven¢ni domény pomoci DTFT.

G(@)] 4
1 _— — J—
% o 4n o[-
0 I 2 f
0 F 2);“ FHz]

Obr. 1.5 Frekvencni charakteristika systému — modulova cast. Jednd se ziejmée o systém, ktery
predstavuje idedlni dolni propust. Systém propousti harmonické komponenty v dolni casti
frekvencniho spektra (zesileni je 1) a utlumuje frekvencni komponenty v horni cdsti frekvencniho
spektra (zesileni je 0) — viz také obr. 2.2. Frekvencni charakteristika je symetricka okolo
normalizované uhlové frekvence r a periodicka s periodou 2 x. Obrazek zaroven ukazuje vztah mezi
normalizovanou uhlovou frekvenci o [-], normalizovanou frekvenci f=a/2 7=F/Fs [-]

a mezi frekvenci F [Hz].

Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem DTFT by se vSak neméla zaménovat nebo
plést s diskrétni Fourierovou transformaci (DFT — Discrete Fourier Transform). Zatimco
DTFT produkuje z diskrétnich posloupnosti spojité periodické funkce frekvence, viz (1.8),
vysledkem DFT je posloupnost kone¢ného poctu vzorki DTFT, viz definice N-bodové
DFT (1.9).

0

DTFT{h(n)y=H(w)= > h(n)e ", (1.8)
DFT{h(n)}=H(w, )= Nflh(n)-e‘jzﬁn ., o, :% , k=0,1,2,..,N-1. (1.9)
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1.4 Z-transformace, prenosova funkce diskrétniho systému

Transformace Z je dalezitym matematickym nastrojem pro reprezentaci a manipulaci s
diskrétnimi posloupnostmi2. MliZzeme ji povazovat za zevSeobecnéni Fourierovy transformace
pro diskrétni systémy a signaly.

Obraz diskrétni posloupnosti v Z-transformaci je dan mocninnou fadou:

Zix(n)t= x(z)= Y x,z7", (1.10)

pri¢emz nejcastéji uvazujeme tzv. jednostrannou Z-transformaci pro nezaporné indexy n. Jak
ukazuje rovnice (1.8), neni samoucelné se Z-transformaci zabyvat, nebot’ obraz konvoluce
vykazuje zajimavé vlastnosti:

(1.11)
subst:m=n-k,

0

2o = 3 +(6)] o) -+ = x(e) (o)

k=—w

Z rovnice (1.11) vyplyvé, Ze nasobeni obrazli v Z-transformaci odpovidd konvoluce
ptvodnich posloupnosti v ¢asové nebo prostorové doméné. Tato vlastnost Z-transformace se
oznacuje jako konvolucni teorém® a obraz impulsni charakteristiky diskrétniho systému H(z)
se oznacuje jako pienosovd funkce diskrétniho systému:

o (1.12)

Z rovnice (1.10) vyplyva, Ze ptenosova funkce vyjadiuje na jednotkové kruznici |z|=1
frekvencni charakteristiku diskrétniho systému, coz muze 1épe osvétlit periodicitu frekvenéni
charakteristiky, a to zejména pfi srovnadni obr. 1.5 a obr. 1.6.

Pokud se vyjadii ptenosova funkce ve tvaru raciondlné lomené funkce a provedou se
upravy obou polynomt v Citateli a ve jmenovateli tak, aby se jednalo o polynomy s kladnymi
mocninami z, je pak mozné vyjadfit Citatel a jmenovatel pfenosové funkce H(z) pomoci
soucinu kofenovych Cinitelt:

2 Z-transformace nema nic spoleéného s tzv. z-score transformaci, ktera se aplikuje ve statistické matematice pro prevod
libovolné normalni distribuce na standardni normalni distribuci.

3 Konvolu¢ni teorém plati také pro specialni piipady Z transformace, a sice pro DTFT a DFT.
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S,
(A G = =AM (1.13)
Z .

Kofeny polynomu v Citateli se oznacuji jako nulové body pienosové funkce a kofeny
polynomu ve jmenovateli se oznacuji jako paly ptenosové funkce.

Obr. 1.6 Prenosova funkce na jednotkové kruznici |z|=1 vyjadriuje frekvencni charakteristiku systému
— zde se jedna o idealizovanou dolni propust z obr. 1.5.

Rozlozeni nul a péla v roving z je dalSim typem popisu diskrétniho systému. Vyuziva se
zejména v situacich, kdy je cilem u systému nebo jeho modelu vysetfit jeho stabilitu*. Jedno
ze dvou kritérii stability stanovuje, ze diskrétni systém je stabilni, pokud jsou vSechny poly
jeho prenosové funkce umistény uvniti jednotkové kruznice. Toto kritérium se oznacuje také
jako kritérium stability v obrazové doméng. Druhé kritérium stability diskrétniho systému je
definovano v ¢asové doméné. Podle néj je systém stabilni, pokud soucet absolutnich hodnot
vzorkl jeho impulsni charakteristiky je konecné ¢islo.

Piimou souvislost konfigurace nulovych bodd a pdéli pienosové funkce systému
s frekvenc¢ni charakteristikou systému ukazuji nasledujici rovnice a obr. 1.7.

4 Stabilitu systému je mozno vysvétlit jako jeho tendenci pfiméfené reagovat na trvajici podnét a vracet se do vychoziho

stavu po té, co podnét zanikne.

12



M

H(ejw _ni)
Glo)=H(e)=d-e/ .2
| (ejw _pi)
|G(a)] - |A| ,‘ejw(L—M)‘. 1;[‘9 —ni‘ _ |A|«1~ d () d,(0).d, (a)), (1.14)
H‘ejw _Pi‘ % (0))-(]2 (a))"‘qL (a))

Obr. 1.7 Rozlozeni nulovych bodit O a polit X prrenosové funkce systému v roviné z miize byt vyuzito
pro sestaveni odhadu priibéhu frekvencni charakteristiky, viz rovnice (1.14).

Pribéh modulové frekvenéni charakteristiky lze z konfigurace nulovych bodii a pdla
prenosové funkce odhadnout tak, Ze se pro kazdou uhlovou frekvenci @, které odpovida bod
na jednotkové kruznici |z|=1, ur¢i vzdalenosti tohoto bodu od vSech nulovych bodu d, s a déle
vzdalenosti tohoto bodu od vSech poli ¢ ;. Podil souCini téchto vzdalenosti, viz
rovnice (1.14), pak urcuje hodnotu modulové frekvenéni charakteristiky pro danou thlovou
frekvenci @w. Obdobné se postupuje také u odhadu pribehu fazové frekvenéni charakteristiky,
pficemz se zde pracuje nikoli se vzdalenostmi, ale suhly, které sviraji privodce
vySetfovanych bodi s redlnou osou.
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V uvodu této kapitoly bylo uvedeno, ze jednim ze zdkladnich zptsobti popisu diskrétniho
systétmu je diferen¢ni rovnice. Souvislost diferen¢ni rovnice s popisem systému pomoci
pfenosové funkce sice neni na prvni pohled ziejmd, ale pokud roznisobime zlomky
v rovnici (1.13):

Y(z)gai 2 =X(z) Y b2 (1.15)

koeficienty a; a b; se normalizuji tak, aby a¢=1, a aplikuje se inverzni z-transformace vcetné
vet o linearité a posunu (zde bez dikazu, podrobné viz napt. [12]), ziska se diferen¢ni rovnice
systému:

)= 3 =i} Yl (116)

1.5 Ulohy

% ULOHA 1.1 Vygetiete kauzalitu, linearitu a asovou invariantnost systéma uvedenych
v tabulce 1.1.

Tab. 1.1 Prikladové rovnice riiznych systémii a jejich viastnosti.

Rovnice systému Kauzalni? Casové invariantni? Linearni?
y(n)=x*(n-2) ANO ANO NE
y(n)=x(n+1) NE ANO ANO
n+l
y(n)= (%) *(n-19) ANO NE NE
y(n)=n-x(2n) NE NE ANO

% ULOHA 1.2 Uréete diferenéni rovnici systému s prenosovou funkei:
H(2)=0,9z / (z—0,9)

Po dlouhém vyd¢€leni polynomu polynomem dojdeme k vyrazu se zapornymi mocninami
z a inverzni Z transformaci ziskame pozadovanou diferen¢ni rovnici.

re)
X(2)

H(z)= 0’9029 =0,9+081z" +0,729z7 +..= 09"z =
z=Y, i=0

Y(2)=0,9X(2)+0,81z7" X(2)+0,7292° X (z) +...

y(n)=09x(n)+0,81x(n—1)+0,729x(n—2)+...= i 0,9 x(n —1)
i=0
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Jiny zplisob feSeni, ktery nevyZaduje obtizné déleni polynomu polynomem:

H(Z): 0,92 :&
z-09 X(2)

Y(z)(z - 0,9) = 0,9X(z)z ‘ z”
¥(z)1-09z7)=09x(z)
y(n)- 0,9y(n - l) = 0,9x(n)

% ULOHA 1.3 Vypodtdte a nakreslete frekvenéni charakteristiku jednoduchého

systému, ktery pocita diference dvou poslednich vzorka ¢asové fady a ma rovnici:
y(n)=0,5x(n)—0,5x(n—1)

Frekvencni charakteristiku je mozno vypocitat napt. DTFT impulsni charakteristiky a
vyuzit Eulerovych vztahi mezi komplexnimi exponencidlami a goniometrickymi funkcemi.
Amplitudovou frekvencni charakteristiku ukazuje obr. 1.8.

h(n)z%{ﬂ,—l}

1 1 1 1 _;
G(w)=DTFT{h(n)y ==e /" ——e 7/ =———¢/®
(@) thln)y =2 =~ el ==
I e e e
= (ez—e szje]251n[—j
2j
1 2
/ 15
0.8 1
=
08 £ os
S i
3 S
~ 04 =
LQ-O.S
o .
0.2 < !
1.5
0 : : : -2 : : :
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
o [rad] @ [rad]

Obr. 1.8 Uloha 1.3 — Modulova (vlevo) a fizova (vpravo) frekvencni charakteristika systému, ktery
pocita diference z poslednich dvou vzorkii casové rFady na vstupu.
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% ULOHA 1.4 Vypodtdte a nakreslete frekvenéni charakteristiku jednoduchého
systému, ktery pocita praméer dvou poslednich vzorkl ¢asové fady a ma rovnici:
y(n)=0,5x(n)+0,5x(n—-1)

Frekvencni charakteristiku je mozno vypocitat napi. DTFT impulsni charakteristiky a
vyuzit Eulerovych vztahi mezi komplexnimi exponencidlami a goniometrickymi funkcemi.
Amplitudovou frekvencni charakteristiku ukazuje obr. 1.9.

)= tr141)

1 2
15
0.8}
— 1
=
06} = 05
S = o
ol S
>~ 04 —
0.5
N
00 1
0.2} Q
1.5
0 : : : 2 : : :
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
o [rad] o [rad]

Obr. 1.9 Uloha 1.4 — Modulovd (vlevo) a fizovd (vpravo) frekvencni charakteristika systému, ktery
pocita pruméry z poslednich dvou vzorkii casové rady na vstupu.

1.6 Shrnuti

V uvodni prvni kapitole bylo ukdzano, ze diskrétni systém lze jednoznacné popsat nejen
diferenéni rovnici, ale také jeho impulsni charakteristikou #A(n), jeho frekvenéni
charakteristikou G(w), jeho ptenosovou funkci H(z) nebo konfiguraci nulovych bodi »; a poli
pi jeho prenosové funkce. Dale byly také ukazany souvislosti a transformace mezi
jednotlivymi zplsoby popisu. Ze znalosti diferencni rovnice by tedy nemélo Ctenafi Cinit
problém sestavit pfenosovou funkci systému, k ni urcit rozlozeni nulovych bodl a pélt v
komplexni roving z a zjistit, zda je systém stabilni.
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2 Linearni filtrace

Filtraci se oznacuji takové operace, které vedou k oddéleni uzite¢né a rusivé slozky nebo
také ke zvyraznéni dilezitych slozek ¢asovych fad, jez jsou predmétem zpracovani ¢i analyzy.
Termin filtrace sdm o sobé upozoriiuje na fakt, ze cilem je urcité slozky propustit ¢i zesilit a
zaroven utlumit ty ostatni.

V ptedchozi kapitole bylo uvedeno, ze LTI systém miZe pozadovanym zplisobem meénit
frekvencéni slozeni zpracovavanych casovych fad. Takovyto systém, algoritmus nebo
program, miize byt oznacen také jako filtr a jeden z mnoha zpiisobil jeho realizace pomoci
operaci s¢itani, nasobeni a pomoci zpozd'ovacich ¢lent z”' je ukazan na obr. 2.1. Je vidét, Ze
koeficienty realizace diskrétniho systému souviseji pifimo s koeficienty v jeho diferen¢ni
rovnici (1.16). Vyssi z ¢isel M a L udava vyssi stupent z obou polynomi v rovnici (1.13) a
oznacuje se jako Fdd filtru.

x(n) .

OBNOBNONBIOEINCO

- S f——] 7 f—o— ;1 =

Obr. 2.1 Realizace filtru/programu/systemu primou formou. Realizacni schéma i rovnici (1.16) je
mozno interpretovat tak, ze LTI systém (nebo LTI filtr) uchovava v paméti starsi vzorky casovych rad
na vstupu i na vystupu a jejich linedarni kombinaci pocita vzorky casové rady na vystupu.

Mohlo by se na prvni pohled zdat, ze filtrovani ve frekvencni doméné umoziuje
libovolné tlumit nezddouci harmonické slozky casovych tad. Pro tyto operace ve frekvencni
doméné vSak existuji uréitd omezeni, protoze mohou jednak zplsobovat podstatné oscilace
v prenosové funkci filtru a dale mohou byt pficinou nezddoucich pifechodovych déji v ¢asové
doméné. Filtrovani harmonickych slozek proto nelze ani v digitdlnim svété fesit idedlnimi
filtry. Stanoveni typu ideélniho filtru je vSak vychozim bodem pro sestaveni realného filtru,
jehoz frekvencni charakteristika se obvykle blizi ideadlnimu tvaru.

Na obr. 1.5 a obr. 2.2 jsou frekvencni charakteristiky idealniho filtru typu dolni propust,
jehoz ucelem je zbavit ¢asové fady rusivych slozek o vysokych frekvencich. Filtrace horni
propusti se vyuziva, pokud rusivé slozky ¢asovych tad vykazuji nizsi frekvence nez slozky
uzitetné. Pokud uzitecné slozky Casové tady lezi v ur€itém frekvencnim pasmu, pouZzije se
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pro jejich vybér filtr typu pasmova propust. Pro odstranéni tuzkopasmového ruseni pak slouzi
filtr typu pasmové zadrz, viz obr. 2.3.

a) b)
sin(t)
6(t) &
Q¢
)
8
<
[N
o
Q
8
[}
=]
(S
— [dealni filtr —> AAAA /\v/\vl\vl\vl\‘/\\lhU Uﬂv/\vl\vl\v:\v/\v/\vl\ AAA.

A A A

i i i
1 1 1 =5
1 1 1 [¢)
1 1 1 —~
‘ ' ' :
C) d) e) 5(
(o
Q
1 x - :
— :::‘
(]

Obr. 2.2 Idealni filtr typu dolni propust by v pripadé své existence kompletné odstrarnoval
vysokofirekvencni slozky a ponechaval by beze zmény nizkofrekvencni slozky zpracovavanych casovych
fad. Takové chovani odpovida obdélnikové frekvencni charakteristice d), a to véetné zapornych
frekvenci. Vystup filtru ve frekvencni oblasti je dan soucinem obrazu casoveé rady a frekvencni
charakteristiky filtru e). Odezva takového systému v casové oblasti — impulsni charakteristika b) — na
Jednotkovy impuls a) brani v existenci takového systému, nebot odezva je nenulova pro casy t<0.

V analogovem svete nelze idedlni filtr realizovat, ponévadz jde o nekauzalni system. V digitalnim sveéte
nelze idealni filtr realizovat, ponévadz impulsni charakteristika pro sviij rozsah od - do +o vyzaduje
nekonecnou pamét a frekvencni charakteristika obsahuje nekonecné strmé nabézné a sestupné hrany.
Na obrazku jsou frekvencni charakteristiky a spektra zndzornéna jen ilustrativne, bez fazovych casti.

2.1 Kiasifikace filtrii podle algoritmu (AR, MA, ARMA)

Horni ¢ast schématu na obr. 2.1 ptedstavuje nerekurzivni Cast realizace filtru, tj. ¢ast, ve
které je pro vypocet vzorku casové fady y(n) na vystupu potieba pouze zpozdénych hodnot
vstupni ¢asové fady x(n). Na opacné strané realizaéniho schématu se ve vypoctu vystupni
casové tady y(n) uplatnuji jeji pfedchozi vzorky — jednd se tedy o rekurzivni Cast filtru se
zpétnymi vazbami.

Budou-li koeficienty @; v rovnici (1.16) nulové pro vSechna >1, filtr bude nerekurzivni a
bude reprezentovan pouze koeficienty b;. Takovy filtr bez zpétné vazby dava na vystup
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vazeny prumér z kone¢ného poctu M+1 poslednich vzorkl ¢asové fady na vstupu, a proto se
casto oznacuje jako MA filtr (moving average)’.

Budou-li koeficienty b; nulové pro vSechna i>1, filtr bude rekurzivni a bude
reprezentovan pouze koeficienty by a a;. Takovy filtr se oznacuje jako AR filtr
(autoregressive). Vystup autoregresniho filtru zavisi pouze na aktudlni hodnoté vstupni
casové fady a dale na kone¢ném poctu L starSich vzorkd casové fady na vystupu.

G ¥ G
1 1 _
T 0 ® 2n o T 0 ® 2n »
b) d)
IfoO)I IGSCO)\
1 1
] .
T 0 n 2n » T 0 ® 2« p

Obr. 2.3 Amplitudové frekvencni charakteristiky a) idealni dolni propusti,
b) idealni pasmové propusti, c) idealni horni propusti a d) idealni pasmové zadrze.

Pokud filtr obsahuje ve svém algoritmu rekurzivni i nerekurzivni ¢ast, tj. alespoil jeden z
koeficientli b; proi>1 je nenulovy a soucasn¢ alespont jeden z koeficientii a; pro i>1 je
nenulovy, pak se hovoti o filtru ARMA (autoregressive moving average). Pro uplnost je nutné
dodat, Ze i ARMA filtr je vzdy rekurzivni — obsahuje zpétnou vazbu.

Prenosova funkce filtru ARMA ma tvar racionaln¢ lomené funkce, viz (1.13). Lze-li tuto
prenosovou funkci zjednodusit kracenim zlomki tak, ze vysledkem déleni je pienosova
funkce ve tvaru s polynomy nizsiho fadu, pak lze fici, ze obé verze pienosové funkce pred
kracenim a po kraceni popisuji dva filtry s podobnymi vlastnostmi, avSak s riznymi
realizaCnimi algoritmy. Prostym vydélenim raciondlné¢ lomené pienosové funkce filtru
ARMA lze ve vybranych ptipadech dospét k pienosové funkci filtru AR nebo i k pfenosové
funkei filtru MA. Z tohoto lze usuzovat, Ze filtry s velmi podobnymi vlastnostmi lze
realizovat zcela rozdilnymi algoritmy — napf. filtr ARMA se zpétnymi vazbami a filtr MA bez
zpétnych vazeb v uloze 2.2.

5 Piestoze MA filtr pracuje s M+1 vzorky, jeho fad je M, nebot’ fad neurCuje pocet koeficientl filtru, ale pocet jeho

zpozd'ovacich ¢lent.
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2.2 Klasifikace filtrii podle impulsni charakteristiky (FIR, IIR)

V literatute zabyvajici se zpracovanim a analyzou diskrétnich signald se obvykle vyuziva
jiné tiidici terminologie nez AR, MA, ARMA. Systémy nebo filtry se zde nedéli podle toho,
zda vyuzivaji rekurzivni ¢i nerekurzivni algoritmus, nybrz podle charakteru jejich impulsni
charakteristiky. Rozeznavaji se jednak filtry typu FIR (finite impulse response) s kone¢nou
impulsni charakteristikou a dale filtry typu IIR (infinite impulse response), jejichz impulsni
charakteristika je nekonecna, tj. odezva filtru na jednotkovy impuls je nenulova pro n—o. Pro
FIR filtry plati stejnd pravidla jako pro vyse uvedené systémy MA. Pod oznaceni IIR se pak
fadi vétSinou systémy AR 1 systémy ARMA, nebot’ pokud ¢asova fada na vystupu filtru zavisi
na svych ptedchazejicich vzorcich, bude zfejmé odezva na jednotkovy impuls nekonecnd, i
kdyz tomu tak ve zvlastnich ptipadech byt nemusi.

PtestoZe je zde patrny prekryv klasifikaci AR, MA, ARMA a IIR, FIR, neni tento piekryv
uplny, nebot’ 1ze navrhnout filtr ¢i systém, ktery sice bude mit svou rekurzivni ¢ast, a piesto
bude mit jeho impulsni charakteristika konecny pocet vzorkas. V literatufe vénujici se
oblastem identifikace, navrhu i realizace filtri ¢i jinych diskrétnich systémi prevazuje
klasifikace filtri na FIR a IIR, zatimco pro modely procest generujicich data ndhodné povahy
je v literatuie zavedené vyuziti klasifikace na AR, MA, ARMA, ktera je spojovana se jmény
statistikii George Boxe a Gwilyma Jenkinse.

2.3 Filtry s konecnou impulsni charakteristikou

Filtry skone¢nou impulsni charakteristikou se realizuji obvykle nerekurzivnim
algoritmem. Tyto filtry svou diferencni rovnici odpovidaji MA systémim a byvaji Casto
oznacovany také jako nerekurzivni filtry nebo konvolu¢ni filtry. Pojem moving average
vcelku jasné osvétluje funkci MA nebo FIR filtru, nebot’ na vystup dava vazeny primeér M+1
poslednich vzorkii ¢asové fady na vstupu. Rovnice (2.1) ukazuje, ze realiza¢ni koeficienty b,
FIR filtra, které vlastné¢ tvoii vahy vysledného vazeného priméru, odpovidaji pfimo
hodnotam impulsni charakteristiky A(n).

y(n)=b,.x(n)+b,.x(n—1)+b, . x(n-2)+...+b, . x(n—M)=

- ibk x(n—k)=|subst: b, =h(n)| =h(n)*x(n) (2.1)

Ptenosova funkce FIR systémli ma polynomidlni tvar, viz rovnice (2.2), z ¢ehoz lze
usuzovat, ze M nulovych bodid bude rozmisténo kdekoli vroviné z (obvykle pfimo na
jednotkové kruznici |z|=1) a M-nasobny pol bude v pocatku roviny z, tj. ve stfedu jednotkové
kruznice. FIR filtry jsou tedy vzdy stabilni.

(z) _ [1G-n) 2.2)

Y
=Np .zr=4=
X(z) Z k-2 M

k=0 z

H(Z)z

6 Filtr s rekurzivnim algoritmem miiZe ve zvlastnich piipadech vykazovat kone¢ny pocet vzorkli impulsni charakteristiky, a
to tehdy, je-li zajisténo, aby se v uréitych taktech vzajemné vyrusily piispévky zpétnovazebni smycky s ptispévky z

nerekurzivni ¢asti filtru.
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Kromé¢ zarucCené stability je dal$i vyhodou FIR filtrGi také moznost dosaZzeni piesné
linearni fazové frekvencni charakteristiky, coz je Casto pozadovana vlastnost. Vykazuje-li
totiz filtr linedrni fazovou charakteristiku, dochazi pii zpracovani casové fady takovym
filtrem ke shodnému tzv. skupinovému zpoZdéni’ jednotlivych harmonickych komponent,
atvar Casové fady tak neni zkreslen. Linearni fazova charakteristika je zarucena v ptipadé
symetrické nebo antisymetrické impulsni charakteristiky, tj. pokud je splnéna podminka
osoveé nebo bodové soumérnosti podle rovnice (2.3).

h(n)zih(M—n), n=0,1,2,...M. (2.3)

Filtry s linedrni fazovou charakteristikou vykazuji specifické rozlozeni nulovych bodu,
nebot je-li H(ny)=0, pak i H(1/n)=0. Pokud se jednd navic o systém s realnymi koeficienty,
pak plati také, ze komplexné sdruzené n;* a 1/mi* jsou rovnéz nulovymi body pienosové
funkce, a tedy nulové body takového filtru se vyskytuji hned ve ¢tveficich, viz obr. 2.4.

Pro navrhy filtrii FIR se uziva celad fada metod, jejichZ piehled vcetné detailnich postupi
1ze nalézt napt. v [12] a [14]. Zakladni a pfimocCarou metodou je navrh zadanim pribéhu
modulové frekvenéni charakteristiky. Po ekvidistantnim vzorkovéani pozadované frekvencni
charakteristiky G(@x) v N bodech® se aplikuje inverzni DFT, kterou je vypoctena impulsni
charakteristika A(n):

RS j2mk/N
Hn)=1 2.6 ( j - (24)

Modulova frekvencni charakteristika vysledného filtru G(w) interpoluje ptesné vSech N
zadanych vzorki, nicméné jeji pribéh mezi nimi nelze nijak ovlivnit. Jsou-li pozadovany
strmé prechody mezi propustnym a nepropustnym pasmem, jsou ve vysledné frekvenéni
charakteristice patrné vyznamné oscilace, viz obr. 2.5. Pravé témito oscilacemi se odliSuje
vysledna frekvencni charakteristika od jejiho pozadovaného idealniho pribéhu.

Aby byla impulsni charakteristika navrhovaného filtru /(n) redlnéa a kauzalni, je tieba pfi
vzorkovani pamatovat na symetrii amplitudové i fazové frekvencni charakteristiky. Pro sudé a
liché pocty vzorkl a dale pro symetrickou a antisymetrickou /(n) je mozno z rovnice (2.4)
odvodit ¢tyti typy FIR filtrti s linearni fazi, viz tab. 2.1.

Alternativné lze pii navrhu zadat vypocetnimu programu (napf. Matlab, Signal
processing toolbox) pouze vzorky redlné modulové frekvencni charakteristiky a fazovou
charakteristiku ponechat nulovou ve vSech vzorcich. Vyslednou impulsni charakteristiku je
pak nutno kauzalizovat, tj. pfeusporadat poradi jejich vzorkt, jak bude ukézano v fesené uloze
na konci kapitoly.

7 Zaporna derivace fazové frekvenéni charakteristiky filtru podle thlové frekvence se nazyva skupinové zpozdéni filtru. Pii
linearni fazové charakteristice je skupinové zpozdéni konstantni — nezéavislé na frekvenci jednotlivych harmonickych
slozek. FIR filtr fadu M s linearni fazi ma skupinové zpozdéni M/2, a zpozdi tedy filtrovanou ¢asovou fadu o M/2 vzorka.

8 Vzhledem k periodicité frekvenéni charakteristiky jsou hodnoty G,() totozné pro k=0 a pro k=N. Rad vysledného FIR
filtru ziskaného po N-bodové inverzni DFT bude M=N-1.
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Obr. 2.4 Priklady rozlozeni nulovych bodii a poli ¢tyr riiznych realnych FIR filtrii. U nulovych bodit
lze pozorovat specifické rozlozeni, nebot se vyskytuji v komplexné sdruzenych
a reciprocnich parech.

1.4

Obr. 2.5 Modulova frekvencni charakteristika FIR filtru typu dolni propust metodou vzorkovani
frekvencni charakteristiky. Cary a tecky v grafu predstavuji 15 vzorkii idedalni horni propusti a tlustd
cara predstavuje amplitudovou charakteristiku vysledného filtru.
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Tab. 2.1 Ctyri typy FIR filtrii s linearni fazovou frekvencni charakteristikou.

Impulsni pocet vzorku
charakteristika N (@) Typ
N-3
Jjo(N-1) 2
SN N1 & (N-]
h(n) = + h(N-1-n) Lichy e ? h( 5 j+2 h(T—kJCOS(wk) 1
k=1
N-3
: _je(N-1) T N
By =+ h(N-1-n)  Sudy . ZZh[?—kjcos(a)(k——D 2
k=1
() 2]
h(n) = — h(N-1-n) Lichy e—/[ : -JZZZ:;,(NT* _ Jsm(wk) 3
k=1
) _j[a)(}\/—l)_ﬁ} % N 1
W=~ hN-1-n)  Sudy S 2Zh(?—kjsin(a)(k—zn 4
k=1

2.4 Filtry s nekonecnou impulsni charakteristikou

Filtry s nekone¢nou impulsni charakteristikou se realizuji vZzdy rekurzivnim algoritmem.
Tyto filtry svou diferen¢ni rovnici odpovidaji AR nebo ARMA systémim. Pfenosova funkce
IR filtrGh ma tvar racionalni lomené funkce, viz rovnice (1.13), z ¢ehoz lze usuzovat, ze u
téchto systémui bude vzdy nutné vySetfovat jejich stabilitu. Filtry IIR nemaji linearni pribch
fazové frekvencni charakteristiky, a tak mohou zkreslovat zpracovavané Casové fady i
v propustnych pasmech.
bud’ interaktivnim rozmistovanim nulovych bodi a pold, nebo se pouzivaji optimalizaéni
metody podle pozadované frekvencni charakteristiky, které vedou na feSeni soustavy
nelinedrnich rovnic. Pfi dostupnosti potfebného softwarového vybaveni (napi. Matlab a
Signal processing toolbox) lze pro nejrychlejsi ndvrh IIR filtru vyuzit pfistupu zalozeného na
podobnosti s analogovymi filtry®, pro které existuji tabulkové definice normovanych dolnich
propusti. Vyhodou IIR filtrli oproti FIR filtrim je moZnost dosazeni mnohem strmé&jSich
pfechodi mezi propustnym a nepropustnym pasmem pii stejném fadu filtru, viz obr. 2.11.
Tuto vyhodu je mozné vyjadrit také jako schopnost dosahovat mens$ich zpozdéni IIR filtry nez
FIR filtry pfi stejnych pozadavcich na tvar frekvencni charakteristiky.

® 'V minulosti, kdy se vétSina soudastek realizovala analogovymi obvody, bylo standardizovdno né&kolik typti filtrii
pojmenovanych podle svych objevitelti: CebySeviv filtr, Butterworthiv filtr, Besseliv filtr, elipticky Caurerdv filtr aj.
Pfevod analogového filtru na digitdlni muze byt zaloZen na a) nalezeni ekvivalence mezi diferencidlem a kone¢né malym
ptirtistkem, b) impulzné invarian¢ni transformaci, c) bilinearni transformaci (Skalicky, 1995). Dale se jesté aplikuji
frekvenéni transformace, aby mohly byt z normovanych dolnich propusti odvozeny i filtry s jinou konfiguraci propustného

a nepropustného pasma.

23



2.5 Ulohy

% ULOHA 2.1 Pan Josef Vdoletek se piistéhoval do obce, jejiz zastupitelstvo pied
casem schvdlilo budoucim sousediim pana Josefa vystavét a provozovat autolakovnu piimo
v uli¢ni zastavbé (realitni kancelaf na tento fakt pana Josefa pro jistotu neupozornila). Odbor
zivotniho prostfedi obce s vyS$i plisobnosti na Cetné stiznosti kvili zdpachu linoucimu se
pravideln¢ zlakovny sice reagoval provedenim mistniho Setfeni, avSak opozdénymi
kontrolami nebyly nikdy zjistény nadlimitni koncentrace zapachajicich latek v okolnim
ovzdusi, nebot’ provozovatelé lakovny stihli vzdy v pravy vcas uvést veskerou ndkladnou
filtraci do chodu. Pan Josef Vdolecek se proto rozhodl vzit v§e do svych rukou, poftidil si
certifikovany chemicky plynovy analyzator a ovzdusi na svém dvorku pribézné monitoroval
a to tak, Ze kazdou hodinu zméfil koncentrace zapachajicich latek a zapsal si je do seSitu
v programu MS Excel pro pozdgjsi analyzu. Jev, ktery sledoval, se vSak skladal z vice
komponent, nebot’ zapach vypoustéla v kratkych intervalech s primérnou periodou 4 hodiny
(opravy karosaiskych dili) jednak lakovna a ddle ke koncentracim zapachajicich latek
ptispivaly i pozvolné déje s primérnou periodou 12 hodin (provoz tovaren) od vzdalengjSich
producentt zapachu.

Ukoly:

a) Navrhnéte FIR filtr pro odstranéni rusivé slozky v ¢asové fadé reprezentujici monitoring
udaji o koncentraci zapachajicich latek na dvorku pana Josefa. Volte filtr s polynomem
takového tadu, aby zpozdéni filtru bylo maximalné 10 hodin.

b) Navrzeny filtr popiSte impulsni charakteristikou a diferen¢ni rovnici.

¢) Vykreslete frekvenéni charakteristiku navrzeného filtru.

d) Zkontrolujte linearitu fazové charakteristiky a urcete skupinové zpozdéni filtru.

e) Je nutné u tohoto typu filtru kontrolovat stabilitu?

Ptislusny program pro Matlab je na obr. 2.11.

a) Volime filtr s nejvy$$im moznym faddem, ktery ndm jest€¢ umozni pozadované skupinové
zpozdéni: M = r-2=20. PocCet vzorkli frekvencni charakteristiky: N=M +1=21. Rusiva
slozka casové fady urcené k filtraci ma delsi periodu nez slozka uzite¢na — filtr tedy bude typu
horni propust. Rozvahu ve frekvenéni doméné a navrh filtru ukazuji komentované
obrazky 2.6 a2.7.

b) Viz obr. 2.8.

¢) Viz obr. 2.9.

d) Fazova charakteristika je dle ocekavani linearni — impulsni charakteristika vykazuje
sudou/lichou symetrii. Body zlomu odpovidaji nulovym bodim pifenosové funkce. Odecteni
skupinového zpozdéni z grafu je na obr. 2.9.

e) FIR filtry jsou vZdy stabilni, nebot’ obsahuji pouze nasobné pdly v pocatku. Pro zajimavost
je rozlozeni nulovych bodt ukazano na obr. 2.10.
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Obr. 2.6 Uloha 2.1 — rozvaha ve frekvencni doméné. Normované iihlové frekvenci 2z odpovidd
vzorkovaci frekvence — zde vyjadieno pomocit vzorkovaci periody. Dalsim délenim frekvencni osy
(prrerusované cary) jsou orientacné vyznaceny periody jevii a nakonec tenkou tlustou carou naznacen
idealni priibeh amplitudové frekvencni charakteristiky.

w [rad]

Obr. 2.7 Uloha 2.1 — ndvrh horni propusti vzorkovéanim frekvencni charakteristiky. Pozadovand
modulova frekvencni charakteristika je symetrickad podle 10. vzorku.
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Obr. 2.8 Uloha 2.1 — impulsni charakteristika navrzeného FIR filtru. Jeho diferencni rovnice:
y(n)=hpx(0)+hx(1)+...+hyx(21),
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Obr. 2.9 Uloha 2.1 — modulovd (nahore) a fizova (dole) frekvencni charakteristika navrzeného FIR
filtru. Z grafu fazové charakteristiky Ize odecist jeji smérnici, a urcit tak skupinové zpozdeni, které je
v tomto pripadé deset vzorkovacich intervali, tj. 10 hodin.
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Obr. 2.10 Uloha 2.1 — rozlozeni nulovych bodii a polii navrzeného filtru FIR.

=
[0)]
Il
'_\
~
o°

vzorkovaci perioda je jedna hodina
nejkratsi perioda ve sledovanem deji

ma tedy 2 hodiny

prumerna perioda sledovaneho deje je 4 h
prumerna perioda rusiveho deje je 12 h

o° o° o°

o°

Gd = zeros(1l,21); % rad filtru M=20, delka char-stik N=21
% F(10) odpovida pi rad/s - misto symetrie
% a deje s periodou 2 h
% F(5) odpovida dejum s periodou 4 h
% F(5/2) odpovida dejum s periodou 8 h
% F(5/3) odpovida dejum s periodou 12 h
Gd(5:18) = ones(1,14);

o

vynulovane jsou: (0=21),1,2,3 a 20,19,18
tj. 4 vzorky z kazde strany jedne periody
frekvencni char-ky

o

o°

h = 1fft(Gd);

o°

inverzni DFT
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o°

kauzalizace imp. char-ky
prehoz. leve a prave poloviny posloupnosti

o\

h = [h(ceil(length(h)/2)+1l:end) h(l:ceil (length(h)/2))1;
figure; % vykresleni impulsni char-ky
stem([0:1length(h)-1],h);

xlabel('n'); ylabel('h(n)'");

[G,w]l=freqgz (h,1, 'whole',1024);

vypocet ,spojite“ frekv. charakteristiky
komplexni frekv. char-ka G bude definovana
na 1024 vzorcich a intervalu omega=0..2pi

o° o°

o°

o°

figure, vykresleni frekvencni charakteristiky

plot (w,abs (G), 'k");

wk = linspace(0,2*pi-(2*pi)/21,21);

uhlove frekvence, na kterych byla G vzorkovana
neboli uhlove frekvence,

na kterych je definovana Gd

o° oP

o

hold on; % vykresleni vzorku Gd do stejného grafu jako G
stem (wk, Gd) ;

xlabel ('w'); ylabel ('|G(w)|");

figure; % vykresleni fazove frekv. char-ky

plot (w,angle(G), 'k'");

xlabel ('w'); ylabel ('arg(G(w)) ")

sys = filt(h,1); % definice objektu typu LTI filtr

figure, pzmap(sys); % vykresleni nulovych bodu a polu

Obr. 2.11 Uloha 2.1 — ieseni v Matlabu.

% ULOHA 2.2 Je dan filtr s prenosovou funkei H(z)=(z 2~z )/(1-z72).
Otazky:

a) Jedna se o filtr FIR nebo IIR?
b) Je tento filtr stabilni?

7?2z 24—1__&2+122—0 (z+j)z—J)

H = = = =
(Z) 1-z72 z6-z* 24(22 —1) z*
<H@)=Z2_i6=22@+22kf]2)=24+z4.
1-z 1-z

Po kraceni polynomii byla ziskdna pfenosova funkce ve tvaru jediného polynomu. Jedna
se tedy o filtr FIR, ktery je vzdy stabilni. Zarucenou stabilitu lze odvodit také z kracené
prenosové funkce ve tvaru soucinu kofenovych Ciniteld, ktera ma dva nulové body (n;=—,

np=+j) a Ctyfnasobny pol v pocatku (p;_4=0).

Pokud by byl filtr realizovan podle plivodni nekracené prenosové funkce, tj. s algoritmem
ARMA, neslo by zarucit stabilitu takového filtru, nebot’ vzhledem k pélim (ps=1, ps=—1) by

se takto realizovany filtr nachazel na mezi stability.
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% ULOHA 2.3 Navrhnéte pro pana Josefa Vdoletka, se kterym jste se seznamili
v uloze 2.1, IIR filtr 20. fddu a porovnejte jeho vlastnosti s FIR filtrem. Upozornéte pana
Josefa na eventudlni obtize vyplyvajici z pouziti IIR filtru.

Ptislusny program pro Matlab je na obr. 2.13. Frekvenc¢ni charakteristika Butterworthova
IIR filtru 20. f4du je na obr. 2.11 a rozlozeni nulovych bodi a péli je na obr. 2.12. Pana
Josefa Vdolecka je tieba upozornit na nelinearitu fazové frekvencni charakteristiky, diky které
se jednotlivé harmonické slozky zpracovavané Casové fady dostanou na vystup s riiznym
skupinovym zpozdénim, a dojde tak ke tvarovému zkresleni vystupni ¢asové fady.

1.4

1.2} 2

w | W

0.6 |

G()

041 :

0.2 ] | | | | \ | 8

Nelinearni prub€h
2 /| b

\

Arg (G(w)) [rad]

-4 ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 S 6 7

()

Obr. 2.11 Uloha 2.3 — modulova (nahoie) a fizovd (dole) frekvencni charakteristika IIR
Butterworthova filtru typu horni propust 20. radu. V grafu fazové charakteristiky Ize sledovat jeji
nelinedarni pribeh.
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Obr. 2.12 Uloha 2.3 — rozlozeni nulovych bodii a polii
1IR Butterworthova filtru typu horni propust 20. radu.
%%% ULOHA 2.3 %%%%%% IIR BUTTERWORTHUV FILTR - HORNI PROPUST

wcutoff = 1.1968/pi; % cut-off se zadava v intervalu 0..1,
% kde 1 odpovida polovina vzorkovaci frekvence

[b,a] = butter (20,wcutoff, 'high'); % koeficienty Butterworthova
filtru 20. radu, horni propust

oe

sys = filt(b,a); % definice objektu typu LTI filtr
figure, pzmap(sys); % vykresleni nulovych bodu a polu

[G,w]=freqgz (b,a, "'whole',1024); % komplexni frekvencni char-ka

ylabel (' |G(w)|");

figure, plot(w,abs(G),'k'); xlabel('w');
('w'); ylabel('arg(G(w))");

figure, plot(w,angle(G),'k'); xlabel
Obr. 2.13 Uloha 2.4 — FeSeni v Matlabu.
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2.6 Shrnuti

Ve druhé¢ kapitole byl piedstaven koncept linearni filtrace pomoci LTI systému, které se
oznacuji jako filtry, nebot’ selektivné vybiraji ze zpracovavanych casovych fad pozadované
frekvencni slozky a jiné tlumi. Kazdy filtr je jednoznaéné popséan svou impulsni
charakteristikou 4(n). Odezvu filtru na libovolnou ¢asovou fadu x(n) je mozno vypocitat
pomoci diskrétni konvoluce: y(n)=x(n) * h(n) a dale také pomoci diskrétni Fourierovy
transformace: y(n) = DET {X(®) - H(w)}=DFT"'{ DFT{x(n)} - DFT{h(n)} }. Pokud ma
impulsni charakteristika filtru kone¢ny pocet vzorki, oznacuje se filtr zkratkou FIR, je vzdy
stabilni a mize byt navrzen tak, aby jeho fazova frekven¢ni charakteristika byla linearni.
Filtry s nekone¢nou impulsni charakteristikou pak oznacujeme jako filtry IIR a tyto nemaji
linearni fazovou frekvenéni charakteristiku, avSak poskytuji strméjsi prechod mezi
propustnym a nepropustnym pasmem, nez je tomu v piipad¢ FIR filtrd stejného tadu. Podle
realiza¢niho algoritmu délime filtry na MA, AR a ARMA. Filtry MA neobsahuji zadné
zpétnovazebni smycky se zpozd’'ovacimi ¢leny - na rozdil od filtri AR a ARMA. Zatimco
prenosova funkce filtru MA ma ryze polynomidlni tvar, u filtrit AR a ARMA je pfenosova
funkce popsana racionalni lomenou funkci. Obsahuje-li realiza¢ni algoritmus jakéhokoli filtru
zpétné vazby se zpozd'ovacimi €leny, je vzdy nutné kontrolovat jejich stabilitu.
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3 Kumulaéni zvyrazinovani uzite¢né slozky ¢asovych rad
v Sumu

V této kapitole jsou probrany techniky pro analyzu ¢asovych fad v ¢asové doméné, které
slouzi pro zvyrazitovani uzitecné slozky dat skryté v Sumu. Tyto techniky se oznacuji také
jako zvySovani poméru signdlu k Sumu, metoda kumulacnich soucti nebo jednoduse
kumulace ¢i pramérovani (signal averaging). Jejich pouziti je obvykle svazano
s nasledujicimi pfedpoklady:

[um—

Uzite¢na a rusiva slozka (Sum) nejsou navzajem korelovany.

2. Casové fady maji bud’ repetiéni povahu, anebo se jednd o opakovani méfeni
s konzistentni uzitecnou slozkou.

Rusiva slozka je aditivni Sum.

4. Sum je generovan ndhodnym procesem s nulovou sttedni hodnotou.
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Obr. 3.1 Prikladova aplikace kumulacniho zvyraziovani uzitecné slozky casové rady skryté v Sumu —
hmotnostni spektrometrie pri identifikaci neznamych latek v analytické chemii. Proméreni
hmotnostniho spektra iontit se opakuje obvykle 100 — 1000 krdt a vysledna posloupnost spektralnich
Car je pocitana jako priumer ze vSech ziskanych mereni.
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Kazdy z téchto ptredpokladi byva v redlnych aplikacich do jisté miry nesplnén, avsak i
v takovych ptipadech se kumulac¢ni techniky pro zvyraznéni uzitecné slozky casovych fad
v Sumu diky své robustnosti obvykle osvédcuji. Piikladové aplikace jsou ukazany na obr. 3.1

ana obr. 3.2.
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Obr. 3.2 Prikladova aplikace kumulacniho zvyraziiovani uzitecné slozky casové rady skryté v Sumu —
zrakové evokované potencidly v neurologii. Podil amplitudy evokované odpovedi k amplitudé bazalni
aktivity centralniho nervového systéemu se odhaduje na desetiny az jednotky procent. Mnohocetnym
vybavenim stejného zrakového, sluchového, motorického nebo somatosenzorického podnéetu je mozno
diky kumulacnim technikam oddélit evokované odpovédi od nahodné EEG a EMG aktivity. Jako
doporuceny pocet repetic se uvadi cisla radove od desitek do tisicii [2]. V prikladu na obrazku

odpovida zaporny cas dobé pred stimulem a kladny cas odpovida dobé po stimulu.

3.1 Pomér signalu k Sumu SNR

Kvantifikované hodnoceni poméru uzitecné slozky casovych tad (signalu) a slozky rusivé
(Sumu) se obvykle oznacuje jako pomér signalu k Sumu (SNR — signal-to-noise ratio) a
vychazi se pfitom z amplitudy nebo vykonu kazdé z téchto slozek. Pritmérny vykon Casové

fady lze vyjadtit jako Casovy pramér ¢tvercti amplitud (ms — mean squared amplitude):
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Po odmocnéni vykonu ziskame tzv. efektivni amplitudu (rms — root of the mean squared
amplitude):

1 >
=.|— : 3.2
rms, N x(n) (3.2)
Pomér signalu k Sumu SNR se obvykle uvadi pomoci logaritmické decibelové stupnice:

SNR =101log, st
=10log,,— == dB (3.3)

Sum
a alternativng lze pomoci substituce ms = rms” pouzivat také tento vztah:

2
ms._... ms. ...
r slgnal:| =20 10g10 r signal dB ) (34)

SNR = 1010g]{
rms rms

Sum Sum

3.2 Repeticni ¢asové rady

Kumulac¢ni techniky se nejcastéji uplatiuji u tzv. repeticnich casovych rad. Ty jsou
charakteristické tim, Ze se v nich po nekonstantni dob¢ opakuje stejnd, asové omezena
posloupnost hodnot, ktera se oznacuje jako jedna repetice. Prakticky se lze setkat se dvéma
riznymi typy repeti¢nich Casovych fad:

1. cCasové tady s repeticni povahou, které nelze povazovat za perfektné periodické kvili
mezirepeti¢ni variabilité a nekonstantnimu zpozdéni mezi jednotlivymi repeticemi — napf.
diskrétni signaly ziskané pfi méteni aktivity srdce (signaly EKG);

2. casové tfady ziskané opakovanym meéfenim stejného jevu — napf. evokované potencialy
v neurologii, viz obr. 3.2.

U repeti¢nich ¢asovych fad prvniho typu, které se nékdy oznacuji jako quasi-periodické, je
nutno zajistit koherenci jednotlivych repetic neboli ,licovani® navzajem si odpovidajicich
vzorkl jednotlivych repetic, viz obr 3.3. Stanoveni referencnich soutfadnic na ¢asové ose lze
provést napft. jednim z téchto postupti (nebo pomoci jejich kombinace).

A. Prahovani. Za referencni ¢asovou soufadnici se stanovi ta, na které hodnota posloupnosti
v repetici poprvé piesahne preddefinovany prah.

B. Detekce podle strmosti. Za referencni Casovou soutadnici se stanovi ta, ktera je ve stiedu
intervalu, ptfes ktery dochdzi v posloupnosti k poZzadované zméné. Vyhledéavaji se obvykle
soufadnice s maximalni strmosti (nabézné nebo sestupné hrany impulst ¢i vin — rychlé
zmeény) nebo s minimalni strmosti (platd vin — velmi pomalé nebo zadné zmény).

C. Detekce podle vzoru. Za referencni Casovou soufadnici se stanovi ta, od které je
posloupnost svymi hodnotami nejblize hodnotam preddefinované vzorové posloupnosti.
Vzorem muze byt napf. vybrana reprezentativni repetice nebo i uméle sestrojend
posloupnost, kterd ma svym pribéhem odpovidat uzitecné slozce Casové tady v jedné

A4

repetici. Pro vypocet podobnosti 1ze pouzit celou fadu metrik — v nejjednodussim ptipadé
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pijde ziejmé o nalezeni minima sumy Ctvercl rozdili mezi vzorovou posloupnosti a
odpovidajicimi vzorky ze zpracovavané ¢asové fady.

repetice 1 |
repetice 2 |
I aSWaaia' (a2 e I

repetice j | |
7 A N
VYol e NN |

I 30 i

i | xj‘(k) | |

repetice M | ]
M/"/\“\,,/M'\ |

KOS e =

Obr. 3.3 Sada M repetic casové Fady obsahujici uzitecnou a rusivou slozku. Kazda repetice je dana
posloupnosti navzajem si odpovidajicich vzorkii x,(k), kde k=1,2, ...,N.

3.3 Repeticni ¢asové rady s nahodnym rusSenim
Repeticni Casovou fadu lze v ptipad¢ aditivniho ruSeni vyjadfit jako soucet uzitecné
slozky s a rusivé slozky v, které jsou navzajem nezavislé (takovy byl predpoklad stanoveny

na zacatku této kapitoly). Pfi splnéni podminky ¢asové koherence repetic 1ze k-ty vzorek j-té
repetice vyjadiit souctem (viz také obr. 3.3):

x,(k)=s,(k)+v,(k), k=12,..N (3.5)
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a posloupnost kumulovanych (¢i vazené zprimérovanych) vzorkl v jedné repetici se vyjadii
jako linedrni kombinace M repetic:

(k) = 3,5, (6)= 2 [ (), (1)) 36

kde aj, az, ... ay jsou vahy jednotlivych repetic — napt. pro prosté primérovani "“plati, ze
a=1/M pro j=1, 2, ... M. Pro stanoveni, jak se zlep$i pomér uzitecné slozky ke sloZce rusive,
tj. zlepSeni SNR, 1ze rovnici (3.6) piepsat do tvaru:

x(k)M :sj(k)ZM:aj +ZM:ajvj(k). (3.7)

Z prvniho ¢lenu pravé strany rovnice (3.7) lze vyc¢ist zménu uzitecné slozky s;(k), a sice na
M

Z:'af - nasobky ptvodnich hodnot jejich vzorkli. Druhy ¢len v rovnici (3.7) pak vyjadiuje
J=

linearni kombinaci M realizaci ndhodného Sumu — konkrétni zménu v zastoupeni ruSivé
slozky v kumulované ¢asové fadé¢ tedy nelze z rovnice (3.7) pfimo vyjadiit. Za piedpokladu,
ze Sum je generovan ndhodnym procesem s nulovou stfedni hodnotou, I1ze ocekévat, ze pro
nekonec¢né velky pocet navzdjem nekorelovanych repetic vi(k), j/=1,2,...,00 bude rusiva slozka
ve vysledné kumulované repetici redukovana tak ze x(k)y —s(k)y. V redlnych podminkéch je
vSak M<<wo a zbytkova rusivé slozka miize byt nejlépe charakterizovana svym rozptylem. Pro
rozptyl linedrni kombinace nahodnych veli€in z druhého ¢lenu rovnice (3.7) plati:

M M M M
Va’{z ajv_/] = Z a;o; + Z Z a,a;,6y , (3.8)
= T

=

kde a_,-2 jsou rozptyly jednotlivych ndhodnych veli¢in a o; jsou kovariance dvojic ¢lent
kombinace [12]. Za predpokladu, Ze je Sum generovan stacionarnim procesem, bude jeho
rozptyl stejny ve vSech repeticich oj2 = ¢, j=1.2,...,.M. V takovém piipadé lze pro rozptyl
zbytkové rusivé slozky g, po kumulaci piepsat vztah (3.8) na:

M M M
2 2 2
Oy =0 Za.f +ZZ%%% . (3.9)
=1 P

Je-1i splnén uvodni ptfedpoklad, Ze realizace Sumu v jednotlivych repeticich jsou na sobé
nezavislé, pak druhy ¢len v rovnici (3.9) bude nulovy a po kumulaci se zméni rozptyl rusivé

M
slozky na zaf - nasobek ptvodniho rozptylu. Pokud tento pfedpoklad splnény neni, rozptyl

J=1

10 Kumulace s rovhomérnymi vahami.
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zbytkoveé rusivé slozky je vyssi, a zhorSuje se tak vysledek kumula¢niho zvyraziovani
uzitecné slozky Casové fady.
Z rovnic (3.1), (3.2), (3.7) a (3.9) Ize odvodit vysledné vykonové zlepSeni poméru signalu

k Sumu K,;:
Y 2
K =~~~ / (3.10)

Krms = - * (311)

Zrovnic (3.10) a (3.11) je evidentni, Zze zlepSeni poméru signdlu k Sumu s vyuzitim
kumula¢nich technik je zavislé pouze na poctu repetic M a na konfiguraci vahovych
koeficientli a;. Je dileZité poznamenat, Ze zlepSeni K, a K5 jsou zlepSeni primeérna, ktera
budou dosazitelna pouze pii velkém poctu repetic, tj. pfi velkém poctu realizaci ndhodného
Sumu. Pro nizky pocet repetic je nutné pocitat s tim, Ze n€které vzorky ve vysledné repetici po
kumulaci mohou byt zatizeny tieba i vétsi chybou nez pied aplikaci kumulacniho
zvyraziiovani uzitecné slozky casovych tad [12].

3.3 Odhad zbytkové rusivé slozky + prumérovanim

Zékladnim cilem kumula¢niho zpracovani je sice zvyraznéni uzitecné slozky casovych tad
ztracenych v Sumu, ale v n¢kterych pfipadech miiZze byt hlavni idea této metody vyuZzita i pro
odhad zbytkové rusivé slozky a jeji oddé€leni od slozky uzite¢né — napt. za i¢elem stanoveni
statistickych vlastnosti ndhodného Sumu. Lze k tomu vyuzit tzv. + primérovani, coz je
zvlaStni kumulacni metoda, pii které jsou vahové koeficienty a; v (3.6) nastaveny na
aritmetické primérovani a hodnoty vzorkti kazdé druhé repetice jsou do kumula¢niho souctu
pricitany s opacnym znaménkem:

+L, j=2,4,6..M

a,= Af pro sudé M,

-——, j=13,5..M-1

M

(3.12)

L isaa6. Mo
M

a,= 1 pro liché M.
-—, j=L3,5. M
M
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Zatimco konzistentni uZziteCna slozka bude stfidavym pficitanim a odecitanim potlacena,
zbytkova rusiva slozka bude mit stejnou efektivni amplitudu rms, jako by méla po bézném
zpriimérovani, ponévadz ndhodny Sum ma v invertovanych repeticich stejné rozdeleni jako
v repeticich neinvertovanych, viz ukézka (nikoli ditkaz) na obr. 3.4 [6].

3.4 Repeticni ¢asové Fady s nenahodnym rusenim

ZlepSeni poméru signdlu k Sumu odvozené v ptfedchozi kapitole bylo zalozeno na
ptedpokladech, Ze rusiva slozka zpracovavanych casovych fad je realizaci nahodného procesu
s nulovou stfedni hodnotou a je nezéavisla na uZzitecné slozce. V nékterych ptipadech, které
vSak nejsou nijak neobvyklé, nemusi byt ruSiva slozka realizaci ndhodného procesu.
NejcastéjSim piikladem takového nendhodného ruseni je nezddouci vyskyt tzv. sitového
ruseni, coz je harmonicky signal o frekvenci 50 Hz nebo 60 Hz (v zévislosti na regionu)
pronikajici do namétenych dat ze zdroji napajeni pti méteni.

M -
11 “', :i_j} Bl l;' i l|

Obr. 3.4 Realizace nahodného Ssumu vy a vy, jejich soucet (vy+ vy) a rozdil (vy — vy). Histogramy
dole jsou pro soucet a pro rozdil podobné, coz miize ukazovat na to, Ze jsou obé tyto nahodné casové
rady charakterizovany stejnym rozdélenim pravdépodobnosti. V pripade nahodného Sumu sice
operace scitani a odecitani vytvareji rozdilné casové rady (co do amplitud), ale nezpiisobuji zmeénu
statistickych viastnosti Sumu [6].
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U casovych tad ziskanych opakovanym méfenim stejného jevu, kterym je odpoveéd’ na
stimul urcitého senzorického systému, je dalezité si uvédomit, Ze kumulovanim namétenych
odpovédi z jednotlivych repetic bude zvyraznéna nejen uzitecnéd slozka, ale také jakékoli
periodické komponenty s piimym vztahem k frekvenci stimultl [6]. Je-li napf. experiment
nastaven na frekvenci stimuld 50 Hz, pak bude jisté aplikaci kumula¢niho zpracovani
naméfenych repetic zvyraznéna ruSiva slozka o frekvenci 50 Hz, 1 kdyz tfeba byla
v pivodnich repeticich zanedbatelna. Problém s frekvenci stimulti je vSak jesté horsi, nebot
jakakoli frekvence, kterd beze zbytku déli 50, vyusti pfi kumulaénim zpracovani ve
zvyraznéni rusivé slozky o frekvenci 50 Hz (viz napt. 10 Hz frekvence stimuld na obr. 3.5).
Tento neptijemny jev se bude uplatiiovat ptfirozené 1 u jinych harmonickych rusivych slozek a
je moZzné mu zabranit bud’ pouZitim neceloCiselné frekvence stimulll, viz napt. 9.1 Hz na
obr. 3.5, nebo randomizaci intervalii mezi stimuly. Ndhodné mezirepeti¢ni intervaly vedou k
nahodné fazi ruSivé slozky vzhledem k pocatkiim repetic, a tak i1 k potlaceni harmonickych
rusivych slozek kumula¢nim zpracovanim.

1.5 o F, ,=10Hz

stimul

X =9.1Hz|

stimul —

Obr. 3.5 Nevhodné zvolend frekvence stimulii miize pri vyskytu periodické rusivé slozky (napv. 50 Hz
sitove ruseni) zpiisobit pri kumulacnim zpracovani nechtény efekt. Pri kumulaci repetic ziskanych
s frekvenci stimulii 10 Hz bude vysledek obsahovat vyraznou rusivou komponentu odvozenou z 50 Hz
sitového ruseni a pri kumulaci repetic s frekvenci stimulii 9.1 Hz tento nechtény jev nenastane. Rozdil
thvi v tom, Ze pri aplikaci frekvence stimulii 10 Hz jsou zacatky rusivych slozek v jednotlivych
repeticich ve stejné fazi, zatimco pri pouziti frekvence stimulii 9.1 Hz se faze rusivé slozky pro kazdy
stimul [ist [6].

3.5 Kumulac¢ni zvyraziiovani s rovhomérnymi vahami

ZlepSeni poméru signalu k Sumu je podle rovnic (3.10) a (3.11) zavislé na poctu repetic
M a na nastaveni vahovych koeficientd a; V pfipadé kumula¢niho zvyraziovani
s rovnomérnymi vdhami byvaji koeficienty a; nastaveny tak, aby kumulacni zpracovani
nevedlo ke zméné efektivni amplitudy rms:

a. =

1
=0y J=h2eM (3.13)

39



Po dosazeni rovnomérnych vah do vztahu pro vypocet zlepSeni poméru signalu k Sumu (3.10)
a(3.11):

J:M, (3.14)

> L

K, =21
rms i (1)
j=1 M

je ztejmé, Zze vykonové zlepSeni K, roste linearné s poctem repetic a amplitudové zlepSeni
K, roste s odmocninou poctu repetic.

Dynamické vlastnosti kumula¢niho zpracovéani s rovnhomérnymi vahami se 1i§i podle
zpusobu implementace, pfiCemz v literatufe [12] se lze setkat s kumulaénimi algoritmy
vyuzivajicimi pevného nebo klouzavého okna. Algoritmus kumulace s pevnym oknem se hodi
pro piipady, kdy je tfeba jednorazové zvyraznit uzitecnou slozku casovych tad ztracenych
v Sumu. Celkem N akumula¢nich proménnych x(k)) se diky pevné nastavenému oknu
vynuluje vzdy po M repeticich a kumulacni zpracovéani za¢ind jakoby znovu.

Pro kontinuélni sledovéni repetiénich éasovych fad je lepsi pouZit algoritmus

Vewr

=M (3.15)

zpracovani dat nepredstavuje vyraznéjsi bariéru. Je Vhodne si uvédomit, ze u algoritmu
s klouzavym oknem se musi v paméti uchovavat M repetic, coz ptredstavuje pamétové pole
0 MxN proménnych (pro M posloupnosti o délce N). Po té, co se béhem kumulacniho
zpracovani naplni pamétové pole pro M repetic, dochdzi s kazdou dalsi repetici k odstranéni
nejstar$i repetice z pole, k posunu vSech zbylych M-1 repetic v poli smérem dozadu a
k nahrazeni repetice na prvnim misté¢ v pamétovém poli prave repetici nejaktualng)si.

3.6 Kumulaéni zvyraziiovani s exponencialnimi vahami

Oba diskutované algoritmy kumulaéniho zvyraziiovani s rovnomérnymi vahami pracuji
tak, ze se ve vysledné kumulované repetici uplatituje kazda zpracovavana repetice se stejnou
vahou po dobu trvani M repetic, po té je zcela zapomenuta a vice se s ni jiz nepracuje. Pri
kumulaénim zvyraziiovani s exponencidlnimi vahami se ve vysledku uplatiiuje kazda
zpracovana repetice, a to s klesajici vahou do minulosti [12]:

a,=a"’, 0<a<l, j=1,2,..M (3.16)

J
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Obr. 3.6 Dynamické viastnosti kumulacniho zvyraziiovani s rovnomérnymi vahami pro M=30:
a) s pevnym oknem, b) s klouzavym oknem.

Po dosazeni exponenciadlnich vah do vztahu pro vypocet zlepSeni poméru signalu
k Sumu (3.10) a (3.11) Ize pfi znalosti vzorce pro vypocet souctu geometrické fady dospét k:

K z[f aj]z _(ZA::“M 1]2 :(2“/]2 :(11__024 jz :

0 S} S e

M=

ms M M 2M
2 ;
JAl J=l J=0 l-a

(3.17)
_ (l—aM)2(1+a)(l—a) :l—aM 1+

- (l—a)z(l—aMXl+aM) l+a" 1-a’

proM >>1=a" -50= K, ;1—,
-a

M
K, . :,/1 aM 1/1+—0(, proM >>1=a" 0= K, 21/1+—a, (3.18)
l+a l-x l-a
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kde zjednodusené vztahy pro vykonové zlepSeni poméru signalu k Sumu K,, a pro
amplitudové zlepSeni poméru signalu k Sumu K, lze aplikovat pii vysokych poctech
zpracovanych repetic M. Lze tedy usoudit, Ze pro velké pocty repetic M bude vysledek
exponencialniho kumula¢niho zvyrazinovani zavisly pouze na koeficientu «.Za ucelem
dosazeni co nejvétsiho priumérného zlepSeni poméru signalu k Sumu bude snahou nastavit
koeficient « na €islo bliZici se k 1, avSak je nutné si uvédomit, Ze v takovych ptipadech se na
vysledné kumulaci nezanedbateln¢ podili mnohem vice repetic, a tedy i mnohem vice starSich
repetic, nez v piipadé, kdy je a nizsi, a kdy tedy vliv starSich repetic vlivem geometrické rady
v (3.16) rychle klesa. Volba koeficientu « bude proto vzdy kompromisem mezi dosazitelnym
zlepSenim poméru signalu k Sumu a schopnosti exponencidlniho kumula¢niho zvyraziovani
reagovat na eventualni zmény" probihajici v uziteCné slozce zpracovavanych ¢asovych tad.
Volbu hodnoty koeficientu & 1ze napi. podminit poZzadavkem na stejné primérné zlepSeni
poméru signalu k Sumu, jako je dosaZitelné v piipadé kumulacni metody s rovnomérnymi
vahami a predvolenym poctem repetic M:

= e o ML (3.19)
-« M +1

Jinym vychodiskem pro volbu hodnoty koeficientu & mize byt i posouzeni jeho vlivu na
vlastnosti kumulacniho zpracovani ve frekvenéni doméné. Pro kone¢ny pocet M repetic
odpovida posloupnost vah a; podle (3.16) hodnotdm impulsni charakteristiky FIR filtru fadu
M, kterym je vramci kumula¢niho zpracovani vlastné filtrovano N posloupnosti k-tych
vzorkd xj(k) zjednotlivych repetic. Obr. 3.7 ukazuje vliv hodnoty o na tvar modulové
frekvencni charakteristiky takového filtru. Z obrazku je patrné, Zze uvedeny filtr vykazuje
vlastnosti dolni propusti, u které hodnota « ovlivituje Sitku propustného péasma. Pfi
zvySujicim se poctu repetic M se prodluzuje impulsni charakteristika filtru. Pokud roste pocet
repetic do nekonec¢na, je mozné filtraci N posloupnosti k-tych vzorkd x;(k) z jednotlivych
repetic zajistit rekurzivnim algoritmem, kterému odpovidad filtr IR s pfenosovou funkci
H(z)=a/(1-az"). Frekvenéni charakteristiky takového filtru jsou zobrazeny pro riizné
hodnoty koeficientu o v dalsi kapitole na obr. 4.9. Pro vyssi hodnoty « filtr 1épe potlacuje
slozky, které ptredstavuji mezirepeticni variabilitu a mé tendenci propustit pouze ty slozky,
které se mezi repeticemi neméni viibec nebo jen velmi pozvolna.

Na obr.3.8 jsou znazornény dynamické vlastnosti kumula¢niho zvyraziiovéani
s exponencialnimi vahami — piimé srovnani s dynamickymi vlastnostmi kumula¢niho
zvyraziiovani s rovnomeérnymi vahami je predmétem feSené ulohy 3.1. Porovnanim obr. 3.6 a
obr. 3.8 lze dojit k zavéru, Ze se exponencidlni kumulace svymi vlastnostmi vice podoba
rovnomérné kumulaci s klouzavym oknem a mé pfitom velmi jednoduchy algoritmus, ktery
nevyzaduje slozité operace posunu v pamétovém poli repetic, jako je tomu u algoritmu
rovnomérné kumulace s klouzavym oknem a pfitom umoZiuje, stejné¢ jako rovnomérna
kumulace s klouzavym oknem, sledovani pomalych zmén v uzite¢né slozce zpracovavanych
casovych fad.

11 P§i kumuladnim zvyrazhovani uZziteéné slozky repeti¢nich ¢asovych fad se obvykle predpoklada, Ze se uziteéna slozka mezi
repeticemi neméni, nicméné v realnych aplikacich 1ze pomalé zmény v uzitecné slozce ocekavat, a na tyto trendy by mélo

proto reagovat i kumulaéni zpracovani.
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Obr. 3.7 Modulové frekvencni charakteristiky FIR filtru Fadu M=20
s impulsni charakteristikou h,:o/w T pro rizné hodnoty a.
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Obr. 3.8 Dynamické viastnosti kumulacniho zvyraziiovani s exponencialnimi vahami pro a=0,8.
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3.7 Ulohy

% ULOHA 3.1 Simulujte méfeni 1000 &asovych fad predstavujicich smési uzite¢né a
rusivé slozky. Naméfené hodnoty nasledné pouzijte pfi kumulacnim zpracovani
s rovhomérnymi 1 exponenciadlnimi vahami. Pro generdtor repetic méfené casové fady
vytvoite funkci, jejimZ vystupem bude smés uzite¢né slozky a ndhodné rusivé slozky a dale 1
ob¢ slozky separatné. UziteCna slozka ma sinusovy priab¢h s linearné nartstajici frekvenci —
tzv. chirp signal. RuSivou slozkou bude Sum s uniformnim rozdélenim pravdépodobnosti a
nulovou stfedni hodnotou. Pomér Sumu ve smési definujte pomoci SNR v decibelech.
Simulovana data vyuzijte pro ovéfeni teoretickych poznatkli z 3. kapitoly v nasledujicich
dil¢ich tkolech:

a) Vykreslete vyslednou repetici po kumulaci s rovnomérnymi vahami a porovnejte s priab&hy
repetic pred kumulaci.

b) Vykreslete vyslednou repetici po kumulaci s exponencidlnimi vahami nastavenymi tak, aby
vysledné zlepseni poméru signal Sum bylo stejné jako v piipade€ rovnomérné kumulace.

¢) Vykreslete dynamické vlastnosti obou kumula¢nich metod a popiste, jak se obé metody lisi.
U rovnomérné kumulace zvaZujte ob¢€ varianty — s pevnym a s plovoucim oknem.

d) Pro pfipad rovnomémé kumulace odhadnéte zbytkovou ruSivou slozku a zjistéte, zda
vypoétené¢ priamérné zlepSeni pomeéru signalu k Sumu odpovidd zlepSeni vypoctenému
z experimentalnich dat.

Kod funkce pro generovani asovych fad s linearné rostouci frekvenci je na obr. 3.9.
Amplituda Sumu generovaného funkci rand() je odvozena z rovnice (3.3) pro SNR:

mssignal
Sum SNR[dB] °

10 10

ms

$%% ULOHA 3.1 %%%%%% GENERATOR CHIRP SIGNALU
function [x,t,s,n]l=chirpandnoise(tstart, tend, fstart, fend, Fs,As, snr)
[x,t,s,n]=chirpandnoise (tstart, tend, fstart, fend, Fs,A)

generator sinusove casove rady s linearne narustajici
frekvenci a s nahodnym aditivnim rusenim

o° o° o o° o° o°

tstart - zacatek casove rady [s]
% tend - konec casove rady [s]
% fstart - okamzita frekvence v case tstart
% fend - okamzita frekvence v case tend
% Fs - vzorkovaci frekvence
% As - amplituda uzitecne sinusovky
% snr - pomer signalu k sumu v dB
% x - vysledna smes uzitecne slozky a ruseni
% t - casova osa
% s — uzitecna slozka
% n - ruseni
t = tstart:1/Fs:tend; N = length(t);
f = linspace(fstart, fend,N); w = 2*pi~*f;

@]
|

= As*sin(w.*t);
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ms s = sum(s.*s,2)/N;

ms n = ms_s/ (10" (snr/10));

n = sqrt(ms_n)*(rand(1,N)-0.5);
X = s+n;

Obr. 3.9 Uloha 3.1 — funkce pro generovani casovych rad s linedrné rostouci frekvenci a aditivnim
Sumem s nulovou stredni hodnotou a uniformnim rozdélenim pravdépodobnosti.

. Rovnom&md kumulace Exponencidlnd kumulace
25 25

X(t), Xt
x(1), 330
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[ TR—
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=

7” ‘\l

f [s]

Obr. 3.10 Uloha 3.1 — slabou teckovanou carou jsou vykresleny vybrané jednotlivé repetice pred
kumulaci a silnou plnou cernou carou je vykreslena zvyraznéna uzitecna slozka: vievo pomoci
kumulace s rovnoméernymi vahami, M=1000 a vpravo pomoci kumulace s exponencidlnimi vahami,
M=1000, a=M-1)/(M+1)). Naho¥e jsou priibéhy celé repetice, dole jsou pak vybrané detaily pro
ilustraci, ze vysledky obou metod se okometricky nelisi.

Koéd programu v Matlabu, realizujici feSeni vSech dil¢ich ukolli, je na obr. 3.13.
Simulovana data predstavuji opakovand méfeni stejného jevu, a tak neni tieba se zabyvat
stanovovanim referencnich casovych soufadnic — vSechny repetice vygenerované funkci
chirpandnoise() jsou v €asové koherenci. Obr. 3.10 ukazuje jednak vybrané repetice, u nichZ
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lze pozorovat pro zvolen¢ SNR = —10 dB piekryti uzitetné slozky Sumem a dale ukazuje
zvyraznénou uzitecnou slozku pomoci rovnomérné i exponencidlni kumulace. Dynamické
vlastnosti jsou na obr. 3.11 vykresleny pro 2M repetic, a to pro pfipad, Ze by se u kumulace
s rovhomérnymi vahami pokracovalo od 1001. repetice s klouzavym oknem. U rovnomérné
kumulace 1ze pozorovat rychlejsi dosaZeni nejvyssiho mozného primérného zlepSeni poméru
signalu k Sumu, neZ je tomu u exponencialni kumulace.

Vysledek + primérovani pro odhad zbytkové rusivé slozky je na obr. 3.12, a to spolecné
s vysledkem vypoctu primérnych vykonii ruSivé slozky v jedné vybrané repetici pred
kumulaci ms(n20(¢)) a rezidualni ruSivé slozky po kumulaci. Z vysledki je patrné, Ze vlivem
kumulace doSlo k 1000-ndsobnému utlumeni primérného vykonu rusivé slozky, coz pfi
zachovani vykonu uzite¢né slozky repeti¢ni Casové fady vede na 1000-ndsobné zlepSeni
vykonového poméru signalu k Sumu a cca 32-nasobné zlepSeni amplitudového poméru
signdlu k Sumu, coz je vsouladu svysledkem na obr. 3.11 a s teoretickymi poznatky
treti kapitoly.

35
rovnomeérné

30 exponenciélni P ———— .

Krms

O | | | | L | L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

J

Obr. 3.11 Uloha 3.1 — porovndni dynamickych viastnosti kumulace s rovnomérnymi a
exponencialnimi vahami. V pripadeé rovnomeérné kumulace je od 1001. repetice pouzit algoritmus
s klouzajicim oknem.
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Obr. 3.12 Uloha 3.1 — ukdzka jedné realizace rusivé slozky (slabou teckovanou ¢arou)

a vystup z + primérovani (silnou plnou carou), jehoz vysledkem je zbytkova rusiva slozka po
rovnomerné kumulaci. Dale jsou zde vypocitané primérné vykony obou nahodnych casovych rad, ze
kterych je videt, ze viivem kumulace 1000 smési uZitecné a nahodné rusive slozky doslo ke snizeni
priumérného vykonu rusivé slozky priblizne 1000-krdt.

$%% ULOHA 3.1 %%%%%% ROVNOMERNE A EXPONENCIALNI KUMULACE
[x,t,s,n] = chirpandnoise(0,10,0.1,0.5,500,10,-10);

M = 1000; % 1000 repetic

N = length(t); % delka jedne repetice

XX = zeros (M,N); SS = zeros(M,N); NN = zeros (M,N);

vygenerovani 1000 repetic do radku matic pro smesi,
pro uzitecnou a pro rusivou slozku

[XX(j,:),t,SS(j,:),NN(j, :)]=chirpandnoise(0,10,0.1,0.5,500,10,-10);
end

o°

for j = 1:M

o°

xMrov = sum(XX)/M; % kumulace s rovnomernymi vahami a pevnym oknem
figure, hold on, plot(t,XX(10,:),'b:");

plot (t,xMrov, 'k'); title('Rovnomérnad kumulace')

xlabel ('t [s]'); ylabel('x(t),xM(t)");
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g = (M-1)/ (1) ;

o°

vypocet koeficientu g tak, aby vlastnosti
exponenc. kumulace byly stejne jako vlastnosti
% rovnomerne kumulace

o°

xMexp = zeros(l,N); xMdif = zeros(l,N); gain = 0;
for j=M:-1:1 % od nejaktualnejsi po nejstarsi repetici
xMexp = XX (j,:)+g*xMexp; % exponencialni kumulace
gain = l+g*gain; % celkove zesileni uzitecne slozky
if mod(j,2)==0
xMdif = xMdif+ (1/M)*XX(j,:); % plus/minus prumerovani
else
xMdif = xMdif-(1/M)*XX(J,:);
end
end
xMexp = xMexp/gain; % zachovani urovne uzitecne slozky

figure, hold on, plot(t,XX(20,:),'b:");
plot (t,xMexp, 'k'); title('Exponencidlni kumulace');
xlabel ('t [s]'); ylabel ('x(t),xM(t)");

Krov=ones (1,2*M) *sgrt (M); % dynamicke vlastnosti rovnomerne kumulace
Krov (1:M)=sqgrt(1:M);

for 3j=1:2*M % dynamicke vlastnosti exponenc. kumulace
Kexp (J)=sqrt ((1-g~J)/ (1+q"J)) *sqrt ((1+q) /(1-q));
end

figure, hold on, plot(Krov,'k'), plot(Kexp,'b:");
legend ({'rovnomérné', 'exponencidlni'}); xlabel('j'); ylabel ('Krms');

o°

vykresleni vysledku plus/minus prumerovani
a vypocet prumernych vykonu rusive slozky
pred a po rovnomerne kumulaci

plot (t,NN(20,:), 'b:");

plot (t,xMdif, 'k");

ms n20=sum (NN (20, :) .*NN (20, :),2) /N;
ms_xMdif=sum(xMdif.*xMdif,2) /N;

xlabel ('t [s]'); ylabel ('n20(t),xMdif(t)");

title ('t prumérovani');

figure, hold on

o°

o°

Obr. 3.13 Uloha 3.1 — ieSeni v Matlabu.

3.8 Shrnuti

Ve tieti kapitole byly predstaveny metody pro kumulaéni zvyrazitovani uzite¢né slozky
repetiCnich Casovych tfad ztracenych v Sumu. Byly vysvétleny razné typy repeticnich
casovych fad a strucné probrana problematika ur€ovani referencnich ¢asovych soutadnic pro
zajisténi Gasové koherence uZitedné slozky v jednotlivych repeticich. Uspdch kumulaéniho
zvyraziiovani je mozno vyjadfit primérnym amplitudovym nebo vykonovym zlepSenim
poméru signalu k Sumu. V rovnicich bylo ukézano, ze toto zlepSeni zavisi pouze na poctu
repetic a na nastaveni vahovych koeficientli. Z rovnic dale vyplynulo, Ze uspéch kumula¢niho
zvyraziovani je podminén charakterem rusivé slozky, kterd by méla byt nezdvisla na slozce
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uzitetné, generovana nahodnym procesem s nulovou stfedni hodnotou a jejiz ptispévky
v jednotlivych repeticich by mély byt navzdjem nezavislé. Dale byly ukazany tfi kumulacni
metody, které se li§i nastavenim vahovych koeficientii: kumulace s rovnomérnymi vahami,
kumulace s exponencialnimi vahami a tzv. £ primeérovani, které¢ Ize vyuzit pro odhad
zbytkové rusivé slozky po rovnomérné kumulaci. Vlivem rizného nataveni vah se rizni i
dynamické vlastnosti kumulace, tj. zavislosti primérného zlepSeni poméru signalu k Sumu na
poctu pouzitych repetic. Tyto vlastnosti se u rovnomérné kumulace 1iSi také podle
implementa¢niho algoritmu, pfi¢emz diskutovany byly algoritmy s pevnym a s klouzavym
oknem. V fesené uloze byly vSechny teoretické poznatky ovéfeny na simulovanych datech.

49



4 Nahodné procesy a modely ¢asovych rad

Experimentalni data v podobé casovych ftad ziskanych pozorovanim realnych
dynamickych systémli mohou byt vyuzita pro konstrukci matematickych modelll téchto
systémti. Modely jsou z naméfenych dat zpravidla vytvareny za ucelem hlubsiho porozuméni
operacim a vazbam, které ovlivituji vznik hodnot ¢asovych fad, viz obr. 1.1. Dil¢imi zménami
téchto operaci nebo vazeb, provadénymi nad modelem, lze simulovat jejich vliv na zmény
hodnot Casové fady. Matematicky aparat modelovani umoznuje nalézt v casovych tadach ty
komponenty, které nesou uzite¢nou informaci a které maji pfimou interpretaci, popsat je ve
form¢ deterministickych funkci ¢asu a separovat je od ndhodné slozky ruSeni. Analyzou
casovych fad ve form¢ modelovani procesi jejich vzniku a s vyuzitim simulaci nad
zkonstruovanymi modely 1ze od prostého pozorovani dospét aZ k moZnostem ovlivnéni ¢i
fizeni systémi, které Casové rady generuji.

Pfi modelovani vzniku Casovych fad se naméfené posloupnosti obvykle povazuji za
realizace ndhodnych procest. Pojem ,,ndhodny* je pouZivan vzhledem k ¢asté nepravidelnosti
¢1 komplikovanosti dé€jii reprezentovanych naméfenymi priibéhy, coz vSak nutné neznamena,
ze by takové <casové ftady byly nepredikovatelné. Prikladem uvadénym v [4] je
elektrokardiogram, jehoz hodnotu je sice mozno vypocitat z elektrickych potenciali vSech
srdecnich svalovych bunék, avSak ziskavat takto slozitd data pro rozhodovéni, zda pacient
potiebuje kardiostimulator, by bylo pfili§ narocné. Neni tedy chybou povazovat casovou fadu
pro urcity ucel za realizaci ndhodného procesu a pro tutéZz Casovou fadu konstruovat
kompletni deterministicky model, vyZaduje-li to jiny ucel. Postup modelovani ¢asovych fad
vyzaduje obvykle nasledujici kroky.

e Zméreni dat. Konstrukce dobrého modelu zavisi na tom, zda namétend data reflektu;ji
chovani modelovaného systému ¢i ndhodného procesu. Spravné nastaveni experimentu
zahrnuje nejen sledovani téch spravnych proménnych s dostatecnou piesnosti, ale jde
také o to, aby zdznam byl dostatecné dlouhy? a pofizovany s vhodnou vzorkovaci
frekvenci tak, aby byly zachyceny veskeré dilezit¢ dynamické jevy.

o Volba struktury modelu. Strukturou se mysli matematicky vztah mezi vstupnimi a
vystupnimi proménnymi, piicemz tento vztah obsahuje nezndmé parametry. Piikladem
struktury linearniho modelu miize byt pfenosova funkce H(z) s nastavitelnymi poly a
nulovymi body. Za strukturu linedrniho modelu lze povazovat napt. i tuto jednoduchou
diferen¢ni rovnici: y(n) + ay(n — 1) = bx(n), kde a a b jsou volitelné parametry modelu.
Struktura modelu casto souvisi s matematicko-fyzikdlnimi principy, kterymi se fidi
pozorované jevy. Je-li struktura modelu dana znamymi zédkony a zavislostmi, pak je cilem
modelovani pouze odhad numerickych hodnot parametri modelu z dostupnych dat a
takové Ulohy se oznacuji jako modelovani Sedé skiinky (gray-box modelling). Pokud
struktura modelu neni predem znama, potom se hovoii o modelovani cerné skiinky
(black-box modelling).

o Odhad parametric modelu podle zvolené struktury. Vypocet numerickych hodnot
parametri modelu vede na minimalizaci rozdilu mezi naméfenymi daty x(n) a vystupem
modelu %(r). Tento rozdil:

12 Pojem "dostate¢né dlouhy" je nutno vnimat s ohledem na to, jak rychlé jsou zmény v naméfenych pribézich nebo

s ohledem na periody opakujicich se jevi.
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v(n)=x(n)-x(n) 4.1)

se oznacuje jako chyba predikce a z vazené [,—normy posloupnosti Un) se odvozuje
minimaliza¢ni kritérium oznacované také jako stfedni kvadraticka chyba (MSE — mean
squared error).

e Hodnoceni kvality modelu. V zavéretném kroku je nutné posoudit kvalitu modelu a
provéfit tak, zda je chovani modelu adekvatni k zadané aplikaci. Hodnoceni mize byt
provedeno napf. prostym srovndnim Casovych fad x(n) a %(n) (napt. graficky), nebo

pomoci analyzy Un), ktera se ¢asto oznacuje jako analyza residui. Residua reprezentuji tu
¢ast dat, kterd neni vysvétlena modelem.

4.1 Vybrané statistické momenty nahodnych procesi

Jak bylo uvedeno v tvodu této kapitoly, vyCerpavajici matematicky popis sledovanych
dynamickych systémil ve formé diferencnich rovnic se zndmymi parametry a pocatecnimi
podminkami je k dispozici jen velmi zfidka. Casové pribéhy sledovanych procesti jsou ¢asto
tak slozité, ze se mohou jevit vnéjSimu pozorovateli jako ndhodné [19], a tak jen obtizné
popsatelné matematickymi funkcemi. Nahodné Casové tady jsou charakterizovany pomoci
statistickych momentti, za kterymi si lze ptredstavit jejich ,,primérné vlastnosti®. Ponévadz
takové charakteristiky (tj. statistické momenty) nemohou definovat cCasové priabehy
sledovanych procesit kompletné, budou zfejmé platit pro §irSi soubor Casovych tad, které
vykazuji spole¢né vlastnosti [4].

4.1.1 Casové priméry

Casovy pramér posloupnosti nebo ¢asové fady x(n) je definovan jako:

(x(n))= lim 1 i x(n). (4.2)

Casovymi priméry se ma smysl zaobirat pouze pro takové ¢asové fady, pro které limita (4.2)
existuje. Jedna se napt. o periodické ¢asové fady. U téchto je Casovy prumér roven nultému
koeficientu ay Fourierovy tfady (1.6). Pro monotonné rostouci Casové tady (napi. fady
s linearnim nebo exponencidlnim trendem) nebo ¢asové ohrani¢ené fady nelze tyto Casové
praméry definovat viibec. Casové praméry je uZiteéné zavadét zejména pro Easové fady, které
se oznacuji jako staciondrni, tj. fady, jejichz statistické momenty se v case neméni®. Toto
omezeni neni tak restriktivni, jak se mliZze na prvni pohled zdat, protoze v mnoha piipadech
1ze nestacionarni casové fady povazovat v urcitych intervalech za stacionarni.
Dv¢ vlastnosti ¢asovych priméra, které jsou dulezité pro dalsi odvozovani, jsou:

1. Linearita. Casovy primér linearni kombinace Casovych fad x(n) a y(n) je roven linearni
kombinaci ¢asovych priméra pro libovolné konstanty a, b:

13 Pojem stacionarita bude definovan exakiné v kapitole 4.2.

51



<ax(n)+ by(n )> = a<x(n)> + b<y(n)> (4.3)

vvvvvv

<x(n —n, )> = lim — Zx(n): U, (4.4)
Notaci c¢asovych priimért 1ze zobecnit 1 na funkce ¢asovych fad:

(8(x) = lim > gl @3)

Piikladem mize byt primérny vykon casové Fady ms definovany v (3.1). Souvislost
pramé&mého vykonu ¢asové fady s jejim rozptylem o* ukazuji nasledujici dvé rovnice:

ol =((xln)-u.)) . (4.6)

ms, =0+, (4.7)
kde oy je smérodatna odchylka.

4.1.2 Pravdépodobnost a Ceby$evova nerovnost

Casové priméry jsou velmi tizce provazané s pravdépodobnosti, coz lze ukazat na
nasledujicich rovnicich, ve kterych se pracuje s asovymi priméry u(x(n)), kde u(x) je tzv.
jednotkovy skok:

<u(x >= %ﬁu (4.8)

n=

Funkce u(x(n)) nabyva hodnoty 1, pokud x(n) > 0 a jinak nabyva hodnoty 0. Suma v (4.8)
vlastné vyjadiuje pocet vzorkil, pro které x(n) > 0, a Casovy pramér <u(x(n))> tedy vyjadiuje
pravdépodobnost, ze x(n) je nezaporné, tedy P(x(n) > 0):

<u (x(n))> ~ lim pocCet nezapornych vzorka x(n‘) v intervalu (I,N ) _ P(x(n) > 0).
N-»  pocet viech vzorkll x(n) v intervalu (I,N )

(4.9)
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Rovnice (4.8) a (4.9) lze zobecnit pro libovolnou prahovou hodnotu X; a pomoci
casovych primért vyjadiit pravdépodobnost, Ze x(n) je vétsi nebo rovno Xo:

P(x(n)> X,)= (u(x(n)- X,)). (4.10)

Z vyse uvedeného vyplyva, ze pravdépodobnosti 1ze povazovat za specidlni ptipady ¢asovych
prameéra.

Rozptyly a pravdépodobnosti jsou mezi sebou vazany dllezitou nerovnosti
pojmenovanou podle ruského matematika Ceby3eva. Tato nerovnost udava horni mez pro
pravdépodobnost, ze se hodnota ¢asové tady x(n) lisi od jeji stiedni hodnoty vice nez o
libovolnou hodnotu &

[\S}

>g) <2 4.11)
&

P(x(n)-p,

Diikaz Cebys$evovy nerovnosti lze najit napf. v [4]. Je pozoruhodné, Ze tato nerovnost
plati pro libovolné nahodné Casové tady, pficemz pro konkrétni typy nahodnych casovych
fad, vymezené napt. konkrétni pravdépodobnostni funkci, 1ze dospét jesté k t€snéjSim mezim.
Cebysevova nerovnost je dilezitd, nebot odiivodiiuje béznou matematickou praxi odhadd
zalozenych na minimalizaci kvadratické chyby. Napt. minimalizace rozptylu chyby predikce
Un), definované ve (4.1), dava podle CebySevovy nerovnosti smysl, nebot je
nepravdépodobné, ze by hodnoty v chybové posloupnosti Wn) byly velké, pokud je jeji
rozptyl maly.

4.1.3 Korela¢ni a kovarian¢ni funkce

Pokud casova tada x(n) nabude pro konkrétni n» hodnoty X, je pravdépodobné, ze jesté
alespont kratkou dobu po n zistanou i dal§i hodnoty ¢asové fady x(n) v okoli X. Vzorky
casové tady s kratkym vzorkovacim intervalem obecné nejsou na sobé nezavislé. Je proto
tteba znat Casové prumeéry charakterizujici tyto zavislosti (nebo korelace) mezi vzorky v
ruznych ¢asech. Jednim z takovych €asovych primért je autokorelacni funkce.

R (k) = <x(n)x(n - k)> (4.12)

Diky stacionarité Casovych priméra nezavisi autokorelacni funkce R,.(k) na absolutnim ¢asu
danym indexem vzorku n, ale jen na zpozdéni mezi vzorky k. Z uvedeného vztahu lze
intuitivn¢ usoudit, ze autokorelacni funkce méti podobnost mezi po sob¢ jdoucimi vzorky
Casové fady. Pokud jsou zmény v ¢asové fadé¢ pomalé, budou mit vzorky v n a n—1 Casto
stejné znaménko, a tak bude primérna hodnota jejich soucinti R,, velk4. Naopak, pokud se
casova tfada s nulovou stfedni hodnotou méni velmi rychle a pro vzorky oddélené kratkymi
intervaly je stejné¢ pravdépodobné, Ze maji shodnd i riznd znaménka, bude se primeérna
hodnota jejich soucinil R,, nejspis blizit nule [4].

DalSim casovym primérem, ktery charakterizuje zévislosti mezi vzorky v riznych
Casech, se nazyva autokovariancni funkce.
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C,. (k) = ((x(n)—- p, Nx(n = k)= 12, )) = R (k) - 1, (4.13)

Jednd se o autokorelacni funkci Casové fady s odectenou stfedni hodnotou. Protoze jde o
autokorelacni funkci, budou mit Cy, a R,, stejné matematické vlastnosti.
Autokorela¢ni funkce jsou sudé funkce zpozdéni:

R (— k) = <x(n)x(n + k)> = <x(n)x(n — k)> =R (k) (4.14)

Autokorelaéni funkce Casové fady x(n) vycislend v poc¢atku odpovida sttednimu vykonu
x(n) a autokovarian¢ni funkce ¢asové fady x(n) v pocatku odpovida rozptylu x(#n):

R

XX

1

—_
S

)

C.(0)=((x(n)-p.f )=, (4.16)

<x(n)2> =ms_. (4.15)

Autokorela¢ni funkce nabyva maxima vzdy v pocatku:

R (k) <R,(0), —o0 <k <oo. (4.17)

Pro velikd zpozdéni kse autokovarianéni funkce casové tady x(n), je-li x(n) bez
periodickych komponent, blizi nule:

lim C,(k)=0. (4.18)

‘k‘—)w

Ptedchozimu tvrzeni odpovida intuitivni pfedstava o tom, Ze vzorky, které jsou v ndhodné
casové fadé oddélené velkym zpozd'ovacim intervalem £, jsou nekorelované. Toto odpovida
pfipadim, kdy je Casovy prubéh sledovaného ndhodného procesu velmi nepravidelny a
nepiedvidatelny.

Pro velikd zpozdéni k se autokorelacni funkce Casové tfady x(n) blizi kvadratu stiedni
hodnoty x(n):

lim R, (k)=p.". (4.19)

|| >0

Autokorelacni koeficient p.(k) lze vyjadfit jako hodnotu autokovarianéni funkce
vztazenou k rozptylu:
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C \k
pAHz—QQ- (4.20)
O

X

O nédhodné Casové fadé¢ Wn) se tika, ze je bila, kdyz je jeji autokovarianéni funkce C,,
vazenym jednotkovym impulsem v pocatku:

> prok =0
C,,(k)=06(k)=1{7 """
w(k)=0,5(k) {Opmkio (4.21)

Pro autokorelacni funkci bilé Casové fady potom plati:
R, (k)=0,6(k)+u. (4.22)

Pojem ,,bila* pochdzi z fyziky svételného zéfeni, o némz se tika, Ze je bilym svétlem, pokud
jeho zdroj vyzatuje energii rovhomérné na vSech vinovych délkach vnimanych lidskym okem.
Tato fyzikdlni pfedstava ma i svlj matematicky zéklad, nebot’ se da ukdzat, Ze spektrum
jednotkového impulsu je rovnomérné, coz znamena, ze jeho harmonické slozky jsou na vSech
frekvencich zastoupeny stejné. Pfi modelovani ¢asovych fad hraje zdsadni roli bily $um, jak
bude ukazano pozdéji v této kapitole.

V mnoha ulohéch se nevysta¢i pouze s analyzou jediné nahodné casové fady, ale je tfeba
se zabyvat kombinaci vice ¢asovych tfad. Napiiklad pro biosigndl snimany z lidské hrudi
muzeme pozorovanou Casovou fadu x(n) chapat jako aditivni smés uzitecné slozky, tj.
elektrokardiogramu s(n) a rusivé slozky wn), zptisobené aktivitou jinych svalii a Sumem
snimaci elektroniky:

x(n)=s(n)+v(n) (4.23)
Autokorelatni funkee Sasové fady x(r) je déna:
R, (k)= (x(n)x(n+k)) = ((s(n) + v(n)s(n+ k) +v(n+k))) (4.24A)
a s vyuzitim (4.12) lze (4.24) piepsat na:
R, (k)=R,(k)+ R, (k)+(s(np(n+k))+{v(n)s(n+k)). (4.24B)

S vyuzitim kFiZové korelacni funkce* dvou nédhodnych cCasovych tad x(n) a y(n), ktera je
definovana jako [4]:

14 Kiizova korela¢ni funkce je v ¢eské odborné literatuie uvadéna také jako vzdjemnd korelaéni funkce.
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R, (k)= <x(n)+ y(n+ k)> = <x(n - k)y(n)>, (4.25)
lze (4.23) a (4.24) piepsat na:
R, (k)=R,(k)+R,, (k)+ R, (k)+ R, (k) (4.26)

Podobné jako autokorelacni funkce urcuje miru zéavislosti mezi nasledujicimi vzorky
jediné Casové fady, vyjadiuje kiizova korela¢ni funkce R, (k) podobnost mezi ¢asovou fadou
x(n) a zpozdénou Casovou fadou y(n). Kiizova korelacni funkce centrovanych ¢asovych fad
x(n)—p a y(n)—u, se oznacuje jako kiizova kovariancni funkce [4]:

C,y () = ((xln) = g2, N+ )= g2, )) = R, ()= e, (4.27)
Na rozdil od autokorelac¢nich funkci nejsou kiizové korela¢ni funkce sudé:
R, (— k) = <x(n)y(n — k)> = <x(n + k)y(n)> =R, (k) (4.28)

Korelacni koeficient p. (k) lze vyjadfit jako kiiZovou kovarian¢ni funkci normovanou
soucinem smérodatnych odchylek:

p, (k)= (4.29)

O casovych fadach x(n) a y(n)se tikd, Ze jsou nekorelované, je-li jejich kiizova
kovarian¢ni funkce Cy,(k) nulova pro vSechna zpozdéni k. Takova situace Casto ukazuje na to,
ze Casové tady x(n) a y(n) jsou realizace dvou na sobé nezavislych ndhodnych procest.
Z (4.27) vyplyva, ze pokud je alespon jeden z nahodnych procest charakterizovan nulovou
stfedni hodnotou, potom 1 kiiZova korela¢ni funkce R,,(k) je nulova pro vSechna zpozdéni k.

Kiizové korelacni a autokorelaéni funkce jsou uzitecné pro detekci periodickych
komponent v Casovych fadach postizenych aditivnim rusenim. Obr. 4.1 ukazuje tuto detekci
ve smési uzitecné harmonické slozky s(n)=A4 cos (wn+¢) a aditivniho ruSeni »(n) s nulovou
sttedni hodnotou. Piedpoklada se, ze uZite¢na slozka a ruSiva slozka jsou nekorelované.
Kiizova korela¢ni funkce mezi aditivni smési a jednotkovou kosinovou vinou y(n)= cos (wn)
se stejnou thlovou frekvenci jako s(n) je:

C,.(k)=(y(n)s(n+k)+v(n+k))=C, (k)+C,, (k) (4.30)

Druhy ¢len v rovnici (4.30) je nulovy, nebot’ y(n) a Un) jsou nekorelované (viz vyse uvedeny
predpoklad), a tak se kiizova korela¢ni funkce zjednodusi tak, ze je az na amplitudu stejna
jako uZitecna slozka:
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V ptipadech, kdy neni perioda uzite¢né slozky pfedem zndma4, 1ze pro urceni periody vyuzit
autokorelacni funkci smési x(n):

R, (k) =R, (k)+R,, (k)+ R, (k)+R,(k), (4.32)

kde posledni dva ¢leny budou nulové za predpokladu, Ze ruSeni Un) a uzitecnd slozka s(n)
jsou nekorelované. Autokorelaéni funkce ndhodné rusivé slozky R,/(k) bude pro velka
zpozdéni mezi vzorky zanedbatelna, a tak bude jist¢ snazS$i urCovat periodu uzite¢né
periodické slozky z R,.(k) nez z priibéhu x(n), viz obr. 4.1D.

4.1.4 Pravdépodobnostni funkce

V kapitole 4.1.2 bylo ukdzano, Ze pravdépodobnosti 1ze povazovat za specialni piipady
¢asovych primérii. Ze vztahu (4.10) Ize odvodit pravdépodobnost, ze casova fada x(n) nabude
hodnoty mezi X a X+AX, a to pomoci ¢asového priméru obdélnikové funkce s Sitkou AX [4]:

P(X <x(n)< X +AX) = ([T, (x(n)- X)),

1 kdyz0<x<AX (4.33)
kde [, (x)= {0 finalk :

Pravdépodobnostni funkce f.(X) je dana podilem této pravdépodobnosti a Sitkou
intervalu AX, coZ pti AX bliZici se v limité nule dava:

£00= fim P S X< X+ 0X) = lin( LT G000, @30

Plocha pod normalizovanou obdélnikovou funkei v (4.34) bude jednotkova pro jakoukoli
Sitku intervalu AX. Pro AX blizici se k nule bude tato funkce jednotkovym impulsem &X). To
znamena, ze pravdépodobnostni funkci 1ze formalné zapsat jako ¢asovy pramér funkce o [4]:

f(X) = (5(x(n)- X)). (4.35)

Pravdépodobnostni funkce f(X) vyjadiuje pravdépodobnost, Ze hodnota ¢asové fady x(n) lezi
ve velmi Uzkém intervalu se sttedem v x(n)=X, normovanou S§itkou tohoto intervalu. Malé
pismeno x v f(X) reprezentuje ndhodnou ¢asovou fadu x(n) a velké pismeno X reprezentuje
konkrétni stied intervalu, pro ktery je pravdépodobnost pocitana. Tato dvé pismena tedy spolu
pfimo nesouvisi. Napf. f,(X)AX vyjadfuje pravdépodobnost, Ze hodnota ¢asové tfady y(n) je
v intervalu o $ifce AX centrovaném v X.
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Obr. 4.1 Detekce sinusové viny skryté v Sumu. Amplitudy autokorelacnich a kiiZzovych korelacnich
funkci jsou normované tak, aby nabyvaly jedné v pocatku. Odhady jsou vypocitané z pritbéhit dlouhych
10000 vzorkii. A) Casova fada x(n) je aditivni smési uzitecné slozky s(n) — harmonicka ¢asova Fada —
a rusivé slozky v(n) — bily Sum. B) Pomocna ¢asova rada y(n) je harmonickd casova rada bez ruseni.
C) Odhad kiizové korelacni funkce C,,(k) ukazuje, Ze y(n) a v(n) jsou mezi sebou nekorelované. D)
Z odhadu autokorelacni funkce R,.(k) casové Fady x(n) lze vycist jasné periodu uZitecné slozky ve
smési x(n). E) Odhad autokorelacni funkce bilého Sumu.
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Pomoci pravdépodobnostni funkce lze vyjadfit stfedni hodnotu casové tady x(n),
alternativné k (4.2), jako:

(x(n)) = _TX f.(X)dx, (4.36)

pricemz se nekdy uvadi, ze pomoci (4.36) je definovana tzv. ocekdvana hodnota (expected
value), coz je vtomto kontextu jen jiny ndzev pro stfedni hodnotu ndhodné Casové fady.
Intuitivni dikaz k (4.36) lze ukazat, pokud se v rovnici (4.2) pro Casovy primér provede
s¢itani nikoli pfes indexy n, ale pfes nartstajici amplitudy casové fady x(n). Rozd€lenim
rozsahu vSech hodnot x(n) na navazujici malé intervaly s Sitkou AX centrované v X; = iAX lze
sumu v rovnici (4.2) vyjadfit jako:

o0

ix(n)z Z Z x(n) . (4.37)

n=l i=—e0 X; —%Qc(n )SXI- +%

Za predpokladu dostatecné tzkych intervali AX lze vSechny hodnoty x(n) v jednotlivych
intervalech aproximovat pomoci stfedu intervalu X;, a sumu pak lze vyjadfit jako:

20

N
Z x(n) ~ Z X{poéet vzork, pro které X, —% < x(n) <X, + %) (4.38)

n=l1 i=—»n

Vyd¢lenim N a zavedenim limity pro velka N se jiz vyjadii ¢asovy pramér:

(x(n)) = iXiP(Xi —% <x(n)< X, +%} (4.39)

i=—00

ktery za ptredpokladu velmi tzkych intervali AX lze vyjadfit pomoci pravdépodobnostni
funkce:

(x(m))~ D X.f.(X)AX, (4.40)

nebot’ pravdépodobnost, Zze x(n) lezi v intervalu o Sifce AX centrovaném v X; lze vyjadiit
soucinem f(X;)AX. V limité se suma pfes indexy i priblizuje integralu uvedeném v (4.36).

4.1.4 Souborové priuméry, stacionarita, ergodicita

Modely zaloZzené na casovych primérech zanedbavaji veskeré informace o Casové
variabilit¢ statistickych momentti ndhodnych procesii, a proto jsou wuzitené pouze
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v ptipadech, kdy lze zavést predpoklad stacionarity nahodnych procesii a jimi generovanych
casovych fad.

Stacionarita je vlastnost ndhodného procesu, kterd mu pfisuzuje ¢asovou invariantnost
jeho statistickych momentd. O staciondrnim nahodném procesu lze fici, Ze jeho
pravdépodobnostni funkce je nezavisla na case. V dusledku toho je jeho autokorela¢ni funkce
zavisla pouze na zpozdéni mezi vzorky a nikoli na absolutnim Case. V literatufe se lze setkat
s mnoha rtiznymi definicemi stacionarity, véetn¢ slabé a silné stacionarity, autokorelacni
stacionarity atd.

DRUHA POUCKA ODVOZENA SELSKYM ROZUMEM:
»Predpoklad stacionarity splituji ty ¢asové rady ¢i nahodné procesy,
které jsou bez trendu, maji s ménicim se ¢asem stejny rozptyl a stejny
pribéh autokorelac¢ni funkce.“

U modell zivych systém, které starnou a adaptuji se na ménici se podminky prostredi,
bude ptedpoklad stacionarity do jist¢ miry vzdy omezujici. V mnoha piipadech vykazuji
statistické momenty Casovych fad tak rychlé zmény, Ze pfedpoklad stacionarity nelze zavést
ani v omezenych Casovych intervalech. Pro takové data je pak lepsi volit abstraktnéjsi model
zalozeny na souborovych priimérech.

Vysvétleni rozdilu mezi casovymi a souborovymi priméry je ukdzkové vysvétleno v [4]
na ptikladu plynovych ¢astic pohybujicich se v uzavieném prostoru. Kazda ¢astice vykonava
neustale tzv. Browniv pohyb. Je-li zaznamenana trajektorie pohybu ¢astic, mize z ni byt pro
kazdou castici urena primérnd poloha, kterd se vypocitd zplsobem odpovidajicim vySe
zavedenému Casovému praméru. Alternativné Ize vSak v riznych asovych okamzZicich urcit
také prumérnou polohu vSech castic, a to vypoctem, ktery se oznacuje jako souborovy
pramér. Pozici plynovych ¢&astic lze tedy povazovat za funkei dvou proménnych: Casu a
souborové proménné identifikujici jednotlivé castice. Pro kazdy casovy index n je mozné
vypocitat podil ¢astic, které lezi mezi pozicemi X a X+AX podél jedné z os. V limitnim
piipadé, kdyz se AX blizi k nule, definuje tento podil Casové zavislou pravdépodobnostni
funkei f«(X, n). Souborova primérné pozice E(X(n)), neboli oéekdvand hodnota pozice podél
jedné z os se vypocita:

E{x(n)}z_TXfx(X, n)ix, (41)

coz je rovnice, kterd je sice podobnd na rovnici (4.36) pro vypocet ¢asového pruméru ndhodné
Casové fady z pravdépodobnostni funkce, avSak obé rovnice maji zcela odliSnou interpretaci.
V rovnici (4.34) byla pravdépodobnostni funkce definovana jako ¢asovy primeér, takze (4.36)
vyjadiuje vlastné vzajemny vztah mezi dvéma casovymi pruméry. Rovnice (4.41) definuje
ocekavanou hodnotu na zdkladé¢ souborové pravdépodobnostni funkce f(X, n), kterda je
a priori dana pro kazdé n. Tedy zatimco v (4.34) pravdépodobnostni funkce nenese informaci
o tom, jak se pozice jednotlivych ¢astic méni v Case, tak v rovnici (4.41) je tato informace
v pravdépodobnostni funkci obsazena.

Podobné jako na pohybujici se plynové Castice 1ze nahlizet také na mnohé Casové fady.
Sejme-1i se napf. vicekrat elektroencefalogram zpovrchu hlavy stejného pacienta za
identickych experimentalnich podminek, neni pochyb, Zze jednotlivé Casové fady se budou
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mezi sebou lisit, 1 kdyz budou vykazovat velmi podobné statistické momenty. Na kazdy
zaznam elektroencefalogramu Ize pohlizet jako na jeden prvek souboru ¢asovych fad, které by
eventudlné mohly byt naméfeny. V uvedeném piikladu neni soubor piimo pozorovatelny —
jedna se o abstrakci ¢1 model charakterizujici nejistotu o Casové fad¢ — elektroencefalogramu.

Teorie o pravdépodobnosti zavadi pojem staciondrni ergodicky proces, coz je nahodny
proces, ktery vykazuje stacionaritu i ergodicitu. Ergodicita je vlastnost ndhodného procesu,
ktera mu pfisuzuje shodu mezi jeho souborovymi a ¢asovymi pruméry. V praxi to znamena,
ze stacionarni ergodicky ndhodny proces jednak neméni své statistické momenty v Case a
déle, Ze tyto jeho statistické momenty mohou byt zjistény z jediné dostatecné dlouhé realizace
nahodného procesu.

4.2 Dekompozice ¢asovych rad a Boxovy-Jenkinsovy modely

Na problém modelovani ¢asovych fad je mozno pohlizet jako na analyzu smési
uzitenych a ruSivych komponent. Cilem modelovani je oddé¢lit uzZite¢nou slozku od
nahodného ruseni, pti¢emz uzitecnd (nebo také systematicka) slozka se v literatuie Casto jesté
déli na tzv. trendovou, sezonni a cyklickou slozku. Je-li na smés uziteCnych a ruSivych
komponent pohliZeno jako na smés aditivni, pak lze Casovou fadu x(n) zapsat ve tvaru:

x(n)= s(n)+ v(n) = T(n)+ C(n)+ V(n), (4.42)

kde W(n) je ndhodna chyba nebo ruseni, 7(n) je trendova slozka vyjadiujici dlouhodoby nartist
nebo pokles hodnot ¢asové tady, C(n) zastupuje sezénni i cyklickou slozku, nebot’ obé tyto
komponenty lze povazovat spolecn¢ za periodické kolisani hodnot casové fady.

Detailngjsi rozklad C(n) na sloZku sezénni a cyklickou lze najit zejména v literatuie
vénujici se chovani ekonomickych systémi a autofi rozliSuji periodické slozky na sezénni a
cyklické podle délky periody: je-li perioda dlouha den, tyden, mésic, kvartal nebo rok, byva
takova slozka oznacovand jako sezOnni; nevykazuje-li perioda kalendaini charakter nebo je
delsi nez jeden rok, pak se hovoii o sloZce cyklické. S ohledem na znalosti ziskané v kapitole
1.3, o rozkladu periodickych signalti nebo ¢asovych fad na harmonické komponenty pomoci
Fourierovy fady, neni tfeba v tomto textu dale komplikovat nazvoslovi a slozka C(n) zde bude
oznacovana jako periodickad.

Krom¢ dekompozice aditivnich smési se nékdy vyuziva také multiplikativni
dekompozice. Zatimco v pfipad¢ aditivniho modelu jsou vSechny slozky vyjadieny ve
stejnych jednotkach jako pozorovana ¢asova tada, v ptipadé multiplikativniho modelu je ve
stejnych jednotkach jako pozorovana fada pouze trendova slozka a ostatni (periodicka slozka
a slozka ruseni) vyjadiuji sou€inem relativni, okamzity nartist nebo pokles hodnot Casové
fady. Multiplikativni dekompozice je nad ramec tohoto ucebniho textu — dekompozice
¢asovych tad je zde probrana jen pro aditivni smési.

Trendova slozka je obvykle po grafické rozvaze vypocitana regresni analyzou, kdy je
aplikaci metody nejmensich ¢tverct prolozen obecny polynom piedem daného stupné nebo i
jind predem dana funkce (napt. exponenciala, sigmoida aj.).

Detekce periodické slozky mize byt provedena rozkladem na harmonické slozky
Fourierovou fadou (viz kapitola 1.3) nebo pomoci autokorelacnich a kiizovych korela¢nich
funkci (viz kapitola 4.1.3).
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Obr. 4.2 Dekompozice casové rady x(n) na trendovou slozku T(n), periodickou slozku C(n)
a ndahodné ruseni v(n).
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Obr. 4.2 ukazuje aditivni dekompozici ¢asové fady x(n) na trendovou, periodickou slozku
a sloZzku ruSeni. V ilustraénim jednoduchém piikladu byla pouzita ¢asova fada obsahujici
linedrni trend a periodicka sloZka obsahovala jedinou harmonickou. V praxi mize byt aditivni
dekompozice Casové fady ztizena komplexnéj$i trendovou funkci (napt. linedrni trend
s n€kolika body zlomu, lokdlni polynomické trendy apod.) a/nebo vice nezanedbatelnymi
harmonickymi komponentami v periodické sloZce.

Pokud slozka ruSeni v(n), ziskana ocisténim casové fady od trendu a periodické slozky,
odpovida realizaci bilého Sumu, pak vysledek dekompozice dostatecné vysvétluje veskeré
dynamické jevy zachycené v analyzované Casové fadé. Pokud tomu tak neni, coz je v praxi
velmi Casty pfipad, znamend to, ze slozka ruSeni obsahuje jest¢ nezanedbatelné zdvislosti
mezi vzorky a ty mohou byt vysvétleny s vyuzitim Boxovych-Jenkinsovych modeli
stacionarnich ndhodnych procesii. Tato metodika, pojmenovand podle statistikii George Boxe
a Gwilyma Jenkinse, mj. fikd, Ze jakoukoli staciondrni ¢asovou fadu generuje ndhodny
proces, kterému lze piifadit jeden z téchto modela:

Cisté rekurzivni autoregresni model AR,
nerekurzivni model s klouzavym primérem MA,
kombinovany model ARMA,

a bily Sum.

Bily Sum je ndhodny proces nebo Casova tfada Wn), kterd je bild a jeji stfedni
hodnota u, je nulova. Potom podle rovnic (4.20) a (4.21) bude autokorela¢ni funkce bilého
Sumu vazenym jednotkovym impulsem!'s:

2 k=0
R, (K)=06(k)=1 P47
w(k)=0,5(k) {0 orok %0 (4.43)

Ukazka empirické autokorelacni funkce bilého Sumu je na obr. 4.1E. Oznaceni empirickad
je zde pouZito proto, Ze se jedna o odhad teoretické autokorela¢ni funkce ndhodného procesu
z jedné jeho realizace.

Box-Jenkinsova metodika zahrnuje postup pro konstrukci modeld, ktery obsahuje tfi
zakladni kroky a ktery odpovida obecnému postupu uvedenému v tivodu ¢tvrté kapitoly. Tii
zakladni kroky jsou pojmenovany jako [13]:

1. [Identifikace modelu. Krom¢ volby struktury modelu zahrnuje tato faze také zajiSténi
stacionarity ¢asové fady. Detekuje se trendova a periodicka slozka a piipadné se aplikuje
diferencovani casové fady, které je pak zpétné zahrnuto do struktury modelu.

2. Odhad parametrii modelu. Faze, ve které se vypocitaji numerické hodnoty parametrt
modelu. Podle typu struktury se vyuzivaji linearni nebo nelinedrni metody nejmensich
¢tvercli a metoda odhadu maximalni vérohodnosti.

3. Validace modelu. Faze, ve které¢ se analyzou residui (neboli analyzou posloupnosti chyb
predikce) ovéfuje, zda model dobie vystihuje pozorované dynamické déje popsané
casovou fadou.

15" Autokorela¢ni funkce byvaji Casto prezentovany v normované formé tak, aby mély pro nulové zpozdéni jednotkovou
hodnotu.
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Obr. 4.3 Stacionarizace casové rady x(n): A) odectenim prolozeného polynomu, B) jednoduchym a
dvojitym diferencovanim.

V piipadé nestaciondrnich casovych fad zaind identifikace modelu ptfedzpracovanim
casové tady na stacionarni posloupnost. Tato fize je velmi obdobnd vySe popsané
dekompozici Casovych fad s naslednym ocisténim casové fady od vlivl zjisténého trendu a
piipadné 1 o€isténi od vlivli periodického kolisani. Odstranéni trendu miZze byt provedeno
odectenim proloZené trendové funkce, jak je to naznaceno napfi. na obr. 4.3A. Jinou moznosti
pro stacionarizaci ¢asové fady je jeji diferencovani, jak je to naznaceno napt. na obr. 4.3B.
Jednoduché diferencovani vede k potlaceni linearniho trendu, dvojité diferencovani pak ocisti
casovou fadu od trendu kvadratického. Oc¢isténa posloupnost Vx(n) vznikne diferencovanim
posloupnosti x(n) a po konstrukci stacionarniho modelu na ociSténych datech Vx(n) je pro
vypodet %(n) do modelu je§té zahrnuta postupnd sumace (integrace) posloupnosti Vi(n).
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Obecny stacionarni model ARMA se tak zméni na nestacionarni model ARIMA
(autoregressive integrated moving average). Jednoduché diferencovani posloupnosti lze
v Z-transformaci popsat prenosovou funkci H(z)=1— z . Sumaci (integraci) posloupnosti lze
v Z-transformaci popsat prenosovou funkci H(z)=1/(1-z '), coZ je prenosova funkce
integracni soustavy na mezi stability [19], viz také kap. 1.3. Jednoduché diferencovani s vyse
uvedenou prenosovou funkci lze povazovat za linedrni filtraci s frekvencni charakteristikou
odpovidajici filtru typu horni propust, kterd byla vypocitana v fesené tloze 1.3, viz obr. 1.8.

Na obr. 1.8 1 na obr. 4.3B je vidéet, Ze tato horni propust utlumuje nejen nizkofrekvencni
slozky odpovidajici pozvolnym zméndm neboli trendu, ale Ze navic ¢astecné utlumuje i
periodické slozky na vysSich frekvencich, které v ptivodni c¢asové fadé x(n) mohou nést
uziteCnou informaci. Je-li stacionarni model ARMA konstruovdn na takto nevhodné
ptedzpracovanych datech, nebude ani vysledny model ARIMA modelovat dobie vSechny
dynamickeé jevy. Tento nedostatek vSak odborna literatura vénujici se Boxovym-Jenkinsovym
modeliim nezminuje a diferencovani uvadi jako doporuc¢enou metodu.

1.  Je ¢asova fada stacionarni?

2. Obsahuje Casova fada periodickou slozku?
ANO ANO NE
NE Zjisténi periody N, zahrnuti ¢lenu Analyza trendu,
AR(N) nebo MA(N) do modelu, diference nebo odecteni
nebo diference s celistvym trendové funkce.
nasobkem N.
3A) Identifikace, odhad, validace ARMA 3B) Identifikace, odhad, validace ARMA
modelu na ptivodnich datech. modelu na o¢isténych datech.

4. Uprava modelu ARMA
na model ARIMA nebo SARIMA

KONEC

Obr. 4.4 Uprava modelu ARMA na model ARIMA nebo SARIMA v piipadech konstrukce modelu na
diferencovanych datech. Diferencovani casové rady je doporuceno podle Box-Jenkinsovy metodiky
v pripadech, kdy je casova rada nestaciondrni nebo se v ni vyskytuje
vyznamna periodicka slozka [13].

Diferencovani s celistvyym nasobkem periody, neboli tzv. sezdnni diferencovani
(seasonal difference, seasonal adjustment) je rovnéz soucasti faze identifikace modelu podle
Boxovy a Jenkinsovy metodiky, a to v pfipadé, kdy je znéjakého divodu tieba ocistit
modelovanou c¢asovou fadu od periodického kolisani jejich hodnot. Je-li sezonni
diferencovani aplikovano ptred konstrukci modelu ARMA, pak je stejné¢ jako v ptipadé
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jednoduchého nebo dvojitého diferencovani pro potlaceni trendu nutno tuto operaci zpétné
zahrnout do vysledného modelu, ktery pak byva oznafovan jako model SARIMA
(seasonal ARIMA).
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Obr. 4.5 Modulova frekvencni charakteristika (A) a rozlozZeni nulovych bodit a polii (B) diskrétni
soustavy realizujici tzv. sezonni diferencovani pro potlaceni periodického kolisani — na uvedeném
prikladu se jedna o diferenci s periodou 12 vzorkii: Vx(n)=x(n)-x(n-12). Tato sezonni diference
utlumuje deje nejen s periodou 12 vzorkii, ale také vyssi harmonické, tj. déje s periodou 6,4,3,2.5
a 2 vzorky.

Tvar prenosové funkce diskrétni soustavy, kterd realizuje sezénni diferencovani, je
zéavisly na délce periody. Napf. je-li Casova fada x(n) vzorkovana s intervalem jeden mésic,
pak jednomu roku odpovida N=12 vzorkd. Je-li cilem analytika dat ocistit x(n) od vlivu ro¢ni
sezony na  sledované jevy a  vyuzije-li ktomu sezéonni  diferencovani
xd2(n)=x(n)—-x(n—12), provadi vlastn¢ linearni filtraci, a to s filtrem s pienosovou funkci
H(z)=1-z '*, viz frekven&ni charakteristiku a rozloZeni nul a p6l na obr. 4.5. Jedn4 se o tzv.
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hiebenovy filtr's, ktery si své pojmenovani zaslouzil podle typicky hifebenového tvaru
modulové frekvencni charakteristiky — vlivem rovnomérného rozloZeni nulovych bodi na
jednotkové kruznici. Obr. 4.5 ukazuje, ze kromé utlumeni zékladnich d&ji s periodou
12 mésicii jsou hiebenovym filtrem utlumeny 1 vysS$i harmonické slozky a casteCny utlum
nastava také pro frekvencéni slozky mezi body nulového a jednotkového pfenosu. Analytik by
si m¢l tedy klast pfed pouzitim sezénniho diferencovani otazku, zda zkresleni, které
hiebenovym filtrem do ocisténé verze casové fady zavede, skutecné nevadi pti dalSich krocich
konstrukce modelu.

Alternativou k sezonnimu diferencovani je zahrnuti ¢lenu AR(N) nebo MA(N) do
modelu, coz je jednak ukazano ve schématu na obr. 4.4 a coz také vyplyne z dalSiho textu o
uréovani fadl p a ¢ u €lent AR(p) a MA(q) v modelu ARMA(p.q).

Struktura modelu AR(p) pro stacionarni ¢asovou fadu se stfedni hodnotou x je vyjadiena
na obr. 4.6 a v nasledujici rovnici:

x(n)=p+ax(n-1)+ax(n-2)+..+a,x(n—p)+v(n). (4.44)

)

)

Obr. 4.6 Model vzniku casové rady x(n) realizaci nahodného procesu AR(p) si lze predstavit jako IIR
filtr Fadu p buzeny bilym sumem v(n).

Diferencni rovnici (4.44) lze interpretovat jako linearni regresi aktualni hodnoty posloupnosti
x(n) proti jedné a vice jejim predchozim hodnotdm. Jinymi slovy lze rovnici popsat tak, ze
aktualni hodnota Casové fady generované nahodnym procesem AR(p) je déna linedrni
kombinaci jejich p piedchozich hodnot a ndhodnym pfirtistkem wn), ktery v ¢ase s indexem
vzorku n tvofi v procesu jedinou novou informaci.

Struktura modelu MA(g) pro stacionarni ¢asovou fadu se stfedni hodnotu u je
vyjadiena na obr. 4.7 a v nésledujici rovnici (4.45). Jde opét o linearni regresi aktualniho

16 Nejjednodussimu hiebenovému filtru odpovida diferencovani s prenosovou funkei H(z)=1-z >
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vzorku Casové fady x(n), ovSem tentokrat ne oproti jejim zpozdénym hodnotam, ale oproti
hodnotam bilého Sumu W(n):

x(n) =u+ v(n)— cvin—1)- czv(n - 2)— . cqv(n - q). (4.45)

= 2 = X,

Obr. 4.7 Model vzniku ¢asové rady x(n) realizaci nahodného procesu MA(q) si Ize predstavit jako FIR
filtr Fadu q buzeny bilym Sumem v(n).

Kombinovany model ARMA(p, g) pro stacionarni ¢asovou fadu se stfedni hodnotou u
v sob¢ zahrnuje (4.44) 1 (4.45):

x(n): ,u+a1x(n—1)+ azx(n—2)+...+apx(n—p)+ »
+v(n)-cy(n-1)-c,v(n-2)-...—cv(n-q). (4.46)

Pro urceni struktury a sloZitosti modelu se vyuZzivd zkuSenosti, experimentovani a
srovnavani empirické autokorela¢ni funkce pozorované Casové tfady s teoretickymi tvary
autokorelacnich funkci vybranych ndhodnych procesi. Autokorelacni funkce stacionarniho
nahodného procesu je zavisld na zpozdéni mezi vzorky ka dale na parametrech procesu.
Autokorelacni funkce autoregresnich nahodnych procesti maji tvar klesajici exponencialy
nebo exponencidlné tlumené vlny. U ndhodnych procest s klouzavym primérem
autokorelacni funkce klesd nahle k nule od urcitého kone¢ného zpozdéni. Kombinované
nahodné procesy ARMA se vyznacuji tim, Ze jejich autokorelace jsou pro tvodni zpozdéni
k=1,2,...,q komplikované zavislé na parametrech ¢leni AR 1 MA, avSak pro zpozdéni k>g
jsou jiz zavislé pouze na parametrech autoregresniho Clenu, a jejich prib&h tedy opét
vykazuje tvar klesajici exponencialy nebo tlumené viny. Jednoduchym piikladem je teoreticka
autokorelacni funkce stacionarniho ndhodného procesu AR(1):

R, ()= Ecln)e(n —[i])} = ", (4.47)

coz je vlastné geometrickd fada, kterd monotdénné klesa, pokud je parametr a; kladny a ktera
ma tvar tlumené viny, pokud je parametr a; zaporny, viz obr. 4.8.

Tab. 4.1 sumarizuje heuristickd pravidla pro ur€eni struktury modelu na zakladé
srovnavani empirickych a teoretickych autokorelanich funkci. Pravidla zahrnuji také
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urcovani fadt p a ¢, a to na zaklad¢ parcidlni autokorelacni funkce. Hodnota parcidlni
autokorelacni funkce Casové tady x(n) pro zpozdéni k pfedstavuje zéavislost mezi dvéma
vzorky Casové tady x(n) a x(n—k), pticemz do této zavislosti se nezapocitava linedrni vliv
vzorkl lezicich mezi nimi. Jinymi slovy se jedna o autokorelacni koeficient pro zpozdéni £,
oCistény od vlivu hodnot vzorki x(n—1), x(n-2),..., x(n—k+1). Podle [8] je parcidlni
autokorelac¢ni funkce definovéna jako:

kS

R’ (k)= korelace [x(n)- px(n—1)- gx(n—2)—...— B,_x(n—k + 1), x(n— k)], (4.48)

kde B=[f1, fo,... Pr1] je vektor regresnich koeficientl. Priibéh parcidlni autokorelacni funkce
je vyuzivan pro urCovani fadu p autoregresniho modelu: sleduje se zpozdéni, pro které
parcialni autokorelacni funkce nabyva nulové nebo zanedbatelné hodnoty, a hodnota zpozdéni
predchoziho je pak dosazena za p, viz také tab. 4.1.

a1=+0.9¢

0.4

0.2

R (k)

Obr. 4.8 Teoreticke pribehy normované autokorelacni funkce pro riizné parametry
staciondrniho nahodného procesu AR(1).

Jednou z metod pro odhad numerickych hodnot parametri ve zvolené struktufe modelu je
teSeni Yuleho-Walkerovych rovnic. V této metodé se rovnéz uplathuji autokorelacni a

autokovarian¢ni funkce nahodnych procesii. Autoregresni model fadu p stacionarni ¢asové
fady s nulovou stiedni hodnotou Ize podle (4.44) zapsat také touto rovnici:

x(n+1)= Zp:a_jx(n—j+1)+ v(n+1). (4.49)
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Pro zavedeni autokorelaci do rovnice (4.49) se kazda strana této rovnice zndsobi x(n) a
aplikuje se operator ocekavané hodnoty (neboli souborového praméru):

Efen)(n+ D)= Y (o, Efx(n)x(n— j + D))+ Ef(n)(n+ 1)) (4.50)

Jj=1

Parametry a; jsou vytknuty pfed operator E, nebot’ se jednd o deterministické a nikoli ndhodné
proménné. Nahodné piirtstky W(n+1) nejsou nijak zavislé na predchozich hodnotach x(n), a
tak bude druhy c¢len na pravé stran€ rovnice (4.50) nulovy. Vzhledem k tomu, ze
autokorelacni funkce jsou sudé funkce, 1ze (4.50) ptepsat na:

i( R (-1)) (4.51)

J=1

Pokud se obé¢ strany rovnice (4.49) vynasobi x(n—1), lze stejnymi tpravami jako v rovnicich
(4.50)-(4.52) dospét k rovnici autokorelacni funkce pro zpozdéni A=2:

R.(2)=) (4R, (j-2)) (4.52)

'ME

~
Il
—_

Obdobné 1ze odvodit rovnici autokorelacni funkce pro maximalni zpozdéni mezi vzorky k=p:

R.(p)=Y(a,R.(j-p)) (4.53)

Mu

1

~.
1l

Pro vSechna moznd zpozdéni k=1,2,...,p Ize sestrojit ndasledujici soustavu
Yuleho-Walkerovych rovnic:

R,\'x(l) = alRM(O) + aZRM(l) + a3Rxx(2) +'“+ap—le.x(p_2)+aprx(p_1)’

R,\'x(z) = alex(l) + aZRxx(O) + aSRxx(l) +o.t ap—lex(p_3) +aprx(p_2)’

(4.54)
R,\'x(p_l): alex(p_2)+aZRxx(p_3)+a3Rxx(p_4)+"‘+ ap—lex(O) + aprx(l)’

R,\'x(p) = alex(p_1)+aZRxx(p_2)+a3Rxx(p_3)+'"+ ap—lex(l) + aprx(O)'

Soustavu Ize prepsat do maticové podoby:
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R.(0) LRG0 RO . R(-2) RG-)Ya
RO || RO 1 R Rp-3) Rp-2)| @
R(o-1)| |R.(p=2) R.(p-3) R.(p-4) LR e, | @59
R.(p) ) (R.(p-1) R.(p-2) R.(p-3) R, (1) %)

r R a

Stru¢néjsi podoba Yuleho-Walkerovych rovnic pro autoregresni stacionarni nahodné procesy
ma tvar:

Ra=r. (4.56)

Matice R se oznacuje také jako autokorelacni matice. Jednd se o symetrickou ¢tvercovou
matici s tzv. Toeplitzovou strukturou, ktera ma ve vsech klesajicich diagonalach shodné
prvky. Vypoctem inverzni matice k autokorelacni matici R lze vypocitat nebo odhadnout”
numerické hodnoty parametrti modelu ve vektoru a:

a=R7r. (4.58)

Yuleho-Walkerovy rovnice pro dalsi typy staciondrnich procesit MA(q) a ARMA(p.,q) lze
odvodit obdobné¢ jako pro procesy AR(p). Soustava Yuleho-Walkerovych rovnic je soustavou
linedrnich rovnic, ovSem pouze v piipadé ryze autoregresnich ndhodnych procesti. Odhad
parametri u MA(g) a ARMA(p,q) procesil vede na feSeni soustavy nelinearnich rovnic, coz
je prirozené obtizné&jsi tloha, neZ je tomu v piipadé€ linedrnich rovnic. Vysledné rovnice pro
viechny typy nahodnych procesti lze najit napf. v [8]. ReSeni rovnic se v dne$ni dobd
ponechdvd v rezii vypocetnich programi, jako je napf. Matlab, kde je tato metoda
implementovana v balicku funkci System Identification Toolbox.

Diilezitou soucasti ndvrhu modelu ¢asové fady je na zavér jeho validace, a to formou
kontroly rezidui mezi ¢asovou fadou a jeji predikovanou verzi. Rezidua by méla v idedlnim
piipad¢ predstavovat realizaci bilého Sumu. V Casovém prib¢hu se sleduje, zda rozdeleni
rezidui vykazuje konstantné nulovou stfedni hodnotu a konstantni rozptyl. Pomoci
autokorelacni funkce posloupnosti rezidui se vysetfuje jejich vzdjemnd nezavislost's. Pfi
nesplnéni téchto kritérii je tfeba hledat jiny, vhodnéjsi model. To pak znamena provést znovu
krok identifikace modelu, pfi¢emz pro nové urceni fadi modelu p a ¢ mohou poskytnout

17 Jsou-li autokorelaéni koeficienty v matici R odhadnuty z pozorovanych ¢asovych fad pomoci Casovych priméri, nelze
hovotit ptimo o vypoctu numerickych hodnot parametri modelu, ale radéji jen o odhadu parametrii modelu. Pokud jsou
k danému nahodnému procesu k dispozici pfesné hodnoty autokorelaénich koeficientli, nebo je lze vypocitat pomoci
souborovych praméri, pak lze hovotit pfimo o vypo¢tu a ne o odhadu parametrii modelu.

18 Ne&kteid autofi [13] doporuduji ovéfovat u residui jejich normalni rozdéleni. Definice bilého Sumu, viz (4.43), se viak
neopira o urcité rozdéleni pravdépodobnosti. Pozadavek na normalni rozdéleni je tedy dodatecny. Jestlize je rozdéleni

bilého Sumu normalni, pak se takovy nahodny proces nazyva gaussovsky bily Sum [19].
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urcité voditko praveé vysledky z analyzy rezidui. Az po té, co je nalezen vhodny model ve
smyslu zpétného ovéetfeni predpokladi kladenych na ndhodnd rezidua, je mozné stanovit
kvalitu ptfedpovidani modelu pomoci chyby predikce ve stanoveném horizontu predikce.

Tab. 4.1 Volba struktury modelu na zakladeé srovnavani empirické autokorelacni funkce vysetrované
Casové Fady s teoretickymi tvary autokorelacnich funkci nahodnych procesii. Heuristicka pravidla pro
tato srovnadvani zahrnuji také tvar parcialni autokorelacni funkce.

Tvar autokorela¢ni funkce Identifikace modelu

Exponenciala klesajici k nule. Model AR(p). Pro urceni p se vychazi
Zmény kladnych a zapornych hodnot, z parcialni autokorela¢ni funkce, ktera je pro
postupny pokles k nule. AR(p) proces nulova od zpozdéni p+1.

Model MA(q). Rad g odpovida hodnoté
zpozdéni, od kterého je autokorelacni funkce
nulova nebo zanedbatelna.

Jeden nebo nékolik vrchold, zbytek
zanedbatelny, nulovy.

Pribéh klesajici az po nékolika zpozdénich.  Kombinovany model ARMA.

Vsechny hodnoty kromé pocatku

zanedbatelné, nulové. Data jsou ndhodna, generuje je bily Sum.

Vysoké hodnoty opakujici se ve stejnych Zahrnout AR ¢len s fddem odpovidajicim
intervalech. periodé.
Neklesa k nule. Nejedna se o staciondrni ¢asovou fadu.

ZvySovani fadl p a ¢ nemusi vzdy vést k modelim s lepSimi vysledky (vérngji
odpovidajicim modelovanym ¢asovym fadam). Nadmérné zvySovani slozitosti modelu vede
nutné¢ k veétsim nejistotdm, nebot’ odhady parametri modelu jsou navdzany na znalost
statistickych momentti a ty jsou zpravidla k dispozici pouze v jejich empirické podobé (jedna
se 0 vyberové statistické momenty ziskané z pozorovanych casovych tad) a nikoli v podobé¢
teoretické. Cilem konstrukce modelu by mélo byt vzdy nalezeni nejjednodussiho mozného
modelu, ktery jesté dobfe popisuje dynamiku systému.

4.3 Exponencialni vyhlazovani a predikce

Exponencialni vyhlazovani je postup pro kontinudlni revizi predikce s vyuzitim
nejnovejSich hodnot modelované Casové fady. StarSim vzorkim se pfifazuji exponencialné
klesajici vahy, a tak se na vypoctu predikované hodnoty pozorované ¢asové fady podileji jeji
novejsi vzorky véEtsi vahou nez ty starSi. Kromé modelovani ¢i predikce se vyuziva
exponencialni vyhlazovéani také za ucelem potlaceni nahodného ruSeni ve zpracovavané
casove fadé.

Vypocet kratkodobé predikce ¢asové fady pomoci exponencialniho vyhlazovéani je dan
rekurentni rovnici [13]:

2(n)=ax(n)+(1-a)i(n-1), O<a<l, (4.59)

ve které predstavuje %(n) hodnotu vyhlazené Casové fady a zaroveti je i predikei pro jeji pristi
vzorek x(n+1). Parametr o, ktery se oznacuje také jako koeficient zapomindni, ma vliv na
exponencialni pokles vah, pomoci kterych je vlastné realizovan vazeny pramér ze
vSech predchozich vzorkt, nebot (4.59) 1ze prepsat také na [13]:
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%, =ax(n)+(1-a)i(n—1)=ax(n)+(1-a)ox(n-1)+(1-a)i(n-2)|=

)+ ali—a)e(n—1)+ (1~ fox(n—2)+ (1-a)i(n-3)]= (4.60)

Il
S, 8
=

Za inicidlni hodnotu %(0) se dosazuje prvni hodnota asové fady x(0) nebo n&kdy také primér

nékolika prvnich pozorovanych vzorkl ¢asové fady.
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Obr. 4.9 Modulové frekvencni charakteristiky filtrii IIR pro realizaci exponencialniho vyhlazovani
s riznymi hodnotami koeficientu zapominani o.

Volba hodnoty koeficientu zapominani « muze byt ponechdana na optimalizacni
procedure, kterd najde hodnotu o minimalizujici stfedni kvadratickou chybu predikce pro
konkrétni pozorovanou ¢asovou fadu. Alternativné miize byt rozvaha nad hodnotou parametru
a provedena ve frekvencni doméné. Exponencidlni vyhlazovani lze realizovat pomoci
diskrétni  soustavy se strukturou odpovidajici filtru IIR s pfenosovou funkci
H(z)=a/ (1-az "). Obr. 4.9 ukazuje modulové frekvenéni charakteristiky exponencialniho
vyhlazovani pro rizné hodnoty «. Jde o dolni propusti li§ici se mezi sebou Siikou propustného
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pasma. Je-li pro konkrétni aplikaci dulezité ptredpovidat pouze pozvolné zmény v trendu
casové tady, pak bude pro predikéni model zvolen koeficient & co nejblize ¢islu 1. Pokud
naopak bude v jiné aplikaci dilezité predpovidat i déje s rychlou dynamikou, bude zfejmé
zvolena niZ8i hodnota koeficientu . Ma-li byt rozvaha ve frekvencni doméné smysluplna, je
nutno do ni zahrnout také frekven¢ni spektrum pozorované Casové fady.

Exponencialni vyhlazovani se oznacuje nékdy také jako model EWMA (exponentially
weighted moving average). Vyse v textu vSak bylo ukdzano, ze exponencialni vyhlazovani ve
své origindlni podob¢ podle rovnice (4.59) se realizuje IIR filtrem, a podobd se tak vice
autoregresnim modelliim nez modelim s klouzavym primérem. Pokud se rovnice (4.59)
prepise do tvaru pro piredpovidani formou korekce chyby predikce:

fc(n) = ax(n)+ (1 - a)fc(n — 1) = a(x(n)— )e(n - 1))+ X, = avn+fc(n — 1), (4.61)

je evidentni, ze exponencidlni vyhlazovani svou strukturou odpovidd modelu ARIMA(1,1,0).
Oznacovat exponencialni vyhlazovani jako model EWMA je tedy nevhodné®.

4.4 Ulohy
% ULOHA 4.1 Sestavte model pro &asovou fadu pozorovanou pii méfenich
koncentrace CO, v ovzdusi. Soubor dat, ktery  je dostupny na:

http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/pmc/sectiond/pmc4411.htm  obsahuje = mésicni
pramérné koncentrace CO, na observatofi Mauna Loa v letech 1974 — 1987. Koncentrace jsou
udavany v bezrozmérnych jednotkéch, jako molarni zlomek (mole fraction). Pti konstrukci
modelu vyuZzijte aditivni dekompozici spole¢né s Boxovou-Jenkinsovou metodikou.

Tab. 4.2 Ukdzka datového souboru pro modelovanou casovou radu v uloze 4.1. Soubor obsahuje
celkem 161 radki, kde kazdy radek reprezentuje jedno méreni priomérné mesicni koncentrace CO.,.

CO, Rok a mésic Rok Mésic

333.13 1974.38 1974 5
332.09 1974.46 1974 6
331.10 1974.54 1974 7
329.14 1974.63 1974 8
327.36 1974.71 1974 9
327.29 1974.79 1974 10
328.23 1974.88 1974 11
329.55 1974.96 1974 12
330.62 1975.04 1975 1
331.40 1975.13 1975 2
331.87 1975.21 1975 3
333.18 1975.29 1975 4
333.92 1975.38 1975 5

19 Model EWMA miize byt podle definice v kapitole MA model s fadem, ktery odpovidd koneénému poctu exponencialng
klesajicich vah podilejicich se na vypoétu vazeného priméru. U originalniho exponencialniho vyhlazovani je vSak pocet

vah vzhledem k rekurentni rovnici (4.59) teoreticky nekone¢ny, coz odpovida realizaci pomoci filtru IIR.
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Data, kterd jsou na uvedené adrese k dispozici v textovém formatu, je tfeba nejdiive
pfevést béznymi softwarovymi prostfedky do souboru ve formatu CSV (comma separated
values), kde jsou na kazdém tadku k dispozici vSechny numerické hodnoty k jednomu méteni
oddélené carkou, tabulatorem nebo stfednikem. Kazdé meéteni je reprezentovano ctyfmi
parametry, z toho tfi reprezentuji idaje na ¢asové ose, jak ukazuje tab. 4.2.

Kod skriptu, ktery v Matlabu realizuje nacteni dat, jejich vykresleni, analyzu trendu a
periodickych komponent je na obr. 4.10. Na obr. 4.11 je Casova fada vykreslena spolu
s vypocitanou linedrni trendovou funkci. Obr. 4.12 ukazuje grafickou analyzu car
v diskrétnim spektru vypocteném z Casové fady ocisténé od linearniho trendu. Vysledkem
analyzy jsou dvé vyznamné harmonické komponenty s periodou 12 a 6 mésic. Sezénni
diferencovani s periodou 12 vzorkl utlumi ob€ tyto komponenty (i dal$i vyssi harmonické),
jak bylo vysvétleno vySe v textu a na obr. 4.5.

%%% ULOHA 4.1A MODELOVANI CASOVE RADY S KONC. CO2 V 0OVZDUSI
%%% PRVNI CAST: ANALYZA TRENDU A PERIODICKYCH SLOZEK

%$%%%% nahrani dat a vykresleni casove rady
DATA = dlmread('co2.csv',';"):; % csv soubor = hodnoty oddelene
strednikem

o\°

x = DATA(:,1); koncentrace jsou v prvnim sloupci
t = DATA(:,2); % casove udaje ve druhem sloupci
figure, hold on;
plot(t,x,'k");

xlabel ('Cas'); ylabel('CO _2");

o\

kreslime puvodni data

%$%%%% ocisteni od trendu

c = polyfit(t,x,1); % prolozeni polynomem prvniho radu
trend = c (1) *t+c(2); % trendova posloupnost

h = line([min(t) max(t)], [trend(l) trend(end)]);

set (h, 'LineWidth', 2, 'Color', 'red'); % trend vykreslime tlustou carou
xd = x - trend; % ocisteni od linearniho trendu

$%$%%% zjisteni periody sezonnich/cyklickych jevu
spektrum = fft(xd); % vypocet diskretniho
spektra

); % normovana frekvencni osa
% vykresleni modulu spektra

faxis = linspace (0,1, length (spektrum)
figure, stem(faxis,abs (spektrum),'.");
xlabel ("'normovana frekvence (fs...1l)'
ylabel (' |DFT(xd) | ")

)7

xdl2 = xd(13:end)-ddata(l:end-12);

spektruml2 = fft (xdl2); % vypocet diskretniho
spektra

faxisl2 = linspace(0,1,length(spektruml2)); % normovana frekvencni
osa

figure, stem(faxisl?2,abs(spektruml2),'.");

xlabel ('normovana frekvence (fs...1l)");

ylabel (" |DFT (xd12) | ") ;

Obr. 4.10 Uloha 4.1 — modelovani casové rady s mésicnimi koncentracemi CO.
Prvni cast: dekompozice.
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Obr. 4.11 Nahore: casova rada x(t) s mésicnimi koncentracemi CO, v ovzdusi a linearni trendova
Sfunkce T(t) vypocitana z x(t) pomoci metody nejmensich ctvercii. Dole: casova rada x(t) ocisténad od
linearniho trendu a s indexem vzorku n jako nezavisle proménnou.
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Pro nésledujici konstrukci staciondrniho modelu budou zvazovany obé varianty
nesystematické slozky casové tady x(n): 1. posloupnost xd(n), ktera se od plivodni Casové
fady li$i pouze odectenym trendem a 2. posloupnost xd,»(n), kterou od plivodni x(7) odliSuje
navic i sezonni diferencovani o 12 vzorkd.
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20:

Obr. 4.12 Zjistovani periody vyznamnych cyklickych/sezonnich jevii. Amplitudova cast diskrétniho
spektra: vlevo - casové rady ocistené od linedrniho trendu dx(n)=x(n)-T(n), vpravo - casové rady
ocisténée od linearniho trendu a po sezonnim diferencovani s periodou 12 vzorki. Pri zjistovani
periody ve frekvencni doméné je nutno mit na paméti, Ze spektrum je diskrétni a frekvencni osa je
vzorkovana podle poctu vzorkii casové rady, viz (1.9) pro definici DFT. V casové radé xd(n) je 161
vzorkit a v casové radeé xd;>(n) je po sezonnim diferencovani 149 vzorkii.

%%% ULOHA 4.1B MODELOVANI CASOVE RADY S KONC. CO2 V 0OVZDUSI
%%% DRUHA CAST: KONSTRUKCE MODELU

%$%%%% ZJISTOVANI DALSICH ZAVISLOSTI V NESYST. SLOZCE CASOVE RADY
figure, [Rxd,Cxd]=acfpacf(xd,50,50,1,0.05,0.05, 'xd");

figure, [Rxdl2,Cxdl2]=acfpacf(xdl2,50,50,1,0.05,0.05, 'xd12");

y = iddata(xdl2(:),[1); % datova struktura pro Sys. Ident. Toolbox

model = ar(y,2,'yw'); % reseni Yulovych-Walkerovych rovnic

% vysledny model je typu idpoly: A(q)y(t) = e(t)

%$%%%% VALIDACE MODELU

xpred = zeros (length(t),1l); %do xpred ulozime predikovane hodnoty

al=abs (model.A(2)); a2Z2=abs (model.A(3));

for n 15:1ength (t)

xpred(n) = al*x(n-1)+a2*x(n-2)+x(n-12)-al*x(n-13)-a2*x(n-14);
end
figure, subplot(3,1,1), stem(e,'.'); ylabel('residua e(n)"')
subplot (3,1,2), stem(acf e(start:end),'.'); ylabel('acf e(k)");
$%%%% JAK MODEL PREDPOVIDA A JAKA JE SKUTECNOST

subplot(3,1,3), plot(t(l5:end),x(1l5:end),'k"'), hold on
subplot(3,1,3), plot(t(l5:end),xpred(l5:end), 'b");
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%$%$%%% ROZLOZENI NULOVYCH BODU A POLU PRENOSOVE FUNKCE

a=[1al a2 00 00000001 -al -a21:

S = filt(1,a); definice citatele a jmen. prenosove funkce
figure, pzmap (sys):; % rozlozeni nulovych bodu a polu

o\°

Obr. 4.13 Uloha 4.1 — modelovani ¢asové fady s mésicnimi koncentracemi CO,.
Druha cast: konstrukce modelu a jeho validace s vyuzitim balicku funkci
System Identification Toolbox pro Matlab.

Ve druhé ¢asti skriptu, jehoz programovy kod je na obr. 4.13, se zjiStuji zavislosti
v nesystematické slozce ¢asové fady x(#), a to pomoci autokorelacni a parcialni autokorelacni
funkce, viz obr. 4.14. Obé funkce zaroven slouZi k urceni fadl p, ¢ ¢lenli AR(p) a MA(gq) ve
stacionarnim modelu ARMA. Autokorela¢ni funkce posloupnosti xd(n) potvrzuje vyskyt
periodické slozky s periodou 12 vzorkli — o posloupnosti xd(n) tedy nelze hovoftit jako
o ndhodné, nesystematické ¢asové fad€é. Autokorelacni funkce posloupnosti xd »(n) vykazuje
tvar tlumené viny, a tak lze tuto posloupnost modelovat pomoci autoregresni soustavy. Rad
této soustavy lze vycist z bodu useknuti v parcidlni autokorela¢ni funkci, ktery nastava pro
zpozdéni ky=2.
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Obr. 4.14 Zjistovani zavislosti mezi vzorky v nesystematické slozce pomoci autokorelacni funkce R (k)
a parcidlni autokorelacni funkce R (k).
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Odhad parametrii modelu AR(2), provedeny pomoci Yulovych-Walkerovych rovnic,
vede na konstrukci stacionarniho modelu:

xdlz(n) = V(n)+ alxdlz(n - 1)+ azxdlz(n - 2),
a, =0,45543  a,=0,31384.

Stacionarni model je tfeba upravit na nestaciondrni, a to zpétnym promitnutim vSech
uprav, které byly provedeny pfi stacionarizaci ptivodni ¢asové fady x(n), viz dale.

xd(n) = x(n)—(an+ B),
xdlz(n) =xd(n)—xd(n—12)=x(n) - (Om +ﬁ’)— x(n—12)+ (an + ,B)z x(n)—x(n—-12),
x(n)—x(n-12) = V(n)+ a, [x(n —1)=x(n— 13)]+ az[x(n - 2)— x(n— 14)1

Rovnice vysledného AR(14) modelu ma tvar:

x(n)=v(n)+ax(n—1)+ax(n—2)+x(n—12)—ax(n—13)—a,x(n —14),
a, =0,45543  a,=0,31384.

Na obr. 4.15 jsou znazornény tii kroky validace modelu formou grafické analyzy rezidui
neboli chyb predikce. Autokorela¢ni funkce chybové posloupnosti R,(k) se priblizuje
autokorela¢ni funkci bilého $umu. Cast variability dat, kterou nebylo mozné postihnout
modelem, je tedy velmi ndhodna.
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Obr. 4.15 Validace vysledného modelu zahrnuje a) grafickou analyzu residui (neboli chyb predikce),
b) véetné jejich autokorelacni funkce a c) posouzeni kvality predpovidani
— vybran detail, plna cara: x(n), prerusovand cara: fc(n)

Obr. 4.16 ukazuje rozlozeni nulovych bodii a pélt vysledného modelu AR(14) — nékolik
poll je vné jednotkové kruznice, a jednd se tedy o nestabilni soustavu. Tomu také odpovida
neustaly nartist hodnot v ¢asové fadé x(n), ktera je modelem generovana.
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Obr. 4.16 Rozlozeni nulovych bodii a polii vysledného nestaciondrniho modelu AR(14).

4.5 Shrnuti

Ctvrta kapitola predstavuje jeden z moznych pohledii na problematiku konstrukce modeli
casovych fad generovanych nahodnymi procesy. V ivodu byly pfedstaveny vybrané
popis vlastnosti nahodnych ¢asovych tad. Byly
vysvétleny zakladni rozdily mezi Casovymi a souborovymi priméry a dale byl ctenar
seznamen s pojmy stacionarita a ergodicita, coz jsou vlastnosti, které vymezuji urcité
podmnoziny ndhodnych procest. Jadro kapitoly tvoii metodika pro konstrukci staciondrnich
ARMA modelli ndhodnych ¢asovych tad podle Boxe a Jenkinse: probrany jsou zde vSechny
tti zakladni kroky od identifikace modelu pies odhad numerickych hodnot parametrt modelu
také moznosti a disledky doporucenych postupt
pro piedzpracovani nestacionarnich ¢asovych fad pti konstrukcich modeld typu ARIMA nebo
SARIMA. Byla ukazéna dilezité role specidlniho nahodného procesu, ktery se oznacuje jako

statistické momenty, které se vyuzivaji pro

az po jeho validaci. Detailn€ byly rozebrany

Re{z}
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bily Sum. Jedna podkapitola se vénuje také jednoduchému exponencidlnimu vyhlazovani pro
predikci Casovych fad, pficemz je zde ukdzano, Ze se jednd vlastné¢ o specidlni model
typu ARIMA. V zéavéru kapitoly je ctenar detailné proveden jednim z mnoha moznych
postupt pi1 konstrukci modelu realné naméiené nestacionarni Casové tfady predstavujici
mési¢ni monitoring koncentrace CO; v ovzdusi.
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5 Linearni predikce optimalnimi a adaptivnimi filtry

Konstrukce matematickych modelti redlnych systémli nebo procesii na zakladé
pozorovanych casovych fad pomoci postupli uvedenych ve Cctvrté kapitole vede ke
stacionarnim modelim. V ptfipad¢ nestacionarnich c¢asovych fad je nutné v diskutovanych
postupech takové posloupnosti nejdiive piedzpracovat s cilem ocistit je od trendu a/nebo od
periodického kolisani, poté zkonstruovat model pro takto zménéna data a nakonec do modelu
zahrnout operace inverzni k pfedzpracovani. Pro takovyto postup je ovSem nutné mit
k dispozici apriorni znalosti o ,,primérnych vlastnostech* modelovanych ¢asovych fad a déle
musi charakter nestacionarni slozky umoznovat jeji oddélené modelovani. V mnoha ptipadech
nelze takové znalosti a podminky pfi modelovani ¢asovych fad prepokladat, coz plati zejména
pfi skokovych zménach podminek vzniku ¢asovych fad a je-li cilovou aplikaci modelu
predikce budoucich hodnot ¢asové fady.

Koncept linedrni predikce byl naznacen jiz v prvni kapitole tohoto ucebniho textu, a to
v diferen¢ni rovnici LTI systému (1.16). Tento vztah lze interpretovat tak, Zze LTI systém
uchovava v paméti star§i vzorky vstupni 1 vystupni asové fady x(n), respektive y(n) a Ze
aktualni vystup diskrétniho LTI systému lze predikovat vypoctem jejich linearni kombinace.
Cilem linearni predikce je nalezeni hodnot parametri a; a b; v rovnici (1.16) stejné jako tomu
bylo v pfipadé¢ modelovani ndhodnych procesti ve ¢tvrté kapitole. Metodika, kterou se zabyva
tato kapitola, zahrnuje optimadlni filtraci pro identifikaci neznamych, Casové invariantnich
systémil, u kterych jsou hodnoty parametri a; a b; v Case konstantni. Déle pak pfedstavuje
také adaptivni filtraci pro identifikaci nezndmych dynamickych (neboli ¢asové proménnych)
systémi, u kterych jsou parametry ai(n) a bj(n) na Case zavislé. Zménami hodnot téchto
parametrii v ¢ase je mozné dosahnout adaptivni ptizplisobeni charakteristik filtru podle
meénicich se primérnych vlastnosti pozorovanych ¢asovych fad.

5.1 Optimalni filtrace a identifikace

Jednou z aplikacnich oblasti linedrni predikce je identifikace systémd, jejiz obecny
princip ukazuje obr. 5.1. Cilem identifikace je u predikéniho filtru nastavit vahy wy tak, aby
vstupné—vystupni chovani obou systémit bylo pokud mozno shodné. Protoze jsou
identifikovany systém 1 predikéni model buzeny shodnou posloupnosti x(n), jde tedy o
minimalizaci rozdilu mezi vystupnim signdlem z identifikovaného systému d(n) a vystupnim
signalem z predikéniho filtru d (n). Posloupnost residui mezi témito vystupy W) se oznacuje
jako chyba predikce.

Minimaliza¢ni kritérium se odvozuje od kvadratu chyby predikce, aby byly zohlednény
stejnou mérou kladné a zaporné odchylky mezi vystupnimi signaly d(n) a d(n). Posloupnost
chyb predikce W(n) lze povazovat za realizaci ndhodného procesu. Do kritéria minimalizace se
proto zavadi jeste operator o¢ekavané hodnoty E (souborovy primér) a celé kritérium se pak
oznacuje znamym pojmem stiedni kvadraticka chyba (MSE — mean squared error).

£n)= Ep () |= Elfatn)-d ()] |. (5.1)

Je-1i stfedni kvadratickd chyba uvadéna s ¢asovym indexem &(n), jedna se o Casové
sledovani vyvoje predikéni chyby, naptf. v pribéhu hledani vah optimalniho filtru. Zapis
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stiedni kvadratické odchylky & bez ¢asového indexu se vyuziva pro oznaceni ustalené chyby

predikce.
x(n)

Wi

d(n)

W) fde)

Obr. 5.1 Zakladni schéma identifikace systémii pomoci optimalni filtrace. Identifikovany systém (Cernd
skrinka) ma neznamou impulsni charakteristiku hy. Model identifikovaného systéemu v paralelni vetvi je
predikcni filtr FIR s impulsni charakteristikou, které odpovidaji vahy wy.

Z obr. 5.1 je zifejmé, Ze pro ruzné vektory vah predikéniho filtru w budou vysledkem
rizné hodnoty stfedni kvadratické chyby predikce &. Za predpokladu, ze predikéni filtr FIR je
fadu M, uplatni se pii vypoctu jeho aktudlni vystupni hodnoty a?(n) pouze M poslednich
vzorki z ¢asové fady x(n). Operaci konvoluce 1ze zapsat pomoci vektorového soucinu jako:

W), (n)¥ [wy (n),...; wy,, ()] (5.2)

Dosazenim (5.2) do (5.1) lze ziskat funk¢ni vztah mezi vahami w a chybou ¢:

e, )= Ep(n) |= Efd(n)-wTx, ()]} (5.3)

ktery je v nasledujicich odstavcich predmétem podrobného zkoumani. Pti identifikaci systémi
pomoci optimalni filtrace je cilem najit jediné, optimalni nastaveni predikéniho filtru. Jedna
se tedy o LTI soustavu s fixnimi parametry, a proto byl u vektoru vah wy, v rovnici (5.3)
zamérng vypustén casovy index n. Zaroven je vSak nutno v takovém piipadé¢ doplnit pfirozeny

84



pozadavek na stacionaritu ¢asovych tad d(n) a x(n). Jak bude ukazano dale, v piipad¢ pouziti
adaptivnich predikénich filtra tento omezujici predpoklad neni tfeba zavadét.
Kvadrat rozdilu mezi ¢asovymi fadami d(n) a d(n)lze rozepsat jako:

[a(n)-wix, (0 = a2(n) - 2wl d(n)x,, (n)+ wlx,, (n)x], (), (54)

Po aplikaci operatoru o¢ekavané hodnoty na ob¢ strany rovnice (5.4) je na levé strané ziskan
opét vyraz pro sttedni kvadratickou chybu:

5(WM)=E{d2(”)}_2WM { ( )XM( )}+WM {M(n)XZT\/[(n)}WM (5.5)

Na pravé strané¢ rovnice (5.5), ktera je alternativou k rovnici (5.3) pro vyjadieni
funkéniho vztahu mezi stfedni kvadratickou chybou a vektorem vah predikéniho filtru, byly
pfed operatory ocekavané hodnoty vytknuty konstantni parametry Casové invariantniho
predikéniho filtru wy. Zbyvajici tii souborové priméry na pravé strané rovnice (5.5)
odpovidaji statistickym momentliim, jejichZ vycet nasleduje [1].

o Stiedni vykon vystupni asové fady o, /=F{d"(n)}, ktery lze pro stacionarni ¢asovou fadu
povazovat za konstantni. Pro Casové fady s nulovou stiedni hodnotou plati, ze jejich
sttedni vykon je roven jejich rozptylu.

o Vektor kiiZovych korelaci mezi vstupnim a vystupnim signalem identifikovaného
systéemu py=FE{d(n)xy(n)}, ktery je pro stacionarni ¢asové fady nezavisly na case.

e Autokorelaéni matice &asti vstupni Casové fady Run=E{xu(n)xy'(n)}, kterd je pro
stacionarni ¢asové fady nezavisla na Case.

Vzhledem k asové nezavislosti vSech tii statistickych momentli je minimalizacni
kritérium z&vislé pouze na nastaveni vah predikéniho filtru wy,:

g(wM)zaj -2wip, +WLR, W, . (5.6)

Vektor kiizovych korelaci je v nésledujici rovnici (5.7) rozepsan na jednotlivé hodnoty
korelaci R.4(k), které jsou v ptipadé€ staciondrnich Casovych tad zavislé pouze na asovém
zpozdéni k mezi vzorky a nikoli na absolutnim ¢asu danym indexem vzorku #:

E{d(n)x(n); R.,(0)
R, (1)

P, = s = (5.7)

E{d(n)x(n-M +1)}) (R, (M -1)

Skute¢né hodnoty kiizovych korelaci mezi vstupnim signalem x(n) a vystupnim signalem
d(n) nejsou v piipadé neznamého systému k dispozici, a tak je nutné odhadnout je z
dostupnych dat. V ptipadech, kdy je mozné zavést dalsi omezujici predpoklad ergodicity
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nahodnych procest, které generuji vySetfované ¢asové fady, je mozné odhady korelaci R_, (k)
vypocitat pomoci casovych priméri z jediné realizace ¢asové fady:

N—|k|-1

> x(n—i)d(n k|- i), (5.8)

n 1
Rxd (k) = N
i=0

kde N je pocet vzorkll v casovém okné, ze kterého jsou odhady korelaci pocitany. Je tfeba mit
na pameti, Zze pii poruseni podminky ergodicity? je do vypoctu vah optimélniho predikéniho
filtru vnesena chyba.

Obdobné se postupuje pii vyjadieni jednotlivych prvkl autokorelacni matice, kterd
prostiednictvim hodnot autokorelacni funkce popisuje zavislosti mezi vzorky x(n). Skladani
prvkl autokorela¢ni matice jiz bylo probrano v kapitole 4.2 — autokorela¢ni matice svou
strukturou odpovida struktuie Toeplitzovy matice':

R,(0) R, (1) R,(2) .. R(M-2) R.(M-1)
R (1) R_(0) R.(1) .. R.(M-3) R (M-2)
_ : : (5.9)
R (M-2) R (M-3) R, (M-4) R, (0) R, (1)
R, (M-1) R, (M-2) R (M-3) R (1) R, (0)

Pii ptedpokladu ergodicity ndhodného procesu, ktery generuje Casovou tadu x(n), l1ze
odhady hodnot autokorelaéni funkce R_(k) ziskat z Casovych priméri jediné realizace

procesu:
1
x(n—i)x(n—k —i). (5.10)

Existuji jisté 1 aplikace, pfi kterych jsou dostupné i teoretické statistické momenty
nahodného procesu, ktery generuje ¢asovou fadu x(n). V takovych ptipadech je samoziejmée
lepsi nepracovat s vybérovymi momenty, ale dosadit do korelaci v matici (5.9) hodnoty
teoretické autokorelacni funkce.

Pro funkci &w),) popsanou rovnici (5.6) byly vyse vyjadieny vSechny jeji komponenty a
na obr. 5.2 je prib¢h této funkce znazornén konkrétné pro predikéni filtr se dvéma vahami
M=2. Délka kolmice vztyCené z bodu (w, w,) k povrchu, ktery reprezentuje prubéh kriterialni
funkce, odpovida stiednimu vykonu chybové posloupnosti £{un)*}. Selskym usudkem, ale i
podle rovnice (5.6) je tento vykon shodny se stiednim vykonem vystupni ¢asové tady d(n).

Vv

a Wr=w ».

20 Podminka ergodicity je strikin&jsi nez podminka stacionarity, viz kap. 4.1. Pfi identifikaci nezndmého systému je mozné
splnéni podminky ergodicity ovéfit jediné pokusem.

2l Toeplitzova matice ma strukturu, ve které jsou zaruceny konstantni prvky na vsech sestupnych diagonalach.
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Stredni kvadraticka chyba je funkce s jedinym extrémem, pro jehoZ lokalizaci se vyjadii

jeji prvni derivace a ta se polozi rovna nule. Druhd derivace této funkce musi byt v minimu
kladna.

Pro M=2 ma stiedni kvadraticka chyba predikce tvar:

£(Wy)=e(w.w,)=

=79, (0)+ 20,9, 1)+ 039, (0) 206, (0)- 20, 1)+ G40

:G%’

~ Emni
oﬁ 1min
-
—

W

N Optimalni nastaveni
. predikéniho filtru
Y = >
0 . 0 Wi W1

%)

Obr. 5.2 Prubéh kriterialni funkce &(w;,w;) pro optimalizaci vah predikcniho filtru FIR 2. Fadu pri
identifikaci neznamého systéemu. Tvar funkce &(w,w») ovliviiuji statistické momenty uvedené v rovnici
(5.6), tj. rozptyl casové Fady na vystupu systému o, vektor vzdjemnych korelaci mezi casovymi
Fadami na vstupu a na vystupu systemu a dale autokorelacni matice nahodného procesu, ktery
generuje casovou radu privadénou na vstup identifikovaného systému. Body w*; a w*, oznacuji
optimalni vahy odpovidajici minimu kriterialni funkce &, tj. minimu stedni kvadratické chyby
predikce [1].
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a lokalizace jejiho extrému dopadne nasledovné:

o
—M)} -0,
L an Wy :w:,, 2Wl*¢x (0)+ 2W;¢x (1)_ 2¢xd (0) = 0 ’
- . . (5.12)
8 2W2 ¢x(0)+2wl ¢x(l)_2¢xd (l): 0
a—g(wM ) =0.
W2 WM:WTM

Vyslednou soustavu rovnic je mozno zobecnit pro libovolné M:

R, Wy =Py (5.13)

coZ jsou rovnice pro optimalni filtraci zaloZenou na minimalizaci stfedni kvadratické chyby —
jsou znamy také pod ndzvem mormdlni rovnice*. Jak je vidét, pro jejich sestaveni jsou
vyzadovany momenty druhého fadu, jejichz znalost miize byt pro dany ndhodny proces bud’
zarucena, nebo musi byt odhadnuty z dostupnych dat. Analytické feSeni normalnich rovnic
predstavuje nalezeni inverzni matice k autokorelacni matici Ry

w, =R,.p,. (5.14)

Pro Uplnost zbyva jesté ovérit, ze druhd derivace je v nalezeném extrému kladnd. Tato
podminka pro minimum funkce evidentné¢ plati, nebot druhym derivacim odpovidaji
diagonalni prvky autokorelacni matice, coZ jsou rozptyly nabyvajici vzdy kladnych hodnot:

- _
W‘Q(WN) =2R_(0)=207 >0,
. i (5.15)
87g(wN) =2R_(0)=202 >0.

V rovnicich (5.5)—(5.15) byl detailn¢ prozkouméan vztah mezi stiedni kvadratickou
chybou predikce a vdhami predikcniho filtru. Vysledkem tohoto snazeni je optimalni feSeni
linearniho, ¢asové invariantniho FIR filtru, pfi jehoz pouziti pro identifikaci nezndmého

A4

Pti dosazeni optimalnich vah predik¢niho filtru do rovnice (5.6):

Eun = €Wy )= 07 =2 + WIR W) (5.16)

min

22 Normalni rovnice jsou zndmé také pod oznacenim Yuleho-Walkerovy rovnice, viz kap. 4.
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1ze dojit k zajimavé interpretaci: optimalni predikcni filtr zfeymé odstraiiuje ty slozky signalu
d(n), které koreluji se signalem x(n), ¢imZ se snizuje vykon chybové posloupnosti. Tuto
interpretaci je mozno ovéfit na dvou nasledujicich extrémnich teoretickych ptipadech [1].

1.

Pokud bude identifikovany systém pouze zpozd'ovat vzorky vstupni Casové fady a
zesilovat je nasobenim konstantou a: d(n)=ax(n—ko), budou posloupnosti x(n) a d(n)
vykazovat pro zpozdéni ky maximalni korelaci. Pokud bude mit vstupni Casova fada
vlastnosti bilého Sumu, bude mit jeji autokorelacni matice podobu diagonalni matice, kde
prvky na diagonale budou odpovidat rozptylim x(n). Vzajemné korelace piejdou na
autokorelace. Autokorela¢ni funkce bude mit ovSem pro bily Sum tvar jednotkového
impulsu — bude vSude nulova krom¢ argumentu &y odpovidajicimu zpozdéni mezi vstupni
a vystupni posloupnosti. Pravé strana rovnice (5.16) tak ptejde na rozdil dvou rozptyld,
ktery bude nulovy. Kriteridlni  funkce bude mit minimum v bodé
wn*Z[O, 0,...,a,0, 0,...]T. Na obr. 5.2 si lze toto minimum piedstavit v nulové vysSce
&nin=0. Bude produkovana nulova chybova posloupnost ).

Opacénym teoretickym extrémem je situace, kdy Casové fady x(n) a d(n) nevykazuji viibec
zadnou korelaci. V takovém piipad€ bude mit autokorela¢ni matice v rovnici (5.16) stejny
tvar jako v pfedchozim piipad¢€, avSak vektor vzajemnych korelaci bude tentokrat vSude
nulovy. Véhy predikéniho filtru vyjdou vSechny nulové, coz odpovida uvaze, Ze jakakoli
predikce by v tomto piipadé jen zvysila vykon chybové posloupnosti. Stfedni kvadraticka
chyba bude mit v tomto piipad¢ hodnotu odpovidajici sttednimu vykonu ¢asové fady x(n).

Pti sériovém zapojeni optimalniho filtru a neznamého systému podle obr. 5.3 se v pripade,

Ze je na vystupu celé soustavy pozorovan bily Sum, oznacuje optimalni filtr jako bélici filtr.
Stfedni kvadraticka chyba predikce bude v takovém ptipadé shodnd s rozptylem bilého Sumu,
kterym je buzen systém s neznamou ptenosovou funkci H(z). Tento zpisob modelovani se
oznacuje jako inverzni identifikace [12], nebot diky rovnomérnému frekvencnimu spektru
bilého $umu musi byt prenosova funkce bé&liciho filtru A '(z) inverzni k prenosové funkci
systému nebo procesu, jenz generuje pozorovanou ¢asovou fadu.

Zdroj Nezndmy
bilého v(n) systém
Sumu H(?)

x(n)

Predikéni (x (n=1)
filtr

Bélici filtr H7(z2)

Obr. 5.3 Inverzni identifikace neznamého systemu bélicim filtrem.
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5.2 Adaptivni filtrace a predikce

Identifikace nezndmych systémi nebo predikce casovych tad s vyuzitim optimalni
filtrace postavené na fixnim predikénim filtru (s konstantnimi parametry) je podminéna
stacionaritou souvisejicich ndhodnych procesu. V ptipadech, kdy nelze tuto podminku splnit,
je tteba najit Casové intervaly, ve kterych mohou byt souvisejici ndhodné procesy povazovany
za stacionarni a pro tyto intervaly pak odhadovat autokorelaéni funkce. ReSenim novych
soustav normdlnich rovnic pro kazdy dal§i Casovy interval zavedeny z divodu zmény
podminek, ve kterych je identifikace provadéna, je mozné dospét k casoveé proménnému filtru.
Takovy filtr pak bude vkazdém vymezeném casovém intervalu optimalnim zplisobem
identifikovat nezndmy systém. Toto feSeni neni ovSem pouZitelné pro aplikace, pfi kterych Ize
jen tézko urCovat ¢i dokonce predpovidat budouci zmény v souvisejicich nahodnych
procesech [12].

Vyse popsany navrh ¢asoveé proménného filtru pro identifikaci nestacionarnich systémi a
predikci jimi generovanych ¢asovych fad nelze povazovat za adaptivni filtraci nebo adaptivni
predikci, nebot’ tento navrh je zaloZen na vyuziti apriornich informaci o nahodnych procesech
podilejicich se na vzniku ¢asovych fad. V ptipad¢ adaptivnich filtri nejsou zaddné apriorni
informace vyzadovany. Adaptivni filtry je mozno definovat jako algoritmy, které ptizptisobuji
hodnoty svych parametri pro kazdy vzorek Casové fady a v relativné kratkém case od zmény
ve vlastnostech casové fady jsou schopny piedpovidat jeji budouci hodnoty.

5.2.1 Algoritmus LMS

Smyslem adaptivni filtrace v oblasti predikce ¢asovych tad je opét nalézt vektor vah
predik¢éniho filtru, ktery se jiz ovSem nepovazuje za Casové invariantni, jako tomu bylo
v predchozi kapitole, ale pfedpoklada se u n¢j schopnost adaptace na ménici se charakteristiky
modelovanych systémi, potazmo z nich generovanych a pozorovanych ¢asovych fad. Vektor
vah predik¢niho filtru se proto zapisuje s Casovym indexem n:

WM(n+1):wM(n)+a(n)S(n), (5.17)

kde a(n)S(n) je korekcéni krok, ktery je soucinem korekéniho smérového vektoru S(n)
a délkou kroku a(n). Pti pouZiti optimalizaéni metody nejstrméjSiho sestupu je smérovy
vektor S(n) dan zdpornym gradientem stfedni kvadratické chyby predikce &(n). Pro vyjadieni
derivaci se zde tentokrat vychazi z chybové posloupnosti 1(#) a nikoli z rovnice (5.6), ktera je
vazana na apriorni znalost momentt druhého fadu, ¢emuz je snaha se vyhnout:

(0=, o] 5 £ ()= -25 ) 2

ow ,,

v<n>}. (5.18)

M

Po vyjadfeni chybové posloupnosti jako rozdilu mezi casovymi fadami na vystupu
identifikovaného systému d(n) a predikéniho filtru d (n):

vin)=d(n)-wi, (n)x, (n), (5.19)
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je pak mozno nésledujicim zplisobem urcit parcialni derivace (n) podle jednotlivych vah:

o )= x ) (5.20)

Dosazenim (5.20) do (5.18) je nakonec vyjadien smér korekéniho ¢lenu S(7) pomoci vektoru
ktizovych korelaci mezi chybovou posloupnosti 1(#) a posloupnosti na vstupu x(n):

S(n) =V, el === B (0)} = 2E o), () (5.21)

M

Vypocet kiiZové korela¢ni funkce ov§em vede na souborovy primér korelaci v§ech moznych
realizaci Casovych fad W(n) a x(n). Apriorni znalost teoretické kiizové korelacni funkce mezi
témito dvéma casovymi fadami se predpokladat nedd, a musi se tedy odhadnout pomoci
ergodicity souvisejicich ndhodnych procestl. Reseni normalnich rovnic metodou nejstrméjsiho
sestupu tedy rovnéz nevede na navrh adaptivniho predik¢éniho filtru.

Misto vypoctu kiizové korelace souborovym primeérem nebo misto odhadu Casovym
primérem muze byt kiizova korelace v rovnici (5.21) odhadnuta na zdkladé jediného ¢lenu

e(n)x(n):
é(n): —@w[g(n)]: 2e(n)x,, (n). (5.22)

I kdyZ se jedna o velmi hruby odhad, neni nijak vychyleny a lze oc¢ekavat, Ze chyby budou v
po sobé jdoucich krocich na sobé nezavislé, a budou se tedy kompenzovat. Kompenzaci
nahodnych chyb je zajisténo, Ze se algoritmus bude po urcitém poctu iteraci velmi tésné
ptiblizovat k optimalnimu nastaveni vah predikéniho filtru. Takto zjednoduseny postup se
oznacuje jako LMS algoritmus (least mean squares) a je ziejmé, Ze aproximuje metodu
nejstrméjsiho sestupu, coz lze vidét na obr. 5.4. Jinym, méné¢ obvyklym, avSak vystiznym
nazvem pro tento algoritmus adaptivni filtrace je filtr se stochasticky gradientni
adaptaci [12].

U LMS algoritmu se na rozdil od jinych optimaliza¢nich postuptli nepracuje s proménnou
délkou korekéniho kroku, takze 1ze po dosazeni korekéniho sméru z (5.22) do (5.18) vynechat
u a(n) Casovy index n. Zahrne-li se do konstantni délky kroku « také nasobeni dvéma, které
zbylo v rovnici (5.22) po derivaci, je mozné rovnici pro adaptivni filtraci pomoci LMS
algoritmu zapsat jako:

WM(n+1):wM(n)+av(n)xM(n) (5.23)

Volba délky kroku alfa o byva zpravidla experimentalni zaleZitosti — je tfeba si ovSem
uvédomit, ze nastaveni délky kroku vyrazné ovlivni konvergen¢ni vlastnosti LMS algoritmu.
Velké hodnoty a povedou k rychlé konvergenci ve smyslu mensiho poc¢tu nutnych iteraci,
ovSem za cenu zvyraznéni nepiesnosti zplisobenych odhadem gradientu. To se projevi
zejména v blizkosti bodu optiméalniho nastaveni vah w". Nizké hodnoty o mohou vést také
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k nepiesnym vysledkiim predikce, a to v pripadech, kdy algoritmus neni schopen rychle
adaptovat vahy. V literatufe se doporucuje volit hodnotu « nepfimo umérné rozptylu casové
fady x(n) [1].

Nevyhodou navrhu predikéniho filtru pomoci LMS algoritmu je jisté vétsi pocet iteraci
nutnych k priichodu optimaliza¢ni trajektorii oproti metod¢ nejstrméjSiho sestupu, viz
obr. 5.4. Tento postup navic vede zpravidla pouze k pfiblizeni se k optimalnimu feSeni.
Nevyhody jsou vSak vykoupeny ptijemnou jednoduchosti a rychlosti vypoctu.

wy | w,(0)

W w,

Obr. 5.4 Pribeh optimalizace vah predikcniho filtru s vyuZitim metody nestrméjsiho sestupu
(Cerchovana cara — vypocitany gradient) a pomoci LMS algoritmu (plna cara — odhad gradientu
zatizeny nahodnou chybou). Jedna se o ilustracni trajektorie dvourozmérné optimalizace predikcniho
filtru FIR druhého radu [12].

5.2.2 Algoritmus RLS

Minimaliza¢nim kritériem u dosud probiranych optimalnich a adaptivnich filtra je stfedni
kvadratickd chyba MSE (mean-square error), jejiz vypocet je zalozen na souborovych
pramérech E{x(n)x(n—k)} a E{d(n)x(n—k)} nebo E{Un)x(n—k)}. Vzhledem k tomu, Ze tyto
statistické momenty nejsou obvykle k dispozici, je nutno odhadovat je z dostupnych dat.
Naptiklad u filtri s algoritmem LMS jsou souborové priméry odhadovany pomoci
okamzitych hodnot: E{Wn)x(n—k)} = vn)x(n—k), coz do adaptaéniho postupu vnasi chybu,
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ktera pak zpomaluje priabeh konvergence. Alternativou k MSE je tzv. celkova kvadraticka
chyba TSE (total squared error)?, kterd vyuziva pouze ¢asovych priméri [16]:

&)= 30 = 2 (al0)-d0)f = 3 (al6)-x] 6w, ()] (5.24)

i=0 i= O

Adaptivni filtry s algoritmem RLS (recursive least squares) upravuji své koeficienty wy(n)
pii zpracovani kazdého vzorku ¢asové fady tak, ze minimalizuji vazenou kvadratickou chybu:

Zﬂ"’ Zﬂ"’( i, (Dwy, (),

0<A<l, (5.25)
x(0)=[x(i),x(i =1),...,x(i = M +1)],
W (n) =[w, (n), W, (n)’---a Wi (n)]T

Parametr A zajistuje exponencidlni vahovani tak, ze novéjsi vzorky Casovych fad maji ve
vypoctech vetsi vliv nez ty star$i. Pro A=1 maji vSechny vzorky stejnou vahu, coz je vhodné
nastaveni pouze pro predikci stacionarnich Casovych fad. Minimalizace vazené kvadratické
chyby vede na soustavu rovnic:

R, (n)w, (7)=p, (n), (5.26)

kde Rym(n) je exponencidln¢ vazena empirickd (nebo vyberova) autokorelaéni matice pro
Casové tady x(n). Vektor py(n) obsahuje exponencidlné¢ vazené empirické kiizové korelace
mezi Casovymi fadami d(n) a x(n). Soustava rovnic (5.26) se oznacuje jako deterministické
normdlni rovnice. Vzhledem k exponencidlnimu vdhovani nemd autokorelacni matice v
(5.26) strukturu Toeplitzovy matice jako tomu bylo v pfipadé normalnich rovnic (5.13).
Opakovany vypocet inverzni matice k matici Ryu/(n) je vypocetné narocny a navic hrozi
vzhledem k nezarucené Toeplitzové struktufe, Zze bude Rym(n) pro nékteré casy singuldrni.
U adaptivnich filtrt s algoritmem RLS se proto vyuziva rekurzivni zpiisob vypoctu:

RMM(”): ARMM(n_l)—i—XM (n)XL(”) > (5.27)

a to postupnym vazenim ptedchozi verze autokorelacni matice s pfi¢itanim korelace x(n)d(n).
Obdobné¢ se postupuje i pro vektor kiizovych korelaci:

Py (n)=2p, (n=1)+d, (n)x}, (n), (5.28)

23 Nekdy se toto kritérium oznaduje také jako nejmensi kvadraticka chyba LSE (least squares error) [9].
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Pomérné slozitymi upravami, které jsou podrobné rozepsany napt. v [9][15][16], pak lze
dospét k vyslednym rovnicim pro adaptaci koeficientil predikéniho filtru:

(5.29)

kde vektor k(n) se oznacuje jako Kalmaniiv zisk nebo Kalmanova zesileni (Kalman gains)*.

5.3 Ulohy

% ULOHA 5.1 Identifikujte neznamy LTI systém metodou optimalni filtrace.
Jako model volte predikéni filtr FIR sriznymi fady a porovnejte vysledné impulsni
charakteristiky modelu. Pro ilustraci a kontrolu pouzijte pro identifikovany systém napft.
soustavu MA, ktera provadi aritmetické priimérovani z ¢asovych oken o ¢tyfech vzorcich.

Kod skriptu, ktery v Matlabu realizuje identifikaci LTI systému pomoci optimalni
filtrace, je na obr. 5.5. Vysledné impulsni charakteristiky modelu pro riizné fady M:

M=1: w=[0,250087]

M=2: w=[0,251082 0,250141]

M=3: w=[0,249691 0,249558 0,250642]

M=4: w=[0,250000 0,250004 0,249951 0,249944]

M=5: w=[0,250000 0,250000 0,250000 0,250000 0,000001]

M=6: w=[0,250000 0,250000 0,250000 0,250000 0,000006 0,000007]

Pominou-li se zaokrouhlovaci chyby a neptesnosti v odhadech autokorelaci pomoci

vvvvvv

potiebna pro optimalni identifikaci nezndmého systému.

%$%% ULOHA 5.1 OPTIMALNI FILTRACE PRO IDENTIFIKACI LTI SYSTEMU

h = ones(1,4)./4; % impulsni char-ka neznamého systemu

x = randn(1,100000); % gaussovsky bily sum - budici sekvence
d = filter(h,1,x); % kyzeny (desired) vystupni signal
systemu

M= 4; % rad predikcniho filtru

o©

prevraceni poradi tak, aby 1. indexu odpovidal posledni vzorek
casovych rad x(n) a d(n)

= flipdim(x,2);

flipdim(d, 2) ;

o

(ORI
Il

vypocet autokorelacni matice R
X,R] = corrmtx(x,M-1, 'autocorrelation');

— o°

24 Adaptivni filtr s algoritmem RLS je speciélni typ tzv. Kalmanova filtru, pojmenovaném po mad’arském matematikovi.
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p = xcorr(x,d,M-1, 'biased'); %vektor krizovych korelaci

delka = length (p):; %delka vektoru p: 2*(N-1)+1
p = p(ceil(delka/2):end)'; %orezani druhe poloviny vektoru.

%index ceil (delka/2) odpovida
%$nulovemu zpozdeni.
%index end odpovida zpozdeni M-1

w=R\p; gvypocet vah optim. predikcniho filtru
%totez jako w=inv (R) *p;

Obr. 5.5 Uloha 5.1 — identifikace ,, nezndmého “ LTI systému metodou optimdlni filtrace.

a=0,001
25
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1.5 - reen— S "~ R —
1 4
P v " L A e, Mot g A ANt s D P
0.5 V(«‘" ]
3 o0
051
1}
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0 0.5 1 1.5 2 25
n x 104
80 : 80
B C
60 | )- 60 | )-
40 | 40
20 } ]
=0 M
-
20 i
40 | -40
-60 | -60
-80 . s . s -80 . s . s
0 0.5 1 15 2 25 0 0.5 1 1.5 2 25
n x 104 n x 104

Obr. 5.6 Uloha 5.2 — Adaptivni predikce casové Fady generované
staciondrnim nahodnym procesem AR(2) s koeficienty a;=1,7 a a,=0,8.
A) Priibéh konvergence vah predikcniho filtru ctvrtého radu, B) Pozorovana casova rada x(n),
C) Chybovd sekvence v(n).

% ULOHA 5.2 Sledujte konvergenci vah a chybu predikce adaptivniho filtru
s algoritmem LMS pii modelovani a) stacionarniho procesu AR(2) s koeficienty a;=1,7 a
a>=0,8; b) nestacionarniho procesu s linedrnim trendem a nahlou zménou stfedni hodnoty,
harmonickym kolisdnim a rusenim generovanym vyse popsanym AR(2) procesem.
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Kod skriptu, ktery v Matlabu realizuje adaptivni predikci s algoritmem LMS, je na
obr. 5.8. Prib&hy konvergence vah pii predikci stacionarni ¢asové fady 1ze vidét na obr. 5.6 a
konvergence vah pfi predikci nestacionarni ¢asové fady je vidét na obr. 5.7.

a=1,96x 1075

_6 M M M "
0 0.5 1 1.5 2 25
n x 104
100 " " " " 200 . . . .
B) 100 C) |
50t ]
0
0 | -100
E §*200 L
=250} = 300 |
100 —400 |
I -500 |
-150} ] —600 |
-700 |
200 s s : : — s s : :
0 0.5 1 1.5 2 25 800 5 0.5 1 1.5 2 2.5
n x 104 n x 104

Obr. 5.7 Uloha 5.2 — Adaptivni predikce casové Fady generované nestaciondrnim ndhodnym
procesem s linedarnim trendem, nahlou zménou stredni hodnoty, harmonickym kolisanim a rusenim.
A) Pritbeh konvergence vah predikcniho filtru ¢tvrtého vadu, B) Pozorovand casova rada x(n),
C) Chybova sekvence v(n)

o
o°
o©

ULOHA 5.2 ADAPTIVNI PREDIKCE STAC. A NESTACIONARNI CASOVE RADY

o°

N = 25000;

ni = randn(l,N);

a=[11.70.8]; b=1;

X filter (b,a,ni);

x=x(:);

trend = 5e-3*(1:N);

trend (N/2:end)=trend (N/2:end)-200;
trend = trend(:);

harm = 10*sin ((2*pi1/3000)* (1:N)) ;
harm=harm(:);

X2 = trend+harm+x;

X = X2;

delka pozorovane casove rady
excitacni sekvence AR procesu
koeficienty AR(2) procesu
casova rada generovana AR(2)

o° o

o°

linearni trend
nahly zlom v trendu

o°

o°

o°

harmonicke kolisani

o°

nestacionarni casova rada
bud predikujeme x nebo x2

o©
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o\°

alfa = 0.001;

M = 4;

w = zeros (M,N);
w(l:M,1:M+1) = randn(M,M+1)*5;
XP = zeros (N, 1);

konvergencni konstanta

rad predikcniho FIR filtru

vahy ve sloupc. vektorech
pocatecni podminky nahodne
uchovavani predikovanych hodnot

o° o° o

o

for n = M+1:N-1
XP(n) = - w(:,n)"*x(n-1:-1:n-M); % predikce
e = x(n) - XP(n); % chyba predikce
w(:,ntl) = w(:,n) - alfa*e*x(n-1:-1:n-M); % uprava vah
end
figure(l); xlabel('n'); ylabel('w'); hold on;
plot(w(l,M+1l:end), 'b");
plot(w(2,M+1l:end), 'g');
plot (w(3,M+1l:end), 'c');
plot(w(4,M+1l:end), 'k'");
figure(2), plot(x(M+l:end));
figure(3), plot(x(M+l:end)-XP(M+l:end),'k"');

Obr. 5.8 Uloha 5.2 — adaptivni predikce casové rady generované staciondrnim a nestaciondrnim
nahodnym procesem.

5.4 Shrnuti

V posledni kapitole tohoto ucebniho textu byla na piikladech identifikace neznamych
systémil predstavena oblast optimalni a adaptivni filtrace nebo predikce. Ctenaf byl seznamen
s tim, jak lze postupnymi Gpravami minimalizaénich kritérii odvozenych z chyby predikce
dospét k tzv. normalnim rovnicim. Zatimco pro casové fady generované stacionarnimi
procesy lze normalni rovnice fesit béznymi postupy z linearni algebry (tj. vypoctem inverzni
matice), pro nestacionarni procesy byly ukézany dva rekurzivni algoritmy, u nichz jsou
koeficienty predikéniho filtru adaptovany v kazdém kroku tak, ze postupné konverguji
k optimalnimu feSeni pro predikci dalSich hodnot ¢asové tady. Tyto algoritmy, oznaCované
jako LMS (least-mean-squares) a RLS (recursive-least-squares), se 1iS$i minimalizacnim
kritériem. U adaptivnich filtrt LMS se vyuziva stfedni kvadraticka chyba pocitana pomoci
souborovych primérti a nepiesnosti, které¢ vznikaji pfi odhadu statistickych momentii, mohou
zpomalit pribéh konvergence koeficientl filtru. Filtry s algoritmem RLS vychazi z vazené
celkové kvadratické chyby, ve vypoctech pouzivaji pouze empirické (vybérové) statistické
momenty a konverguji k optimalnimu feSeni rychleji nez je tomu u LMS.
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Summary

This textbook Linear and Adaptive Processing of Data is primarily intended for students
and teachers of the study programe Computational Biology at the Faculty of Science,
Masaryk University. This publication has two objectives. First, to explain the basics of theory
of discrete linear systems to students or other readers interested in data analysis and
processing. The systems are viewed here both as data generators and as means by which data
can be analyzed or processed. And second, to demonstrate how selected problems in this area
can be effectively solved using computational tools in MATLAB.

The first chapter shows that it is possible to describe a discrete system not only with
difference equations, but also with its impulse response, frequency response and transfer
function or with a configuration of zeros and poles. Links among various types of system
description are also explained. Readers will acquire skills on how to build the system transfer
function using the knowledge of difference equations, how to determine the configuration of
its zeros and poles in the complex plane and how to determine whether the system is stable or
not.

The second chapter introduces the concept of linear filtration with the use of LTI systems
The LTI systems are considered as filters because they selectively choose and pass required
frequency components of time series and attenuate the others. Readers are shown how to
determine the response of the filter excited with an arbitrary time series using discrete
convolution in the time domain or using a discrete Fourier transform in the frequency domain.
Furthermore, this chapter explains frequent terminology mistakes in filter classifications FIR,
IIR and AR, MA, ARMA.

The third part of this textbook describes averaging methods for time series denoising.
Various types of quasi-periodic time series are explained and the conditions for the correct
use of the averaging methods to increase signal-to-noise ratio are stated. The influence of
particular parameters on dynamic properties of the averaging methods is discussed. The
averaging methods, which are very common tools for time series processing, are also shown
in the light of their frequency characteristics.

The fourth chapter presents a way of looking at the issue of model construction for time
series generated by random processes. The introduction will make the reader familiar with
selected statistical moments which are used to describe the properties of random time series.
Time averages as well as ensemble averages are discussed together with stationarity and
ergodicity, which are properties of subsets of random processes. The core of the chapter
consists in the methodology for stationary ARMA models by Box and Jenkins. Three basic
steps from model identification through the estimation of numerical values of its parameters
to the model validation are described.

The last chapter introduces the area of optimal and adaptive filtering or prediction, using
the example of procedures for system identification. Readers will see how to derive the so-
called normal equations from the minimization of prediction error. While common linear
algebra can be used to solve the equations for stationary time series, two recursive algorithms
are shown for non-stationary processes. Prediction filter coefficients are adapted at each time
step in such a way that they gradually converge to the optimal solution in terms of minimizing
the prediction error.
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